Algel (VISZABO03) 2023 NP-teljesség 9. gyakorlat

1. Bizonyitsa be, hogy ha L; < Ly és Ly, € NP, akkor L; € NP.

Megoldds: Ha Ly < Lo, akkor van olyan M; DTG, ami O(n*) idében kiszamolja a redukcié f(x)
fiiggvényét. Mivel Ly € NP, van olyan M, NTG, aminek nyelve Ly és futasideje O(n!). Legyen M
az a NTG, ami z inputon el6szor kiszamitja f(z)-et, majd f(z)-en futtatja My-t. A f tulajdonsagai
miatt vildgos, hogy M nyelve L, futasideje pedig O(n*) lesz. Ezért L, € NP.

2. Bizonyitsa be, hogy ha L < Lo és Ly € coNP, akkor L; € coNP.

Megolc@s: Ha Ly € coNP, akkor L, € NP. Mivel Ly < Lo, ezért teljesiil L; < Lo is. Igy a 1. feladat
miatt L; € NP. Ebbdl viszont kovetkezik L; € co NP.

3. Tudjuk, hogy L; < L, és hogy az L, komplementere Karp-redukalhat6 a PARTICIO nyelvre.
Igazolja, hogy ekkor L; € coNP !

Megoldds: A méasodik feltétel szerint Ly < PARTICIO, és mivel PARTICIO NP-teljes (és igy
NP-beli), ezért Ly € NP. Az els6 feltétel szerint Ly < Lo, amib6l L; < Lo kovetkezik. Ezért Ly is
NP-ben van, ami a co NP definici6ja miatt ekvivalens az L; € co NP tulajdonsaggal.

4. Igazolja, hogy léteznek az alabbi Karp-redukciok! (a) RH < HAM  (b) OSSZEFUGGO < 3SAT
(c) OSSZEFUGGO < PAROS

(OSSZEFUGGO az osszefiiggs grafok nyelve, PAROS meg a péaros grafokeé)
Megoldds: (a) RH € NP (s6t, NP-teljes), HAM NP-teljes, tehat a Karp-redukcié az NP-teljesség

definici6ja miatt létezik.

(b) OSSZEFUGGO € P C NP és 3SAT NP-teljes, tehat a Karp-redukcié az NP-teljesség definicioja
miatt 1étezik.

(c) OSSZEFUGGO € P ¢s PAROS € P is teljesiil. Legyen a Karp-redukcié a kévetkezs: ha az
bemenet nem graf, akkor f(z) = x, kiilénben pedig ellendrizziik, hogy a megadott graf osszefiiggd.
Ha igen, akkor legyen f(x) egy él, kiillonben meg egy haromszog. Mivel az Gsszefiiggdség polinom
idében eldonthetd, ezért ez az f polinom idében szamolhato. Ha a graf Gsszefiiggs, akkor a képe
(egyetlen él) paros graf, ha meg nem Osszefliggd, akkor a képe K3, ami nem paros graf.

5. Igazolja, hogy ha co NP # NP, akkor MAXKLIKK ¢ P.

Megoldds: Indirekt tegyiik fel, hogy MAXKLIKK € P. Mivel tudjuk, hogy MAXKLIKK NP-
teljes, ezért minden L' € NP nyelvre teljesiil, hogy L' < MAXKLIKK, amiért L’ € P is igaz. Tehat
NP C P, amibdl persze kévetkezik NP = P is.

Ha NP = P, akkor coNP = coP is igaz. De mivel coP = P, ezért coNP = NP is teljesiil, ami
viszont ellentmondas.

6. Adjon Karp-redukciot a PARTICIO problémarol a RH probléméral

(Az RH eldontési problémaban egy (s1, Sg, - - - , Sn; b) inputrol kell eldénteni, hogy ki lehet-e vélasztani
par olyan s,-t, amiknek Gsszege b (minden s; és b is pozitiv egész). A PARTICIO problémaban pedig
egy (81, S92, -+ , 8,) inputrol kell eldonteni, hogy szét lehet-e osztani az s; értékeket két halmazba ugy,
hogy a két rész Osszege ugyanaz legyen (minden s; pozitiv egész).)

Megoldds: Legyen f : (s1,82,...,8n) = (S1,82,...,8,;b), ahol b = > s;/2, ha ez a b egész szém,
kiilonben meg pl. (2,2;1). Ez az f egy megfelels Karp-redukecio, mert csak linearisan sok osszeadas
kell hozza, hogy a b-t kiszamoljuk, és az RH megoldasa megegyezik a PARTICIO megoldaséval.

7. Mutassa meg, hogy az alabbi nyelvek NP-teljesek!

(a) az olyan G grafokbol allo nyelv, amelyek kiszinezhetGek 3 szinnel ugy, hogy mindegyik szint
ugyanannyiszor hasznaljuk.

(b) az olyan (G, a, b, k) négyesekbdl allé nyelv, ahol G egy iranyitatlan graf, a,b € V(G), k > 0
egész szam és G-ben van olyan ut a és b k6zott, aminek a hossza legalabb k.
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(c) az olyan (G, a,b) harmasokbol allo nyelv, ahol G egy iranyitatlan graf, a,b > 0 egész szamok
és a G grafnak van a K, teljes paros graffal izomorf feszitett részgréfja.

(d) az olyan G iranyitatlan grafokbol 4llo nyelv, amelyekre G-ben van olyan C' kor, hogy minden
v & C cstcs Gssze van kotve éllel a C' valamely cstucséaval.

(e) az olyan G iranyitatlan grafokbol allo nyelv, amelyekre G-ben van olyan C' kér aminek hossza
legalabb G csticsszamanak fele.

(f) az olyan Boole-formulakbol allé nyelv, amelyek két kiillonbozd értékadassal is kielégithetGek.

Megoldds:  (a) Konnyen latszik, hogy ez az L nyelv NP-beli, tant egy megfelel§ szinezés. Az
NP-nehézség bizonyitasdhoz megadunk egy 3SZIN < L Karp-redukciot. Ha G egy v pontu graf,
akkor G' = f(G) legyen az a graf, amit G-bdl 2v db izolalt pont hozzavételével kapunk. Ez nyilvan
kiszamithato polinom id6ben. Ha G szinezhetd 3 szinnel tgy, hogy az i-edik szint k;-szer hasznéljuk,
akkor G’ kiszinezhet§ 3 szinnel a feltételeknek megfelelGen a kovetkezé modon: G pontjait ugyanigy
szinezziik, az izolalt pontok koziil pedig v — k;-t szineziink az i-edik szinnel. Ebben a szinezésben
egyrészt minden pontot kiszineztiink, hiszen v — ky + v — ko + v — k3 = 3v — (k1 + ko + k3) = 20.
Masrészt minden szint épp v-szer hasznaltunk.

Ha viszont G’ kiszinezhets 3 szinnel a feltételeknek megfelelGen, akkor ez megad egy jo szinezést G
pontjain.

(Formdlisan a figgvénynek azon szavakhoz is kell rendelni valamit, amik azért nincsenek benne a
3SZIN nyelvben, mert nem irnak le grdfot. Ha az ilyen x szavakra f(x) = x, az minden esetben
megfeleld, hiszen x ¢ L is teljesiilni fog. Ezért erre nem szikséges mindig kilon kitérni.)

(b) Vidzatosan: NP-beli, mert tant egy ilyen ut. NP-nehéz: Adunk egy HAMUT < L Karp-
redukciot: G-hez adjunk 2 Gj pontot, ezek legyenek a és b, kossiik 6ssze ket G minden csiicséval és
legyen k = V(G) + 1. Belathato, hogy ez teljesiti a feltételeket.

(c) Az, hogy ez az L nyelv NP-ben van egyszerten lathato a tant tétel alapjan: tanu lehet a megfelels
részgraf pontjainak felsorolasa. Ez nyilvan polinom hosszi, és polinom idében ellenérizhet6 is, hogy
a megadott pontok egy paros grafot feszitenek.

Az NP-teljesség bizonyitasdhoz egy ismert NP-teljes nyelvet kell visszavezetni L-re. Itt mutatunk egy
MAXFTL < L Karp-redukciot. A MAXFTL bemenetei (G, k) alakuak, ahol G egy graf, k pozitiv
egeész. Készitsiik el bel6le a (G, k,2) bemenetet, ahol G’ gy keletkezik a G-bdl, hogy hozzavesziink
2 cstucsot, melyeket Osszekotiink G cstcsaival (de egymassal nem). Ez polinom idében megoldhato.

Vegyiik észre, hogy ha G-ben van k fliggetlen pont, akkor ezek és a két 4j pont egy feszitett Kj o
grafot adnak G’-ben, azaz ha (G, k) € MAXFTL, akkor (G',k,2) € L. Masrészt, ha G’-ben van
feszitett Ky o és k > 2, akkor ennek a £ oldala biztos, hogy az eredeti G-ben helyezkedik el, azaz van
G-ben k fliggetlen pont. (A k = 1 eset trividlisan eldonthets polinom idében, ilyenkor feleltessiink
meg neki egy trivialisan L-ben levé bemenetet.)

(2 pont helyett elég 1 pontot hozzavenni, akkor a K} ; paros graf létezése a kérdés.)

(d) Az, hogy ez a nyelv NP-ben van vilagos, hiszen a nyelvbe tartozasra tanu egy megfelels C' kor
cstcsainak a kor szerinti sorrendben valo felsorolédsa. Ez polinom hosszi, és annak ellenérzése, hogy
a megadott pontok az adott sorrendben kort alkotnak, illetve, hogy minden tovabbi csiics Ossze van
kotve a kor egy pontjéval ellenérizhets O(c + v?) = O(v?) lépésben (itt ¢ a kor hossza, v a graf
cstcsainak szama).

Az NP-teljességhez mutatunk egy HAM < L Karp-redukciot. Egy tetszéleges G grafbol készitsiik
el azt a G’ grafot, amiben G-t ugy egészitjiik ki, hogy minden v; csticsdhoz felvesziink egy j w;
cstcsot, amit Osszekotiink v;-vel (és méssal nem). Ezzel a csticsok szamat megduplaztuk, az 0j graf
szomszédossagi matrixa polinom idében elgallithato. (Hogy néz ki az 4j matrix?)

Ha a G grafban van Hamilton-kor, akkor ez a kor olyan, amilyennek G’-ben lenni kell, tehat ha
G € HAM, akkor G’ € L. Mésrészt ha G’ € L, akkor a feltételnek megfelel6 C' kér nem tartalmazhat
egyet sem a w; pontokbol, mert ezek fokszama 1, ahhoz meg, hogy ezek mindegyike 6ssze legyen kotve
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a korrel, a C-nek az dsszes v;-t tartalmaznia kell, azaz C' egy Hamilton-kor G-ben, tehat ha G’ € L,
akkor G € HAM teljesiil.

(e) Az, hogy ez a nyelv NP-ben van vilagos, hiszen a nyelvbe tartozasra tant egy megfelels C' kor
cstcsainak a kor szerinti sorrendben valo felsorolédsa. Ez polinom hosszi, és annak ellenérzése, hogy
a megadott pontok az adott sorrendben kort alkotnak, illetve a hossza megfelels, nyilvan elvégezhetd
polinom idé&ben.

Az NP-teljességhez mutatunk egy HAM < L Karp-redukcitt. Egy tetszéleges G grafbol készitsiik
el azt a G’ grafot, amiben G-hez hozzavesziink |V (G)| darab izolat pontot, igy [V (G")| = 2|V (G)|.
Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor ez G’ pontjainak épp felét tartalmazza. Ha G’-ben van olyan
kor, ami pontjainak legalabb felét tartalmazza, akkor ez kor G minden pontjat tartlamazza, hiszen
az iolalt pontokon nem mehet at kor. Igy viszont G-ben ez egy Hamilton-kor lesz.

Megjegyzés: Az is jo, ha G'-t gy konstrualjuk, hogy két komponensbdl alljon, mindeketts G-vel
izomorf.

(f) A nyelv NP-ben van, hiszen megfelel6 tana 2 kiilonboz6 értékadas. Ezek megfelels voltat nyilvan
lehet ellendrizni polinom idében.

Az NP-teljességhez mutatunk egy SAT < L Karp-redukciét. Ha ¢ egy tetszSleges Boole-formula,
akkor legyen ¢ = ¢ A (y V7), ahol y egy olyan valtozo, ami nem szerepel ¢-ben. Ha ¢ kielégithetd,
akkor ¢'-nek lesz két kiilonbozé kielégitése, hiszen y értékét valaszthatjuk igaznak és hamisnak is.
Ha ¢'-nek kielégithets, akar méar egyféleképpen is, akkor nyilvan ¢ is.

. Tegytik fel, hogy P # NP és L, € P. Lehetséges-e, hogy

(a) egy NP-teljes Ly nyelvre L; Karp-redukalhato?
(b) egy NP-teljes Ly nyelv Karp-redukalhat6 Li-re?
(c) az Ly nyelv NP-beli?
Megoldds: (a) Ly € P C NP, tehat az NP-teljesség definicioja miatt biztos, hogy Ly < Ls.

(b) Ha Ly < Ly és Ly NP-teljes, akkor L; is az, mivel L; € P C NP. Ebbdl P = NP kévetkezne,
tehat a feltevés miatt ez nem lehetséges.

(c) Mivel P C NP, ezért L, € NP biztosan igaz.

. Tekintsiik azt a problémat, hogy egy adott G iranyitatlan sulyozott grafban mekkora a maximaélis

salyu ut sulya! Adja meg, mi lesz az ehhez tartozo nyelv, és lassa be, hogy az NP-teljes!

Megoldas: Egy eldontési probléméva kell atalakitani. Maximum-keresési feladatoknal ezt tgy jo
csinalni, hogy azt kérdezziik, van-e elég nagy megoldas. Tehat az L nyelv az olyan (G, k) parokbol
alljon, ahol G egy iranyitatlan silyozott graf, k egy szam és G-ben van olyan 1ut, melynek stlya
legalédbb k.

L € NP, mert tanu lehet egy jo ut, pontosabban a pontjainak az ut szerinti sorrendben val6 felso-
rolasa. Ez polinom hosszi. Amit ellenérizni kell, hogy valoban egy utat hataroznak meg és hogy
ennek Osszsilya legaldbb £, ami megy polinom id&ben.

Az NP-teljességhez visszavezetiink ra egy NP-teljes nyelvet: HAMUT < L. Egy tetszoleges G
grafbol tgy kapjuk a G’ silyozott grafot, hogy minden él silya legyen 1. Legyen f(G) = (G', k),
ahol k =n — 1 és n a G cstcsainak szama. Ez Karp-redukcié, mert polinom idében szdmolhato (a
graf matrixan nem is kell valtoztatni, elég a k értékét kiszamolni). Tovabba vilagos, hogy pontosan
akkor van Hamilton-ut a grafban ha van legalabb n — 1 sulyt ut G’-ben (igazabol pontosan n — 1
sulyt lesz az ut, mert ennél tobb élbsl nem allhat).

s-T-HAMUT jelsli az olyan (G,s,t) harmasokboél &ll6 nyelvet, ahol a G iradnyitatlan graf s és t
csticsa kozott van Hamilton-ut. Igazolja, hogy az alabbi nyelvekre az s-T-HAMUT nyelvrsl van
Karp-redukcio!
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(a) HAMUT: a Hamilton-tttal rendelkezé grafok nyelve
(b) HAM: a Hamilton-korrel rendelkezd grafok nyelve

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a feladat nem kéri, hogy adjunk meg Karp-redukciot, elegendd a
létezését megmutatni!

HAMUT és HAM is NP-teljes, az NP-teljesség definicioja miatt elegends belatni, hogy s-T-HAMUT €
NP. Ez azért teljesiil, mert jo tani egy s-bél t-be vezets 1t csticsainak felsorolasa az ut szerinti sor-
rendben. Egy ilyen tant hossza O(nlogn) C O(n?), ami polinomiélis (n a graf csticsainak szama).
Az ellendrzése meg abbol all, hogy valoban a graf kiilonb6z§ csicsait soroltuk fel, melyek koziil az
els6 az s, az utolso a t, és a felsorolasban szomszédos csiicsok kozott van él, ami a felsorolas hosszaban
linearis, azaz a bemenet hosszaban polinomialis 1épésben megoldhato.

11. Bizonyitsa be, hogy az s-T-HAMUT nyelv NP-teljes!

Megoldds: Mar lattuk az el6z6 feladatban, hogy NP-beli. Most megadunk egy HAM < s-T-HAMUT
Karp-reduckciot.

Egy tetszoleges G(V, E) grafhoz készitsiik el a (G, s, t) harmast a kovetkezSképpen: Vélasszuk ki egy
csucsat G-nek, ez lesz s. A G’ csiucshalmazat egészitsiik ki egy 4j elemmel, V' =V U {t}. A G'-ben
megtartjuk a G éleit, az 0j ¢ cstics szomszédai egyezzenek meg az s szomszédaival, E' = EU{ {t,v} |
{s,v} € E}. Ez a konstrukcioé polinom idében elvégezhetd (a matrixhoz egy 1j sort és oszlopot kell
hozzavenni, amelyek megegyeznek s soréval, oszlopaval).

Még azt kell megmutatni, hogy G € HAM < (G, s,t) € s-=T-HAMUT. Ha G € HAM, akkor ha
G'-ben elkezdjiik ezt a Hamilton-kort s-bdl kovetni, de az utolséd éllel nem s-ben bezarjuk, hanem
a megfelels 1j éllel t-be lépiink, akkor a G’ egy s-bdl t-be vivé Hamilton-utjat kapjuk. Visszafelé
pedig, a G’ egy s és t pontot Osszek6td Hamilton-utjabol ugy kaphatjuk G egy Hamilton-korét, ha
az Ut utolso éle helyett a neki megfelels éllel az s-be léplink G-ben.

12. Tegytik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszéleges n cstcst grafrol polinom idében megmondja,
hogy van-e benne Hamilton-kér. Hogyan lehet ezt felhasznalva polinom idében megtalélni egy adott
G grafban egy Hamilton-kort?

Megoldas: Flészor adjuk be az eljarasnak a G grafot. Ha az a valasz, hogy nincs benne Hamilton-kor,
akkor készen vagyunk.

Kiilonben legyenek a G graf élei fi, fo, ..., fm- Az i =1,2,...m értékekre sorban csinaljuk a kovet-
kez6t:

Hagyjuk el a gratbol az f; élet, jelolje a kapott grafot G'. Adjuk be ezt a grafot az eljarasnak.
Amennyiben az a valasz, hogy van benne Hamilton-kor, akkor G = G'-vel folytatjuk az eljarast. Ha
nincs benne, akkor viszont nem valtoztatjuk meg G-t.

Vegyiik észre, hogy az aktudlis G-ben mindig lesz Hamilton-kor, de elhagyunk minden élet, ami
ehhez ,nem fontos”. A végén a grafban kizarolag egy Hamilton-kor élei maradnak meg, igy itt mar
konnyt ezt ,,megtalalni”.

Lépésszam: Legyen az eredeti eljaras lépésszama az n cstucsu grafokon O(n€). Ezt m-szer hivjuk
meg, m < n?. Egy él elhagydsa megoldhat6é O(n) lépésben, tehat az egész egyiitt O(m(n°+n)), azaz
polinomialis.

Megjegyzés: Lehet, hogy eredetileg tobb Hamilton-kor is van a grafban. Mindig azt ellendrizziik,
hogy marad-e az f; elhagyasa utan is Hamilton-kor, és ha igen, akkor egy kevesebb éld graffal
folytatjuk.



