Algel (VISZABO03) 2023 Turing-gépek 6. gyakorlat

1. Legyen ¥ = {1}, az l-szalagos Turing-gép atmeneti fiiggvénye 6(qo,1) = (q1,1,J), 0(qo, %) =
(g2, %, J), 6(q1,1) = (g3,1,J), 0(g3,1) = (qo,1,J), kezdd allapot a qo, elfogadd a g3. Mi a gép
altal elfogadott nyelv?

Megoldas: Vegylik észre, hogy ez a Turing-gép nem valtoztatja meg a szalag tartalmat, mindig az
ott talalt karaktert irja vissza és mindig tovabb 1ép jobbra.

Az tires szora a §(qo, *) = (qo, *, J) szabéllyal go-be 1ép, és mivel ott nincs dtmenet definialva, megall.
A ¢ nem elfogado allapot, ezért nem fogadja el az {ires szot.

Az 1 karakterek hatasara a qq, q1, g3 allapotokon mozog korbe-korbe. Akkor fogad el, ha ez a g3-ban
all le, azaz az elfogadott nyelv: {1* | k =2 (mod 3)}.

(Es mi a nyelv, ha { 0, 1 } az 4bécé?)

2. A 2-szalagos M Turing-gép atmeneti fliggvényét a kovetkezs téablazat irja le, ahol * jeloli a szalagon
az lires jelet és qo a kezd@ allapotot:
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(a) Mi a 2. szalag tartalma, amikor a gép ¢, allapotba kertl?
(b) Mi az L(M) nyelv, ha g5 az egyetlen elfogad6 allapot?
(c) Legfeljebb hany lépést tehet a gép egy n hosszi bemeneten, miel6tt megall?

Megoldas: Nézziik, mi torténik:

go: Ha nem iires a bemenet, akkor egy X keriil a 2. szalagra (ez jelzi majd a szalag elejét).

¢1: Lemasolja az 1. szalagon talalt karaktert a 2. szalagra. Akkor 1ép csak ki innen, ha a bemenet
végére ért (ekkor, ha az elsd szalagon a w sz6 van, akkor a 2. szalagon Xw). Ilyenkor kévetkezik
a (o allapot, ahova ugy lépilink at, hogy az 1. szalagon maradunk az elsé iires mezén, a 2.
szalagon visszalépiink az utolsénak irt karakterre.

q2: Az els6 szalagon nem mozdulunk, mialatt visszamegyiink a 2. szalag elejére. Végiil gy lépiink
at gs-ba, hogy az 1. szalagon egyet visszalépiink (az utolsé nem iires mezdre), a 2. szalagon
egyet eldre lépiink (az els6 nem X karakterre).

q3: Ha ugyanazt latjuk mindkét szalagon, akkor az elsén nem mozdulunk, a masodikon egyet elére
lépiink és atkeriiliink gy4-be. (Els§ alkalommal tehat az 1. szalag utolso és a 2. szalag X uténi
els6 karakterét, azaz a w elsé és utolsé karakterét hasonlitjuk 6ssze. Ha nem egyeznek, akkor
ebben a nem elfogadé allapotban leallunk.)
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qs: Ha nem értiik el a 2. szalag végét, akkor semmit nem véltoztatva az 1. szalagon visszafelé lépiink
egyet, a 2. szalagon helyben maradunk és a ¢s3-ban folytatjuk. Azaz a gs-beli hasonlitas és a
qs-beli 1épés felvaltva addig torténik, amig el nem ériink a 2. szalag végére. Ekkor atlépiink a
g5 elfogado allapotba és a szamitas sikeresen véget ért.

Az iires szon érdemi munka nélkiil egybdl atjutunk az elfogado6 allapotba.

(a) Ha w a bemeneti sz6, akkor Xw.

(b) A palindromok nyelve.

(c) Egy n hosszu palindromon a lépések szama: 1+ (n+1)+(n+1)+(2n—1)+1=4n+3. Haa
sz6 nem palindrom, akkor elgbb elakadhat (de a masolas és a 2. szalag elejére visszalépegetés akkor
is megtorténik, 2n + 3 1épés akkor is lesz, amennyiben n > 0).

3. Adjon Turing-gépet a {w#w | w € {0,1}*} nyelvhez! Adjon fels6 becslést a Turing-gép lépésszamé-
nak nagysagrendjére!

Megoldds: Léassunk el6bb egy 2 szalagos gépet! Az otlet, hogy a 2. szalagra lemésoljuk a szo elejét
(az m=masolas allapotban). A # jelhez érve atlépiink egy tjabb v allapotba, amivel visszamegyiink
a 2. szalag elejére (v=vissza éllapot), és onnan kezdve majd ezt hasonlitjuk az 1. szalagon levé szo6
méasodik feléhez (h allapot). Arra most is figyelni kell, hogy a 2. szalag elejére tegyiink egy jelet
(s — m), hogy visszafelé jovet tudjuk, hol az eleje.

Azt az esetet is kezelni kell, ha a w az iires sz0, az egyetlen # karakterbdl all6 bemenetet is el kell
fogadni, ez torténik az ul és u2 allapot segitségével.

(0,%) — (0,X), H, J
(1,%) = (1,X), H, J (#,%) = (#,%), H, B (#,X) = (#,X), J, I (%,%) — (x,x), H, H

(#,%) = (#,%), J, H

() (2)

(%,%) = (*,%), H, H

Lépésszam: Az n hosszii bemeneteken az m, v és h allapotok barmelyikében legfeljebb n lépést
toltlink, ezeken kiviil csak konstans sok 1épés van, tehat a lépésszam O(n). (Konnyt latni, hogy az
elfogadott szavakra ©(n) is igaz. Miért nem igaz ez minden bemenetre?)

Egy méasik megoldés 1 szalaggal: most azt csinaljuk, hogy oda-vissza mozogva a szalagon hasonlitjuk
a parokat, amiken tul vagyunk, azokat atirjuk X-re. Részletesebben: az elsd karaktert feliilirjuk, és
attol fiiggben, hogy ez 0 vagy 1 volt, megyilink az n vagy e allapotba. A két 4gon hasonléan jarunk
el, az n és e allapotban elmegytlink a # jelig, majd a bemenet mésodik felében atlépjiik az esetleges
X jeleket (In, le). Ha az ez utan jovo els6 karakter megfelel annak, amit varunk (az n dgon 0, az e
agon 1), akkor a sz6 eddig jo, ezt a karaktert felillirjuk, és visszamegyiink az X-eken a # jelig, ami
utan a # allapotban atlépkediink a sz6 els6 felében még megmaradt 0 és 1 karaktereken. Amikor
elérjiik az els6 X jelet, akkor az s allapotbol folytathatjuk a kovetkezd karakterpar ellenérzését. Ha
ide érve a # karaktert latjuk, akkor a szo6 els6 felét feldolgoztuk. Ha ilyenkor a mésodik felében sem
maradt X-en kiviil semmi, akkor elfogadunk. (Ugyanez torténik, ha w = ¢).
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A 1épésszam becsléséhez elég azt észrevenni, hogy egyrészt minden allapotban egyfolytaban legfeljebb
n lépésig maradunk (hiszen a nem X karakterek szaima minden kérben eggyel csokken), masrészt az
s allapotba legfeljebb n-szer tériink vissza. Ezért a 1épésszam osszesen O(n?).

4. Vazoljon Turing-gépet az alabbi nyelvekhez! Nem sziikséges precizen megadni az dtmeneteket, ele-
gendd a miikodés elvét (részletesen) leirni.

(a) {a"p*" [n > 1}
(b) {a'bick |i+j=kési,j k> 1}
(c) {a'bick |i-j=kési,j k> 1}

Megoldds:  (a) Csinaljuk 2 szalaggal: El6szor, a korabbi példak szerint az els§ szalagon helyben
maradva a mésodik elejére irjunk egy X jelet és ezzel atmegyiink egy Al allapotba.

A kovetkezGkben az a betiiket dolgozzuk fel, mindegyik olvasésakor két tijabb a bettit irunk a 2. sza-
lagra. Ezt két 1épésben tudjuk megtenni, 6(Al, a, ) = (A2,a,a, H, J) és §(A2,a,*) = (Al,a,a, J, J).

Az els6 b érkezésekor a 6(Al, b, x) = (B, b, *, H, B) szabéllyal atlépiink a B allapotba, ahol minden,
az 1. szalagon olvasott b karakterre balra lépiink a 2. szalagon. Ha egyszerre ériink el az 1. szalagon
a sz0 végére és a 2. szalag elejére irt X jelhez, akkor elfogadunk. (Megoldhato 1 szalaggal is az el6z6
feladat mintajara, csak most egy a karakter feldolgozasakor két b karaktert irunk feliil.)

(b) Szintén egy 2 szalagos megoldas: Az el6z6hoz hasonléan a 2. szalagra rakunk egy X karaktert,
majd ramasoljuk az elsd szalagon levd a betiiket. Az elsé b karakternél 4j allapotba lépiink, minden
b karakternél tovabbra is egy-egy a-t irunk a 2. szalagra. Az els6 c-t6l kezdve (egy tjabb éllapotban)
az els6 szalagon levé minden c-nél balra 1épiink a 2. szalagon. Ha egyszerre ériink el az 1. szalagon
a sz0 végére és a 2. szalagon az elejére irt X jelhez, akkor elfogadunk.

(c) Legyen most 3 szalagunk. Elészor a 2. és 3. szalagra is irunk egy-egy X-et, hogy megjeldljik az
elejiiket. Ez utan a 2. szalagra lemésoljuk az a bettiket. Az elsé b-nél egy ujabb éallapotba lépiink, az
els szalagon helyben maradunk, a masodiknél meg visszamegyiink az X-ig. A cél az, hogy innentdl
minden, a 2. szalagon lev$ a-ra lemésoljuk az elsé szalag b-jeit a 3. szalagra.
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A masolas 6 1épései: a 2. szalagon levs a hatésara atkeriiliink az m mésol6 allapotba, amikor az 1.
és 3. szalagon haladunk, a 3. tires mezdibe b bet{it irva. Ha az 1. szalagon egy c jon, akkor atlépiink
egy v allapotba, ahol az 1. szalagon visszamegyiink az els6 b elé. Ezen, és a 2. szalagon is jobbra
lépve bekeriiliink Gjra az m allapotba.

Amire a 2. szalag a bettjei elfogynak, 0sszesen i - j darab b keriil a 3. szalagra, amiknek a szamat a
szokasos moédon 6ssze tudjuk vetni az 1. szalagon levs c-k szaméval.

5. Legyen ¥ = {0,1, 4, =}. Vazoljon egy Turing-gépet ahhoz a nyelvhez, amelyik az olyan z+y—z ala-
ku szavakbol 4ll, ahol x,y, 2 € {0,1}" nem {ires bitsorozatok, és ha ezeket binarisan felirt szamoknak
tekintjiik, akkor valéban z az z és y Osszege. Adjon becslést a Turing-gép lépésszamaéral

Megoldds: Az egyszertiség kedvéért hasznaljunk 4 szalagot. ElGszor a bemenetrsl a +-ig terjedd
részt (x) a szokott modon lemasoljuk a 2. szalagra (el6tte megjelolve a szalag elejét). Majd az =-ig
a kovetkez6 részt (y) hasonléan dtmasoljuk a 3. szalagra. Alljunk vissza a fejjel a 2. és 3. szalag
utols6 nem iires mezdjére (azaz = és y utolso bitjére), hiszen az dsszeadét az utolss bitnél jo kezdeni.

A 4. szalagra irjuk az Osszeget a szam végérdl kezdve. Az Osszeadasnél két allapotot hasznalunk, az
egyik jelképezi, hogy volt atvitel az el6z8 szamjegy 6sszeadasabol, a masik meg, hogy nem volt. Ennek
megfelelGen a két allapotban mést-mést irunk a 4. szalagra ugyanannal az olvasott karakterparnal.

Ha az 6sszeadas véget ért, Ossze lehet hasonlitani az eredményt, azaz a 4. szalag tartalmat visszafelé,
az els szalagon az = utani (z) résszel.

(Az bsszeg felirasat el is kertilhetjiik, ha a keletkezd karaktereket egybdl a z rész megfelels karakterével
osszehasonlitjuk.)

6. Legyen ¥ = {0,1,+}. Vazoljon egy Turing-gépet, amelyik az x+y alaka inputon (ahol z,y €
{0,1}" nem iires bitsorozatok) egy id6 utan megall, és az 5. szalagon az x és y binérisan felirt szamok
Osszege all. Adjon becslést a Turing-gép 1épésszémaral

Megoldds: Hasznéaljunk 5 szalagot. Elgszor a bemenetrdl a +-ig terjedd részt (x) a szokott modon
lemésoljuk a 2. szalagra (el6tte megjelolve a szalag elejét). Majd a kovetkezs részt (y) hasonloan
dtmésoljuk a 3. szalagra. Alljunk vissza a fejjel a 2. és 3. szalag utols6 nem iires mezdjére (azaz x és
y utolso bitjére), hiszen az Gsszeadést az utolsod bitnél jo kezdeni.

A 4. szalagra irjuk az Osszeget a szam végérdl kezdve. Az Osszeadasnél két allapotot hasznalunk, az
egyik jelképezi, hogy volt atvitel az el6z8 szamjegy Osszeadasabol, a masik meg, hogy nem volt. Ennek
megfelelGen a két allapotban mast-mast irunk a 4. szalagra ugyanannal az olvasott karakterparnal.
Végiil a 4. szalagon forditott sorrendben levé eredményt mésoljuk a jo sorrendben az 5. szalagra.

A lépésszam O(n).

7. Adjon 1-szalagos determinisztikus Turing-gépet a {02 | n > 0} nyelvhez! Nem sziikséges precizen
megadni az dtmeneteket, elegendé a miikodés elvét lefrni.

Megoldds: Az els6 0-t atirjuk 1-re, ez jeloli majd az input elején az els6 0-t. Jobbra haladva minden
masodik 0-t atirjuk x-re. Ha az utols6t nem irtuk at, akkor paratlan hosszu volt az input, elutasitjuk.
Ha atirtuk, akkor paros hosszi volt és a megmaradt 0-k szama felez6dott. Visszamegyiink az elejére
és megint minden masodik 0-t atirjuk x-re. Az utkozben talalt x-eken csak jobbra léplink. Fzt addig
ismételjiik, amig lehet. Ha végiil nem marad 0, csak az elején az 1-es, akkor elfogadjuk.

8. Az M, Turing-gép az L; C {0,1}", az M, Turing-gép az L, C {0, 1}" nyelvet fogadja el, a gépeknek
egy-egy szalagja van. Ezek segitségével vazoljon egy olyan (akar tobb szalagos) Turing-gépet, ami
az L1 N Ly nyelvet fogadja el!

Megoldds: Az &tlet, hogy egymés utan futtatjuk a két gépet. Legyen az M gépnek 3 szalagja, a
2. szalagon az M, a 3. szalagon az M, miikodését kovetjiik majd. Az allapotok az M, és az M,
allapotai és még néhéany :). Az M elfogado allapotai lesznek az elfogadé allapotok.
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Elgszor lemésoljuk a bemenetet a 2. és 3. szalagra (mindkettén elé rakunk egy X-et is, X egy 1j
karakter, nem szerepel az M; gépek szalag abécéjében).

Ez utan lépiink M, eredeti kezdd allapotaba, és az M, szabalyait figyelembe véve futtatjuk az M,
gépet (csak a 2. szalagot hasznalja, a tobbin helyben marad, nem valtoztat). Az M;-ben az eredetileg
elfogado allapotoknal a hianyzo atmeneteket iranyitsuk az M, gép eredeti kezdd allapotéaba, innen az
M, szabalyaival tudunk tovabblépni (csak a 3. szalagon valtoztatva). Az igy vazolt Turing-gép csak
akkor fogad el egy szot, ha M; elfogadé allapotban akadt volna el (ekkor 1épiink at az Ms-részbe) és
M, is elfogadna, azaz amikor a bemeneti sz6 az L; N Ly egy eleme.

Megjegyzés: Ha az M, nem all meg az adott bemeneten, akkor az M gépiink sem fog megéallni, és az
Ms-re nem is keriil benne sor. De ez ebben az esetben nem baj, mert a sz6 biztos nincs a két nyelv
metszetében (mar Li-ben sincs benne).

9. Oldjuk meg a 6. feladatot Gsszeadas helyett szorzas esetére is.

Megoldds: Az iskolaban tanult algoritmust kell megvalositani. A lépésszam O(n?).



