Algel (VISZABO03) 2023 Veremautomatak 5. gyakorlat

1. Legyen az abécé ¥ = {0, 1}, a veremautomata éallapotai @@ = {A, B,C}, amibsl A a kezdd allapot
és C az egyetlen elfogadé allapot, Z a verem kezdd szimboéluma. A veremautomata éllapotatmeneti
figgvénye: §(A,0,¢) = {(A,a)}, §(A4,1,¢) = {(A,b)}, §(A,e,e) = {(B,e)}, 0(B,0,a) = {(B,¢e)},
d(B,1,b) ={(B,e)}, §(B,e,Z) = {(C,e)}.

(a) Adja meg a lehetséges szamitasokat a 010 sz6 esetén!

(b) Elfogadja az automata a 0110 szot?

(c¢) Mi az automata altal elfogadott nyelv?

(d) Adjon meg ehhez a nyelvhez egy kiornyezetfiiggetlen nyelvtant!

Megoldds: Az alabbi szamitasi fabol latszik, hogy a veremautomata nem fogadja el a 010 szot.
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(b) A 0110 sz6t elfogadja, mert ha az els§ két lépésben az A-ban maradunk, a veremben (feliilrsl
nézve) baZ lesz. Ha itt atmegytink a B allapotba, akkor a 3. karakterre a b betiit, a negyedikre meg
az a betiit kiszedhetjiik a verembdl. Amikor a bemeneti sz6 elfogyott, akkor a veremben csak a Z
van, és ekkor atlépilink a C' elfogadé allapotba.

(c) A veremautomata a paros hosszu palindromokat fogadja el. A (b) pont mintajara kénnyt latni,
hogy ezeket tényleg elfogadja. Masrészt, egy elfogad6 szamitas sordn amig az A allapotban van, a
bemeneti w = ajas - - - a, sz6 elejének megfelelGen rak a és b betiiket a verembe. Mivel a C'-ben mar
nem olvas, a B allapotban kell, hogy a sz6 tovabbi részét megvizsgalja. Ha ide k darab karakter
A-beli feldolgozésa utan keriil, akkor abban az esetben nem akad el, ha axy 1 = ag, aryo = ag_1, stb.
Ahhoz, hogy a verem pont akkor iiriiljon ki, amikor a sz6 végére ér az kell, hogy n = 2k teljesiiljon.

Vegyiik észre, hogy ez a veremautomata az iires szot is elfogadja (ami jo, mert az is péaros hosszi
palindrom).

(d) Egy lehet6ség: S — aSa|bSb|e
2. Készitsen veremautomatéat a palindromok nyelvéhez!

Megoldds: Az el6z6t annyiban kell modositani, hogy lehessen egy tetszéleges ,kozépsd” karakter is.
Ezt megoldja, ha az A allapotbdl a B-be egy karakter olvasésaval a verem valtoztatasa nélkiil is at
tudunk lépni, azaz az el6z6 feladat atmeneti szabalyainal az elss kett6t igy modositjuk: 0(A,0,¢e) =

{(A,a),(B,e)}, 6(A,1,6) ={(4,0),(B,e)}.
3. Adjon veremautomatat az alabbi nyelvekhez!
(a) L, = {avc” | i,j,k > 0ési+ j =k}
(b) Ly = {abick | i,j,k > 0és j+ k =i}
(¢) L. = {a®ic* | i,j,k > 0ési+k=j}
(d) Ly = {a'v/c* |4, j,k > 0;i = j vagy i = k}
Megoldds:  (a) Az otlet az, hogy amikor a vagy b karakter jon, akkor mondjuk mindig egy a-t
rakunk a verembe, a c-kre meg egyet kiszediink. Akkor fogadunk el, ha a sz6 végén csak a Z marad
a veremben. Persze arra is vigyaznunk kell, hogy b utan nem johet a, ¢ utan meg méar csak c johet

akkor, ha elfogadjuk a szét. Lesz tehat 4 allapot, az A-ban az a-knal, a B-ben a b-knél, a C-ben a
c-knél tartunk. Innen léphetiink 4t az E allapotba, ami az egyetlen elfogadé allapot.
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A kiilonboz6 allapotok kozotti e; e — € d&tmenetek biztositjak azt is, hogy az tires szot (i = j = k = 0)
elfogadja.

(b) Hasonl6 az el6z6hoz, de most csak az a-kra rakunk be egy-egy a-t a verembe, b-re és c-re is
kivesziink egyet.
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) Az a-kra megint betehetiink egy-egy a-t a verembe, de a b-knél ki kell ezeket szedni. Ha koézben
a verem kitiriil, akkor onnantol kezdve mondjuk b-ket rakunk be, amiket majd a c-k olvasasakor
szedegetiink ki.
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Megjegyzés: a fent megadott veremautomatédk mindegyike nemdeterminisztikus az 1j allapotba ve-
zet6 dtmenetek miatt, de ezekhez a nyelvekhez lehet determinisztikus veremautomatat is adni. PI.
az els6 esetben:
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(d) Az a-kra megint betehetiink egy-egy a-t a verembe, de utana nemdeterminisztikusan vagy a b-k
vagy a c-k szdmaéaval vetjiik 0ssze a verem tartalmat. Vegyiik észre, hogy azokat a szavakat is el kell
fogadni, amiben nulla darab a és ¢ van, és barmennyi b.
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. Adjon veremautomatéat az alabbi nyelvekhez!
(a) Ly ={a"™®™ | 2n =m > 1} (b) Ly ={a™™ | 2n > m >n > 1}
(c) Ly = {a"d™ | 3n = 2m}

Megoldas: 1tt most méar csak szavakban vazoljuk a veremautomatik miikodését.

(a) A kezdd allapotbol az els6 a olvasasakor két darab a betiit rak a verembe és atmegy az A
allapotba. Itt minden tovabbi a bettinél megint két darab a betiit rak a verembe. Az A-bol az
els6 b olvasdsakor kivesz a verembdl egy a-t és atlép a B allapotba, ahol minden tovabbi olvasott
b bettinél kivesz egy a-t a verembdl. Végiil olvasas nélkiil a verem aljat jelz6 Z-t latva atlép a C'
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elfogadd allapotba, ahol a szamitas véget ér. Vilagos, hogy ha m = 2n, akkor a sz6 végén az elfogadd
allapotba juthatunk. Ha pedig rosszkor valtunk allapotot vagy a sz6 nem megfelels, akkor vagy nem
jutunk el a C-ig vagy a sz6 addigra nem ér véget, a szamitas mindenképpen elakad, és ezért nem
elfogado.

(b) Kihasznaljuk a nemdeterminizmus adta lehetGségeket: az el6z6 automatat gy modositjuk, hogy
az A allapotban minden a betiire vagy egy vagy ketté a-t rakunk a verembe. Ha egy sz6 az L,
nyelvben van, akkor lesz hozza elfogad6 szamitas (amikor (2n — m)-szer rakunk be egyet és (m —n)-
szer kett6t). Ha az m tul kicsi, a verem nem fog kiiiriilni, ha meg nagy, akkor nem tudunk kivenni
bel6le, amikor kellene, a szamitéas elakad.

(¢) Elészor minden méasodik a utan egy x-et tesziink a verembe, majd minden harmadik b utan
kivesziink egy x-et, hiszen azt kell ellendrizni, hogy teljestil-e n/2 = m/3.
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5. Keészitsen veremautomatat a jo zarojelezések nyelvéhez!

Megoldas:

Az 6tlet hasonlo az elézéekhez, a nyitd zardjelnél berakunk egy

a betiit a verembe, a csukonal kivesziink, kiilonbség, hogy csuko (Ge—a
zarojel utan is johet nyito, ezért nem kell annyi allapot. Az, hogy Jia—e

egy jo zardjelsorozattal van dolgunk, pontosan azt jelenti, hogy
csuko zardjelnél mindig van legalabb egy a a veremben de a sz6 H( l) &2 —Z
végére egy sem marad.

6. Adjon veremautomatat az alabbi nyelvhez!
{e#y |2y € (@a+b)5z #y}

Megoldds: Ez a nyelv a kovetkezd harom nyelv unidja:

e A: olyan z#vy szavak, melyben = hosszabb, mint y.
e B: olyan x#y szavak, melyben y hosszabb, mint x.

e (' olyan x#vy szavak, melyben x és y barmilyen hossziak, de valamilyen i-re x; # ;.

Konstrualunk mindharomhoz egy-egy veremautomatat.
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Ez az A nyelv minden szavat elfogadja: elGszor x minden bettjére egy x-et tesz a verembe, majd
a # utan y minden betijére ki akar egyet venni. De mivel y révidebb, az utolsé karakter utan A,
allapotban lesz, ami nem elfogad6. De mivel a verem tetején x lesz, ezért atléphet A, allapotba.
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Ha egy szot elfogad ez a veremautomata, akkor az utolsé atmenet csak A;-bél Ag-be léphetett, és
ekkor egy x volt a verem tetején. Az el6z6 gondolatmenetbdl latszik, hogy ez azt jelenti, hogy x
hosszabb, mint y.
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Az €l6z8 esethez hasonloan miikodik ez az automata is. De amikor kiiiriil a verem, akkor nem
kertilhetiink rogton elfogadé allapotba, csak gy, ha még nem értiink az input végére, azaz olvasunk
még legalabb egy karaktert.
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Itt a Cy allapotban (nemdeterminisztikusan) néhany karaktert elolvasunk z-bdl és mindegyikhez
betesziink egy-egy x-et a verembe. Minden 1épés utan van egy masik nemdeterminisztikus valasztas
is: ha pl. a a kovetkezs karakter, akkor maradhatunk Cy-ben is, de atléphetiink C,-ba is. Tegytik fel,
hogy amikor elmozdulunk Cy-bdl, akkor ¢ — 1 darab x van a veremben. Ha C,-ba lépiink, akkor az
azt jelenti, hogy z; = a. Ezutan elolvassuk = maradék részét (nem valtoztatunk a verem tartalman),
majd a # utan C!-ba lépiink. Itt a verem kiiiritésével elolvassuk y els6 i — 1 karakterét. Ha a
verem Kkitiriilt és a kovetkezs karakter b, akkor y; = b, ezért barmit is olvasunk ezutan, elfogadjuk az
inputot. Hasonl6an lathato, hogy ha nincs olyan ¢, amire x; # y;, akkor a veremautomaténak nincs
elfogado szamitasa. (Pl. aaa#taa esetén.)

Végiil a fenti veremautomatabol egy tjat készitiink. Az S kezddallapotbol vezessen egy-egy €;6 — &
atmenet az Ay, By, C allapotokba. Konnyen lathato, hogy ez a harom nyelv uni¢jat fogja elfogadni.

7. Alljon L azokbol a {0,1} feletti sorozatokbol, melyekben a kézépsd karakter 0. Igazolja, hogy L
kornyezetfiiggetlen nyelv!

Megoldas: Két lehetGségiink is van: megadhatunk egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant a nyelvhez vagy
egy veremautomatat.

A nyelvtan otlete, hogy ha w € L legalabb 3 hosszi, akkor az elsé és utols6 karakterét levagva a
maradék is L-ben lesz (és ez a két karakter tetszdleges). Ha 3-nal révidebb, akkor meg csak w = 0
lehet. Egy ezt tiikroz6 nyelvtan: S — 050|051 | 150 | 151 | 0.
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A veremautomata meg miikodhet ugy, hogy 0-t rak 0:c 0 0,0 = ¢
a verembe, amig el nem éri a kozepét (ezt nem kell 16 50 1.0 > ¢

tudni, mikor kovetkezik be, erre j6 a nemdetermi-
nizmus!), ha ez 0, akkor a tovabbiakban kiszede- H@ O;e = ¢ ‘é S ‘@
geti a 0-kat a verembdl. Akkor fogad el, ha a sz6

végénél a verembdl is épp kifogytak a 0 karakterek.

8. Legyen L, egy tetszdleges regularis nyelv és legyen L. egy tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelv.
(a) Mutasson olyan példat, amikor L, N L. nem regularis!
(b) Igazolja, hogy L, N L. mindig kornyezetfiiggetlen!
Megoldds: (a) Ha L, = {a,b}* és L. = {a"b" | n > 0}, akkor L, N L. = L., ami nem regularis.

(b) Legyen M; = (Q1,%, q1, F1,01) egy DVA az L, nyelvhez, és My = (Q2.5,1, qo, Zo, F2,02) egy
veremautomata az L. nyelvhez. A kett&bdl elkészithetjiik azt az M veremautomatat, amelynek élla-
pothalmaza @1 x @2, kezdallapota (q1, ¢2), elfogadd allapotainak halmaza Fy x Fy, az atmeneteiben
az allapot elsé koordinatajaban 07 szerint 1ép, a mésodikban d, szerint. Amennyiben a veremauto-
mata nem olvas a bemenetrdl, akkor az allapot els§ koordinatéja nem valtozik (M; nem lép). Ha a
veremautomata nem tud lépni, akkor M szamitasa elakad. A veremben mindig térténjen az, ami az
M, megfelels 1épésében torténik.

Ez az automata lényegében péarhuzamosan futtatja az M; és M, automatat, akkor fogad el, ha
mindkettd elfogado.



