Algel (VISZABO03) 2023 Kornyezetfiiggetlen nyelvek 4. gyakorlat

1. Mit generdl az X — cXd|Y; Y — ¢Y | ¢ nyelvtan?
Megoldds: Sejtés: ez a nyelvtan az olyan c¢'d’ alaku szavakat generalja, amikben j > 0 és i > j.
Ennek belatasara két dolgot kell megmutatni:

Csak ilyen szavakat tud generdlni:

A levezetés elején egy darabig az X baloldali elss szabalyt hasznaljuk j-szer (5 > 0), ekdzben ¢/ X d
alaku szavak allnak el6. Ezutén, ha terminélis karakterekbdl allo szot akarunk, akkor hasznalnunk
kell az X — Y szabalyt, igy kapunk egy ¢/Yd/ alakt szot. Ezutédn y-bol tetszéleges szamu, de
legalabb egy darab c betiit generdlunk, igy végiil egy ¢/c'd’ alakii szot kapunk, ahol j > 0 ést > 1,
azaz pont egy olyan sz6, amit sejtettiink.

Minden ilyen szot generdl:

Ha kapunk egy olyan c‘d’ alakii szot, amiben j > 0 és i > j, akkor az el6z6 részben vézolt levezetéssel
ezt eld is tudjuk allitani.

2. Legyen a nyelvtan: S — AB; A —0A1|01; B — 1B0|10
(a) Adjon meg egy levezetési fat a 001110 szohoz!

(b) Hatarozza meg a nyelvtan altal generalt nyelvet!

Megoldds: (a)

A
/ N\
0

(b) A-bol az Ly = {0"1" | n > 1} nyelv vezethets le, B-bél pedig az Ly = {1%0% | k > 1}, ezért
S-bsl minden, ami egy-egy ilyen sz6 Osszefiizésével megkaphato, azaz L = {0"1"*0k | n k > 1}.

3. Hatarozza megaz S — A|B; A— 0A1]01; B — 1B0|10 nyelvtan altal generalt nyelvet!

Megoldds: a nyelv az A-bol, illetve a B-bdl generalhaté nyelvek unidja, és ezért
L={0"1"|n>1}U{1"0" |n > 1}.

4. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant a kovetkezs nyelvekre!
(a) (0+1)*011(0+1)* (b) 1(0+1)*0 (c) ((0+1)(0+1))"

Megoldds:  Sok helyes nyelvtan van, mutatunk egyet-egyet, ami a regularis kifejezés szerkezetét
tiikrozi.

(a) S — A011A4; A —0A|1A|e (A-bdla (0+ 1)* generalhato, el6adason is volt)

(b) S —1A40; A—0A|1A ¢

(¢c) S— 005|015 |10S | 115 | ¢, de példaul S — 0S50 | 051 | 150 | 151 | € is jo.

5. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant az alabbi nyelvekre!
(a) {a"d" " | n > 0} (b) {a"v*" | n > 0} (c) {a™™ |0 < n < m < 2n}

Megoldas: Mindegyiknél tobb jo megoldas is van, pl.:
(a) S—Tb, T"—alb|e

Egy masik lehetéség példaul, ha lényegében az a"b
wkozepére” az extra b bett, azaz S — aSb | b.

(b) Az 6tlet, hogy most egy lépésben egy a betiit tesziink elére és két b-t hatra: S — aSbb | e.
Vilagos, hogy az igy kapott nyelvtan jo.

(c) Az dtlet, hogy most egy lépésben egy a betiit tesziink elére és egy vagy két b-t hétra:

S — aSb | aSbb | e.

Indukciéval konnyen lathato, hogy az a és b betiik szdma kozotti egyenlStlenségek végig fennallnak.

"™ nyelvet generaljuk, és a végén rakjuk a szo
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6. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant a jo zarojelezések nyelvéhez!

Megoldds: A zarojelsorozatot elképzelhetjik tgy, hogy vannak a kiils§ szintd zardjelek (ezekbdl
akarhany), és minden ilyen kiilsg szinti zardjelparon belil is egy jo sorozatnak kell lenni. Ebbdl a
kovetkezd nyelvtant kaphatjuk:

Z—=ZZ|(Z)]e

Az els6 szaballyal legyarthatjuk a tetszéleges szamu kiils§ szintii zardjel helyét, a masodik szabaly
kirakja a zarojelparokat, és lehetGséget ad, hogy a belsejiikben folytassuk az eljarast.

Kezdhetjiik az elsé kiilsé zardjelparral is, aminek a belsejében, és utana is jo sorozatnak kell lenni:
AN VAVAR:
Vagy kezdhetjiik egy tetszéleges kiils§ zardjelparral. Ekkor elGtte, benne és utana is helyes sorozat

kell &lljon:
Z—Z(Z)Z | €

7. Hatérozza meg az aldbbi kornyezetfiiggetlen nyelvtanok altal generalt nyelveket!
(a) T—TT |aTb|bTalalce
(b) R—Tal; T —TT|alb|bTla|ale

Megoldds: (a) Az vilagos, hogy a keletkezett szoban, ha nem az iires sz6, akkor legalabb annyi a
betii lesz, mint b. (Ez utobbi tulajdonsag valojaban az iires szora is teljesiil.) Megmutatjuk, hogy
minden ilyen sz6 levezethetd, ezt a hossz szerinti teljes indukciéval csinaljuk. Tekintsiink egy ilyen w
szot. Ha a hossza |w| < 1, akkor vagy w = € vagy w = a, és mindkettd valoban levezethets. Tegyiik
fel, hogy minden n-nél rovidebb, legalabb annyi a betiit, mint b betiit tartalmazo6 sz6 levezethetd.

Legyen most w = x5 - - - x,, egy n > 2 hosszi sz6, amiben legalabb annyi a van, mint b.

Legyen 7 a legkisebb olyan pozitiv szam, melyre teljesiil, hogy az z - - - x; részszéban ugyanannyi a
van, mint b.

Ha nincs ilyen ¢, akkor minden kezdGszeletben, és az egész szoban is tobb az a, mint a b. Tehat
biztos, hogy x1 = a és ha ezt a bettit levagjuk, akkor is a nyelvben maradunk, ezért az indukcios
feltevés miatt a T' = T'T' = aT kezdés folytathato tgy, hogy a végén jo levezetést kapjunk.

Vegyiik észre, hogy ha van jo i, akkor x; # x; (mert az i-ediknél lesz pont ugyanannyi a, mint b).
Ezért ha a levezetés elsé 1épése utan az elsé T-bdl a 2. vagy 3. szaballyal megkapjuk az x; és x;
karaktereket, kozéjiik a tobbi (itt is ugyanannyi a van, mint b) a T-b6l generalhato. A sz6 végén is
legaldbb annyi a van, mint b, ezért ez megkaphat6 az elsé lépésben kapott masodik T-bdl.

Maésik megfontolas (,alulrdl felfelé”): kiindulunk a sz6bdl, és alkalmazzuk a kovetkezd atirasi szabalyo-
kat: tetszGleges ab vagy ba részszot helyettesitsiink T-vel (a T'= aTb = ab vagy a T = bTa = ba
lépéssorozatok megforditasai); T'T-t helyettesitsiink T-vel; aT'b és bT'a szintén helyettesithets T-vel.
Mit kapunk, amikor ezek egyike sem alkalmazhaté: b betd biztos nem marad (mert akkor a is kell,
hogy maradjon, és lesz, esetleg T-vel elvalasztott, a és b is). Ha mar csak a és T maradt, helyettesit-
siik az a bettiket T-vel, a szomszédos T-ket meg egyetlen T-vel. Igy a végén egyetlen T marad csak,
és ekkor megkaptunk (visszafele) egy levezetést.

(b) A nyelv azokbol a szavakbol all, amelyekben tobb a van, mint b.

Vegyiik észre, hogy a T-re az el6z6 szabalyok maradtak, azaz T-bdl azok a szavak vezethetdk le,
amelyekben legalabb annyi a van, mint b. A kezd$ szabéallyal még egy a betiit hozzatesziink, tehat
biztos, hogy a levezetett szavakban tobb a lesz, mint b. Azt kell még megindokolni, hogy minden
ilyet megkapunk: Egy ilyen w szo6t bontsunk ugy fel, hogy w = wjaws, ahol w;-ben ugyanannyi a
van, mint b, wso-ben meg legaldbb ugyanannyi. Ez a w; és ws is levezethets T-bél, tehat az egész
sz0 18.

Ilyen felbontas mindig van, mert tekintsiik a legrévidebb kezd@szeletet, amiben az a-k széma tobb,
mint a b-k szama. Ennek az utolso karaktere a, az ez el6tti rész legyen wy, az utana levé pedig ws.
(Lehet, hogy wy = € vagy wy = €.)
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8.

10.

Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant az alabbi nyelvekre! Egyértelmtiek a megadott nyelvtanok?
(a) Az {a,b} feletti palindromok nyelve
(b) L = {a"b¥ct | n = k vagy n = (}

Megoldas: Mindegyiknél tobb jo megoldas is van, pl.:

(a) Vegyiik észre, hogy a legalabb 2 hosszu palindromok tgy épiilnek fel, hogy az elsé és az utolsd
karakteriik megegyezik, és koztiik egy (esetleg nulla hosszi) palindrom van. Ennek alapjan egy le-
hetséges nyelvtan: S — aSa|bSb|a|b|e

A nyelvtan egyértelmi, hiszen a sz6tol fliiggGen mindig csak az egyik szabaly alkalmazhato.

(b) L két nyelv uni6ja, az egyik, amikor n = k és ( tetszbleges, a masik amikor n = /¢ és k tet-
sz6leges. A nyelvtan késziilhet gy, hogy erre a két nyelvre megadunk egy-egy nyelvtant, és ezeket
yosszerakjuk”. Az X valtozobol lesz levezethets az elss, az Y-bol a masodik nyelv. Az X-bdl leve-
zethetd szavak eleje a"b”, amit mondjuk az A véltozobol kapunk (erre mar lattunk nyelvtant), ezt
kell kiegésziteni még tetszéleges szamiu c-vel, amit meg a C' valtozo old meg. Az Y-bol levezethetd
szavaknak meg a széle késziilhet az a”c” mintajara, a kozepére kell tetszéleges szamu b, amit az
el6z6hoz hasonléan oldunk meg egy B véltozoval:

S—=>X|Y, X—AC, A—adble, C—cCle, Y —»aY¥Yc|B, B—bB|¢

(Az X valtozo el is hagyhato, ha a hozza tartozo egyetlen szabaly jobb oldalat irjuk a helyébe.)

A nyelvtan nem egyértelmd, mert pl. az abc sz6 megkaphato az X és az Y valtozobol is. (Minden
n = k = { tipusa sz6 kétféleképpen is levezethets, és ez nem is keriilhets el, egy tétel szerint erre a
nyelvre nincs is egyértelmd nyelvtan.)

. Egyértelmtiek-e az alabbi nyelvtanok? Egyértelmiiek-e az altaluk generélt nyelvek?

(a) S—aSa|bSb|aalbbla|b
(b)y S—=TT|U T — 0T |TO | # U — 0UO00 | #

Megoldds: Az (a) nyelvtan egyértelmd. Ehhez azt kell észrevenni, hogy a sz6 kovetkezs karaktere, és
hogy hany bettit kell még generalnunk egyértelmiien meghatarozza, melyik szabalyt kell alkalmazni.

Mivel a nyelvtan egyértelmi, azért a generalt nyelv (ami a nem iires palindromok nyelve) is egyér-
telmt.

(b) Probéljuk megérteni, mit csinal a nyelvtan! A T véltozobol levezethets szavak a 0F#0" alaktiak
(k,n > 0), TT-b6l a OF#0m0"#0° alaktiak, azaz a 0*#0'#0° alaktiak. Az U-bol a 0F#0% alaktiak
(k > 0). Tehat a nyelv: L = {0F#0'#0° | k,t,s > 0} U {0*#0%* | k > 0}. Az, hogy a levezetendd
szOban egy vagy két # szerepel, meghatarozza, hogy az els§ vagy a mésodik szaballyal kell indulni,
tehéat ez a lépés egyértelmd. Nézziik mi van, ha az els6 S — T7T szaballyal kezdiink. Példaul a
0#0#0 sz6t megkaphatjuk gy, hogy az elsé T-bdl a 0#0 szt vezetjik le, és a tobbit a masodikbol,
de ugy is, hogy a 0# részt vezetjiik csak le az els6 T-bdl és a tobbit a masodikbol. Tehéat a nyelvtan
nem egyértelmd. (Ha a sz6 az elsd tipust és ¢ > 0, akkor a levezetése nem egyértelmd. Igazabol mar
a T-bdl valo levezetés sem egyértelmi: attol fiiggden, hogy milyen sorrendben alkalmazzuk a 07T és
a T'0 helyettesitéseket, mas-mas levezetési fat kapunk.)

A nyelv egyértelmiiségéhez mutatnunk kell hozzéa egy olyan nyelvtant, ami egyértelmd. Nem nehéz
ilyet csinalni a nyelv ismeretében: az U jo, ahogy van, a T valtozot cseréljiik le példaul igy S —
N#N#N |U, N —ON |e, U—0UO00|+#

A levezetendd sz6 alapjan kell valasztanunk a kezd§ szabalyt. Az U szabélyai nem véltoztak, N-bél
tetszoleges 0F levezethets, méghozza egyértelmten.

Tekintsiik az el6adason szerepelt egyértelmd nyelvtant az aritmetikai kifejezésekre.

(a) Adjon meg az a + a x a * a + a szohoz egy levezetési fat!

(b) Ha a levezetési fa alapjan szamoljuk ki a kifejezés értékét, akkor milyen sorrendben végezziik
el a miveleteket?

(c) Egészitse ki a nyelvtant tgy, hogy a kivonas is szerepeljen benne!
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11.

(d) Mi lesz ennél a nyelvtannél az a — a + a — a levezetési faja? Mi a miiveletek sorrendje?

Megoldds: (a)

E T

E + T F
| VIR |
T T * F a
| VRN |
F T * F a
| | |
a F a

|

a

(b) Elsbb a szorzasok balrél jobbra, utana az 6sszeadasok balrél jobbra.

(¢) A + és — egyenrangu (d)
miveletek, ezért ugyanarra

a szintre keriilnek: /
E—-E+T|E-T|T / \
T
;
L

T—TxF|F E
F—(E)|a /1N

p—m—

A kiértékelés a fa alapjan balrol jobbra torténik.

Adjon meg egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant, ami az 0sszes olyan helyes kifejezést generélja, amiben
szorzas, hatvanyozas és zardjelek lehetnek! A nyelvtan legyen egyértelmi és tiikrézze a mitiveletek
szokasos sorrendjét (azaz, ha nincs zarojel, akkor el6bb hatvanyozunk, és pl. a 23'_nél el6bb a 3*-et
kell kiszamolni és ez lesz a 2 kitevGje).

Megoldas: Két dologra kell figyelni: a hatvanyozas el6bb torténik, mint a szorzés és hogy tébb
hatvanyozasnal a helyes sorrend a jobbrol balra haladés. Ezért az els6 szabély a szorzas, méasodik a
hatvinyozas, és a hatvanyozasnal az eddigiekhez képest a két valtozo sorrendje forditott lesz, azaz

TT«F|F

F—B1{F|B
B—(T)|a



