Algel (VISZABO03) 2023 NVA, Regularis kifejezések 3. gyakorlat

1. Mindkét nemdeterminisztikus véges
automatara

(a) adja meg a baabab szohoz tar-
tozd szamitasi fat!

(b) A tanult eljarassal készitsen
bel6liik determinisztikus véges
automatat!

(c) Milyen nyelvet fogadnak el ezek
a véges automatak?

Megoldas: Nézziik az els6t! Erre a szamitasi fa és a determinizélt automata:
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A széamitasi farol leolvashat6, hogy elfogadja a szot, hiszen van olyan szamitasi ut, ami végig ér és
az elfogad6 C' allapotban végzsdik.

A nemdeterminisztikus valtozatbol jol latszik, hogy azokat a szavakat fogadja el, amelyekben az
aa és a bb részszavak koziil legalabb az egyik eléfordul. Ha egy ilyen el6fordulés els§ karakterénél
hagyjuk el az S allapotot, akkor elfogad6 allapotban végzidik a szamités, kiilonben meg nem, mert
nem tud eljutni a C' vagy D allapotig. A determinisztikus valtozaton azt lehet megfigyelni, hogy az
SAC és SBD allapotokba akkor ériink, amikor elészor jelenik meg két egyforma karakter egymés
utan. Innen mar csak elfogadé allapotok kozott mozgunk (amiket, épp ezért, ha akarjuk, Gssze is
vonhatnank egyetlen elfogadé allapotba).

A mésodik automatanal a szamitasi fa és a determinizaléssal kapott automata:
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A szamitasi faban egyik tton sem akadunk el, és mivel van olyan ag, ami nem A-val végzidik, a szot
az automata elfogadja.

Itt a DVA-n latszik, hogy a sz6 elsd karakterével elfogadé allapotba jutunk, és a tovabbi karakterek
hataséara is mindig elfogad6 allapot kovetkezik. Tehét a nyelv az Gsszes nem iires szobol all.

Ez a nemdeterminisztikus véltozatbol is leolvashato. Az automata az iires sz6t nem fogadja el, de az
els6 karakterrel 4t tudunk menni az elfogad6 B és C' allapotokbdl legalabb az egyikbe, a tovabbiakban
mindig van olyan lehetdség, ami nem az A allapotba (az egyetlen nem elfogadé allapotba) vezet.
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2. Igazolja, hogy regularis az a nyelv, amelyik az sszes olyan 0/1 sorozatot tartalmazza, amelyben van
két olyan 1, hogy a kozottiik all6 0-k szama oszthatod 4-gyel. (A két valasztott 1 kozott tovabbi 1-ek
is el6fordulhatnak.)

Megoldas:

Ahhoz, hogy igazoljuk a regularitast elegends egy NVA- 0,1 1 1 1
t mutatni. Az &tlet az, hogy ,nemdeterminisztikusan % 1 O\—/& io )O
kivarjuk” amig a megfelel6 1 nem jon, innen a 0-kat sza- g @

moljuk modulo 4 (az esetleg kdzben j6v6 1-ek nem valtoz- 1 0

tatnak az aktuélis allapoton). Amikor a 4-gyel oszthato

darab 0 utan egy 1 jon, akkor elfogad6 allapotba me-

gyiink, és ott is maradunk, hiszen a sz6 mar biztos jo.

Egy lehetséges megoldas: 0.1

3. Adjon nemdeterminisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amiben szerepel az
10100 részszo!

Megoldads:
Az otlet az, hogy a kezd&allapotban varunk

amig a megfelels részhez ériink (tehat a kilépés 0,1 0,1
nemdeterminisztikus lesz). Utana egy allapotlan-

con végigmenve ellendrizziik a minta meglétét (ha H&—1'<f@—0’@)—0’@—0’
kozben hibas” karakter jon, akkor a szamitas el-

akad). A megtalalt minta utan barmi jon, el kell

fogadni a szdt, azaz ebben az elfogadd allapotban

maradunk, barmi is érkezik. Egy lehetséges meg-

oldas:

4. Bizonyitsa be, hogy minden olyan NVA, ami nem fogadja el az e-t, atalakithato tgy, hogy ugyanazt
a nyelvet ismerje fel, de pontosan egy elfogadé allapota legyen.

Megoldas: Ha nem fogadja el az e-t, akkor a kezd@allapot nem elfogad6. Vegylink fel egy 10j f
allapotot. Ha valamilyen nyil F-beli allapotba mutat, akkor vegyiink fel e mellé egy olyat is, ami
ugyanonnan indul, de f-be mutat. Azaz, ha 6(r,a) N F # () valamilyen r € Q) és a € X esetén, akkor
legyen 0'(r,a) = d(r,a) U f, kiilonben 6'(r,a) = d(r,a). Valamint legyen ¢'(f,a) = () minden a € X
esetén és F' = {f}.

Ha az eredeti automataban van egy szora elfogadd szamitas, akkor az utolso lépést (és van utolsd
lépés, mert az tires szot nem fogadjuk el) az Gjra cserélve egy elfogadd szamitast kapunk M’-ben. Ez
forditva is igaz. (Ha F' = (), akkor f nem lesz elérhetd.)

5. Egy L nyelvbsl az LT nyelvet tigy kapjuk, hogy minden L-beli sz6t megforditunk, azaz forditott
sorrendben irjuk le a karaktereket. Bizonyitsa be, hogy ha L regularis, akkor L¥ is az.

Megoldds: Ha L reguléris, akkor van hozza NVA (ami lehet persze DVA is egyben). Ebbdl az el6z6
feladat megoldésa szerint készitiink egy olyan NVA-t amiben 1 elfogad6 éallapot van. Ha a nyelv
tartalmazza az e-t, akkor a fenti modszerrel olyan NVA készithets, amiben két elfogado allapot van,
a kezdd qo és ez az 4j f allapot, amibe csak befele menek nyilak. Végiil ebben az Gj NVA-ban
megforditunk minden nyilat, legyen ¢ = f és ha ¢ € L, akkor F' = {qo}, ha pedig ¢ € L, akkor
F' = {qo, [}

Viladgos, hogy egy nemiires sz6 elfogadd szamitasi utvonaléan visszefelé haladva egy olyan szamitési
utat kapunk, ami a forditott szot fogadja el és az e-t is jol kezeljiik.

6. Legyen ¥ = {a,b} és alljon L azokbol a szavakbol, melyekben az a és a b bettik szama megegyezik.
Regularis-e ez az L nyelv?
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10.

Megoldds: Nem. Indirekt bizonyitunk, az el6adason az {a™b"} nyelvre elmondott bizonyités itt is
bizonyit.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az L nyelv reguléris, azaz van olyan M determinisztikus véges
automata, ami L-et fogadja el. Jelolje t az M allapotainak szamat. Tekintsiik a 0,1,2,...,t hosszu,
csupa a betiibdl allo szavakat. Mivel csak t allapot van, ez a t + 1 sz6 kozott van legalabb kettd,
amelyek ugyanabban az allapotban érnek véget. Ha a k és az ¢ hosszi a-sorozat is a ¢ allapotban ér
véget (k # (), akkor innen folytatva k darab és ¢ darab b betiivel is elfogado6 allapotba kell érjiink.
Viszont ekkor az a*b’ széval is elfogad6 allapotba jutunk, pedig ez nincs is a megadott nyelvben.

Alljon az abécé a nyito és a csuko zarojelbsl. Igazolja, hogy a helyes zarojelsorozatokbol allo nyelv
nem regularis!

Megoldds: Az 6. feladat bizonyitasa itt is érvényes, csak az a helyett nyitd, a b helyett csuko
zéarojellel.

Fontos: Nem jo bizonyitds: Ez (az eltérd abe-tdl eltekintve) az 6. feladat nyelvének részhalmaza. Mivel az
nem requldris, ez sem az. Altalaban nem igaz, hogy egy nem regularis nyelvet tartalmazé nyelv
sem regularis! Miért?

. Regularis-e az a nyelv, ami az olyan, csupa 0 sorozatbol all, amelyeknek a hossza

(a) paros szam? (b) paratlan szam?
(c) négyzetszam? (d) ketts hatvany?
Megoldas:
0 0
(a) Igen:  —@__—=® (b) Tgen:  —(A_>(B)
0 0

A (c) és (d) esetén a valasz nem: gondoljuk meg, hogyan néz ki egy DVA ha csak egy elemt az abécé!
Minden &llapotbdl egyetlen nyil (dtmenet) indul ki. A kezdéallapotbol a grafban van egy mondjuk
t hosszi ut, aminek utolsd cstcsan vagy egy hurok van vagy innen az él visszamutat egy korabbi
allapotba. Tehat a graf egy kezdeti utbdl és egy az ut végén levs korbdl all (az ut lehet 0 hosszu,
a kor meg 1 hosszti, utobbi ha hurok van). Ha nincs elfogadé éllapot a koéron, akkor csak véges sok
kiilonbozs szot tud elfogadni. Ha van (lehet akar t6bb is), akkor végtelen sok szot. Méghozza, ha
c jeloli a kor hosszat, és 0F € L egy a koron levs elfogadd allapotban ér véget, akkor kérbe érve
0F+e ¢ L is teljesiil. Ezért az nem fordulhat el, hogy egy adott nyelvnél az elfogadott szavak hosszai
kozott tetszélegesen nagy ugrés elGforduljon.

A korabbi bizonyitési technika is miikddik, példaul igy ha t allapota van a DVA-nak, akkor vegyiik
a nyelv ¢ 4+ 1 darab legrévidebb szavat. Biztos van kozottiik kettd, ami ugyanabban az (elfogado)
allapotban ér véget. Tegyiik fel, hogy |w;| = k? és |wsy| = £? ugyanabban a ¢ allapotban végzédik és
k < ¢. Ha ¢-bol még 2k + 1 lépést tesziink, akkor elfogadd allapothoz kell jussunk, hiszen ha a wi-et
folytatjuk, akkor egy k% + 2k +1 = (k + 1)? hosszt szot kapunk. Viszont ha a wy-t folytatjuk, akkor
is elfogad az automata, pedig a sz6 hossza (2 + 2k +1 < (2 + 20+ 1 = (¢ + 1)?, és mivel ugyanakkor
nagyobb mint ¢2, ezért nem négyzetszam.

A (d)-re ugyanez az otlet (de méas szamolas) mikodik.

. Legyen az dbécé ¥ = {0,1}. Hatarozza meg az alabbi regularis kifejezésekhez tartozd nyelveket!

(a) (0+1)*011(0+1)* (b) 1(0+1)*0 (¢c) ((0+1)(0+1))"

Megoldds: (a) A 011-et tartalmazo szavak. (b) Az 1-gyel kezd6dd és O-ra végzdds szavak. (c) A
péaros hosszu szavak (tetszéleges kettd hosszi szavakbol rakunk egymas utén valahény, akar nulla
darabot).

Adjon regularis kifejezést azokra a nyelvekre, amelyek a {0,1} abécé felett a kovetkezs szavakbol
allnak!
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11.

12.

a) paratlan hosszu szavak;

)
b)

c) legalabb 3 db 0-t tartalmazo szavak;

péros hosszi nem tires szavak, melyeknek els6 és utolsé karaktere is 1;

d) péros sok 0-t tartalmazo szavak;

e) a 0-val kezd6d6 és paratlan hosszt, valamint az 1-gyel kezd6d6 és paros hosszi szavak;

(
(
(
(
(
(

f) a 00 részszot tartalmazo paratlan hosszi szavak.

Megoldds: (a) Az iires sz6 nem jo. Tetszileges els§ karakter utan egy tetszéleges paros hosszt sz6
kovetkezik: (04 1)((0+1)(0+ 1))* (vagy persze az utolsé karaktert is levaghatjuk az els6 helyett).
(b) Az els6 és utolso karakter kozott tetszéleges paros hosszi szo allhat: 1((0+1)(0+ 1))*1

(c) A harom kivéalasztott 0 karakter el6tt, utan és kozott is barmi allhat: (0 + 1)*0(0 4+ 1)*0(0 +
1)*0(0 4 1)*

(d) A 0-kat péaroséaval tessziik le, két szomszédos kozott, el6ttiik, utanuk tetszéleges szamu 1 allhat:
(1*01*01*)*1* (a legvégén 1évS 1*-ra azért van sziikség, hogy nulla darab 0-ra is miikodjon), vagy pl.
a 0-k utan allo 1-eket elhagyhatjuk, a kovetkezs par elején tgyis van 1%, ilyenkor a legvégén 1évg 1*
gondoskodni arrél, hogy végzddhessen valahany egyesre is: (1*01*0)*1*.

(e) Azt, hogy a két lehetSség legalabb egyike teljesiil a két regularis kifejezés Osszege fejezi ki:
0((0+1)(0+1))*+1(0+1)((0+1)(0+ 1))*.

(f) Vagy paros sok karakter van a 00 el6tt és akkor utana paratlan, vagy el6tte van paratlan és utana
paros, azaz ((0+ 1)(0 + 1))*00(0 + 1)((0 + 1)(0+ 1))* + (0 + 1)((0 + 1)(0 + 1))*00((0 4 1)(0 + 1))*,
vagy kicsit masként csoportositva, valamivel révidebben: ((0+1)(0+41))*(00(0+41)+ (04 1)00)((0+
1)(0+1))*.

Adjon olyan regularis kifejezéseket, amelyek révidebbek az itt szerepléknél, de ugyanazt a nyelvet
irjak le!
(a) (0+¢)* (b) ((0+¢e)(0+¢))* (¢) (0+1)*01(0+ 1)* + 1*0*

Megoldds: (a) A kifejezés tetszsleges szamu O-t general, a 0* is pont ezt csinalja.

(b) A két zarojel egyiitt nulla, egy vagy ketts 0 karaktert ad, ezt lehet tetsz6leges szamszor ismételni,
azaz minden, 0-kbol all6 szot general, ami leirhato a 0* kifejezéssel is.

(c) A leirt szavak: van benne 01 vagy elébb 1-ek és utana 0-k allnak (vagyis nincs benne 01), azaz
barmilyen szo6 lehet, tehat a (0 + 1)* jo.

Adjon regularis kifejezést arra a nyelvre, ami az Osszes, az 110 részszot nem tartalmazé {0, 1} feletti
szobol all!

Megoldds: A regularis kifejezésnél nincs mivelet a kivonésra, azt kell kitalalnunk, hogyan néznek
ki a megengedett szavak. Egy ilyen sz6 allhat csupa 0-bol, vagy kezdSdhet tetszbleges szamu 0
karakterrel (akar nulla darabbal is). Ha van benne 1, akkor két 1 kozott kell legyen 0, kivéve, ha
a szO0 végén vagyunk, ott akarhéany 1 lehet egymas utan. Ha nincs két 1 egymés utén, akkor a
végén meég lehetnek 0-k. Ezek alapjan egy lehetséges megoldas: 0*(e 4+ 1(0*01)*(0* + 1*)), vagy egy
clegdnsabb: (0 4 10)*1*.



