Algel (VISZABO03) 2023 Véges automatak 2. gyakorlat

Ha a feladat mast nem emlit, akkor legyen 3 = {0, 1}.
1. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amelyekben
szerepel legalabb 3 darab 1-es. Az automata lehet hidnyos is.

Megoldads:
Konnyen lathaté indukcioval, hogy az automata ponto-

0 0 0 0,1 san akkor van a ¢; (i = 0,1,2) allapotban, ha az input
g 1 g 1 g 1 8 addig elolvasott részében pontosan ¢ darab 1-es van. ¢;-
- @ @ ben pedig pontosan akkor, ha mar 3 vagy tébb 1-es volt.

2. Adjon meg egy-egy determinisztikus véges automatat a kdvetkezs nyelvekhez:

o A={w||w|=2} o D= {w]|w]®=5w|+6=0}

o B = {w | w elsd és utolso karaktere megegyezik}e f—

e C'={w | minden 0 utan 11 kovetkezik} {w | w-ben pontosan egy 00 részszd van}
Megoldads:

Konnyen lathato indukciéval, hogy az automata ponto-
san akkor van a ¢; (i = 0,1,2) allapotban, ha az input
addig elolvasott részében pontosan ¢ darab karakter van.

0,1
01 _ 01 __ 01
ﬂ.—’ ter volt.

A ge-ben pedig pontosan akkor, ha mar 3 vagy tobb karak-
A 0,1 0,1 Az el6z6 automatabol tordlve a g, allapotot egy hidnyos
H.—' automatat kapunk, aminek nyilvan ugyanaz a nyelve.
0 1
T
0 0
H Konnyen lathato, hogy ha az input 0-vel kezd&dott, ak-
1 0 kor végig az NN vagy N FE &llapotban lesz az automata,
ha pedig 1-el kezd6dott, akkor az FE vagy EN &llapot-
B 1 ban lesz. Az allapot mésodik karaktere pedig azt jelzi,
1 0 hogy mi volt az utoljara olvasott karakter.
Ez egy hianyos automata. Indukcioval belatjuk, hogy az
automata mindig gp-ban van, ha eddig minden 0 utan 11
kovetkezik. Ha most 1-et olvasunk, akkor ez tovabbra
is teljesiil. Ha viszont 0 kovetkezik, akkor 11 esetén
H visszajut go-ba, minden mas esetben vagy elakad vagy
C megall a ¢ vagy ¢» allapotban. (A feltételnek a szo6
1 végén is teljesiilnie kell, nincs a nyelvben pl. 101.)
A maésodfoki egyenlet megoldasa utan lathato, hogy a
D nyelv a 2 és 3 hosszi szavakbol all. Az automata helyes-

0,1 0,1 0,1
H.—’. ségének bizonyitasa az A nyelv esetéhez hasonlo.
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Lathato, hogy az automata pontosan akkor keriil a ¢
1 0 allapotba, ha az utolsé két karakter 00 és korabban nem
Hg/_‘. 0 0 volt még 00 részsz6. Ha most a kévetkezd karakter is
1 %.\ 0 akkor van két 00 részsz6. Ha viszont 1, akkor a ¢
. 0 allapotba keriil. Innen viszont pontosan akkor keriil a
E 8 1 0 g5 allapotba, ha megint lesz egy 00 részsz6. Minden mas
1 ’ esetben a ¢3 vagy ¢4 allapotban all meg.
3. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amelyekben
paros sok nulla és paratlan sok egyes van!

Megoldas:
Az 6tlet az, hogy szamoljuk a nullak és egyesek paritéa-

sat. Mivel mindegyikre ketts, azaz 6sszesen négy lehets-
ség van, 4 allapota lesz a DVA-nak. A kezddallapot (A),

1
amikor mindkett6bdl paros van (a 0 paros szam!). Egy — @
0 hatéaséara a nullak paritédsa, egy 1 hatésara az egyesek 0 ( 0 1 0 ( 0
paritasa valtozik, ennek felelnek meg az dtmenetek. Az 1
elfogado allapot (B), ahova péaros sok nullaval és parat-

lan sok egyessel jutunk. 1

4. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amelyekben a
nulldk szama paros és az egyesek széma oszthato 3-mal!

Megoldds:

1
Az 3. feladathoz hasonlo, de itt az egyeseket modulo 3 —Q@) @
kell szamolni. Az elfogado6 allapot a kezddallapot lesz. 1 1
0 )]0 OO O O
1 1
1

5. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amelyekben
vagy a nulldk szama paros vagy az egyesek szama oszthaté 3-mal!

Megoldads:
Az 4. feladathoz hasonld, csak most mas lesz az elfogado

1
allapotok halmaza. @ 1 @ 1
0O{]0O 0Ol )0 Of O
O—E—
1

6. Adjon determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el, amiben szerepel az
10100 részszo!

Megoldas:

Az automata pontosan akkor lesz ¢; al-

lapotban, ha az utoljara olvasott ¢ ka- 0 0 0,1
rakter megegyezik 10100 els6 ¢ karak- 3 1 0 0
terével. Kivéve a gs-0t, mert akkor is Hg—> .
ott lesz, ha mar kordbban elsfordult a 1

keresett részszo. 1 1
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7. Adjon meg egy determinisztikus véges automatét, amely azokat a szavakat fogadja el, amelyekben
nem szerepel a 001 részszo.

Megoldads:
Elsbb felrajzolunk egy DVA-t, ami a komplementerét

fogadja el, majd legyen F' = Q — F.
0

OO

0 1
: 0
8. Mely szavakat fogadja el ez az automata? (¥ = {0,1}) H& 1
0,1

Megoldds:  Jellemezziik az egyes allapotokat a megfelel6 nyelvekkel! Kicsit nézegetve az abrat a
kévetkezére juthatunk

L, : az 1-t nem tartalmazd szavak.

Lp : van benne 1, és az utols6 1 utan paros sok 0 van,

Lc : van benne 1, és az utolsé 1 utan paratlan sok 0 van.

Bizonyitas: € € L4, és valoban kezdetben az A allapotban van. Az 1 hosszi sz6 vagy az A allapotba
vagy a B allapotba vezet, a jellemzésnek megfelelGen.

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy egy széval akkor és csak akkor jutunk az X allapotba, ha a
sz0 az Lx nyelvbe tartozik. A sz6 hossza szerinti teljes indukciéval jarunk el. A legfeljebb 1 hosszu
szavakra mar tudjuk, hogy ez igaz. Tegyiik fel most, hogy a legfeljebb k hosszii szavakra a jellemzés
helyes és tekintsiink egy w = ajas - - - aragy1 sz6t. Harom eset van, attol fiiggGen, hogy a k-adik
karakter utan melyik allapotban vagyunk.

az A allapotban: Ekkor eddig csupa 0 jott. Ha a,; = 0, akkor megmarad ez a tulajdonsag és igy
w € Ly, kiilénben pedig w € Lg. Vegyiik észre, hogy az automata mozgasa ennek megfelels,
az elsd esetben marad az A allapotban, a méasodikban atlép a B-be.

a B allapotban: Az indukcids feltevés szerint mivel a B allapotban vagyunk a k-adik karakter utan,
ezért ay---ap € L, ami azt jelenti, hogy paros sok 0 van az utolsdé 1 utdn. Ha a kovetkezd
karakter 1, akkor ez a tulajdonsédg marad (nulla darab 0 lesz az utols6 1 utan), kiillonben meg a
végs6 0-k paritasa valtozik, w € Lo. Megint latjuk, hogy az automata mozgésa ennek megfeleld.

a C allapotban: hasonl6 az el6z6hoz: az indukcid szerint aq ---ar € Lo, tehat volt mar 1, és az
utolsé 1 utan paratlan sok 0 volt. Most ha egy 0 jon, akkor a végén levé 0-k paritasa valtozik.
Ha pedig 1 a kovetkezd karakter, akkor is atkeriiliink Lpg-be, hiszen a végén levé 0-k szama
nulla lesz.

Azt lattuk, hogy minden esetben az automata mozgasénak megfelelGen keriiliink at egyik nyelvbdél

jellemzés helyes.

Az automata altal elfogadott nyelv az elfogad6 allapotnak megfelels Lg nyelv, azaz az olyan szavak
alkotjak, amelyekben van 1, és az utolsé 1 utan paros sok (akar 0 darab) 0 kovetkezik.

9. Készitsen olyan véges automatét, amely a tizedes tort alakban felirt racionalis szamokat fogadja el.
(X a tizedespontbol ésa 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl all.) Az elfogadand6 szam
vagy tizedespont nélkiili egész szam (pl. 123), vagy tartalmaz tizedespontot. Az utébbi esetben azt
is el kell fogadni, ha az egészrész hianyzik. (pl. helyes az 123.456 vagy a .456 is, de nem fogadhato
el 123. és ha a bemenet csak egyetlen pontbol all). Megkoveteljiik tovabba azt is, hogy az egészrész
ne kezdddjon felesleges 0-kal (de pl. a 0.456 helyes).
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10.

11.

12.

Megoldas:
Itt az attekinthet&ség kedvéért egy lehetséges hianyos

automatat adunk meg, ami sziikség esetén a szokott mo-

don teljessé tehets. Gondoljuk at, milyen allapotokra

van sziikség: a kezd@allapotbol (A) atléphetiink egy a

0-t elfogadoba (V). Ha itt egy szamjegy jon, akkor a 0...9
bemenet helytelen, ezeket az dtmeneteket elhagyjuk, és
igy a szamitas elakad. A nullatol kilonbozs egész sza-
mokhoz egy masik allapot (S) tartozik. Itt maradunk
barmilyen tovabbi szamjegy esetén, és ez is elfogado &l-
lapot kell legyen. Ezzel az egész szamokat kezeltiik. Ti-
zedespont johet N vagy S utan, és a megfelels allapot
(P1) elutasito kell legyen. Vagy a tizedespont lehet a
legels6 karakter, ekkor viszont egy tjabb &llapot kell,
mert ez nem elfogadé (P0). Barmelyik valtozatban a
tizedespont utan johetnek még szdmjegyek, és ezekkel
ismét elfogado allapotba keriiliink (7"). Ha egy ujabb
pont kovetkezik, akkor a bemenet hibas, ezt itt ismét
elakadéssal jelezziik. Tehat a hidnyos VA:

A jelsorozatokat tekintsiik mint binaris szamokat. Adjon véges automatat, amely pont a harommal
oszthatd szamokat fogadja el! Vegye figyelembe, hogy szam 0-val nem kezddédik, kivéve maga a 0 és
hogy a szamokat a legmagasabb helyiértéki szamjegytol kezdjiik olvasni!

Megoldas:
A lehetséges 3 maradéknak egy-egy allapot feleljen meg.

Az ezek kozotti atmenetekhez vegyiik észre, hogy ha a 0 0,1
binaris alakban felirt = szdm utan egy 0-t frunk, akkor a — A . @’D 0,1
szam értéke kétszerese lesz, ha pedig 1-et, akkor kétsze-
rese+1. Ebbdl konnyen kiszamolhato, melyik maradék- *?/@3
0

osztalybol melyikbe jutunk egy 0 vagy egy 1 hatasara. 1
Még arra kell figyelni, hogy ha az els6 karakter 0, akkor 10 )1

ezt elfogadjuk, de ha jon még utdna valami, az mar nem @ 0

jo.

Az Ly nyelv alljon az olyan X = {a,b} szavakbol, amelyekben hatulrél szamitva a k-adik karakter b.
Mutassa meg, hogy minden, az L; nyelvet elfogadd determinisztikus véges automaténak legalabb 2%
allapota van!

Megoldas:

Mutatunk 2% darab szot, amelyek koziil semelyik ketté nem végzédhet ugyanabban az allapotban.
Ez garantalja, hogy kell legalabb 2% allapot. Vegyiik az 6sszes k hosszi szot. Ezekbdl pont 2F darab
van. Koziiliik tetszéleges wy és wo szora teljesiil, hogy van olyan 1 < ¢ < k, hogy hétulrél az i-edik
bettjiik eltér, legyen mondjuk ez wi-ben a és wy-ben b. Egészitsiik ki mindkét szot & — ¢ darab a
bettivel. Az igy kapott s; = w1a*~" € L, hiszen hatulrél a k-adik bettije a, mig sy = woa*~* € Ly,
mert itt meg ez a betd b.

Raadés: Ezzel van egy als6 becslésiink a DVA méretére. Mekkorét sikertil konstrualni?
Bizonyitsa be, hogy ha létezik olyan DVA aminek a nyelve L; C X% és olyan is amié L, C ¥*, akkor

létezik olyan DVA is, aminek a nyelve (a) Ly U Lo, (b) Ly N Ly, (c) L.
(Feltessziik, hogy az dsszes DVA ugyanazt a 3-t haszndlja.)

Megoldads:
(a) Legyen M; egy DVA, aminek a nyelve Ly, és M = (Q1, %, 61, q1, F1).
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Legyen My egy DVA, aminek a nyelve Ly, és My = (Qq, 3, 02, Go, F).
Legyen M = (Q, 3,4, q, F), ahol

e Q={(r1,m2) | r1 € Q1 and 1, € Q2 },
e §((r,re),a) = (01(r1,a),ds (re,a)) minden (ry, ) € Q, és a € X esetén,

® o= (Q1>CI2),
o F'={(r1,r) | r € Fy vagy ry € Fb}.

Indukcioval konnyen lathato, hogy ha az input i-edik karaktere utan M; az r; € @)1 allapotban van,
M, pedig az r; € ()3 allapotban, akkor M az (r;,r;) allapotban lesz. Az is vilagos, hogy ha az inputot
M, vagy Ms elfogadja, akkor M biztosan F-beli allapotban all meg. Mas esetben viszont nem F-beli
allapotban.

(b) A konstrukei6 lényegében megegyezik az (a)-ban ismertetett konstrukcioval. Az elfogado allapo-
tok halmazat kell csak méasképp definialni: F' = {(ry,r9) | 11 € F} és ry € Fy}.

(c) Ez esetben legyen M = (Q1, X1, 01,¢1, Q1 — F1). Ez épp a komplementer nyelvet fogja elfogadni,
hiszen M; egy szamitasa az inputot pontosan akkor fogadja el, ha M egy nem Fj-beli allapotban all
meg.



