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1. Bizonyitsa be, hogy ha f1, f2,91,92 pozitiv fiiggvények és f1(n) € O(g1(n)) és fa(n) € O(g2(n)), akkor

(a) fi(n)+ fa(n) € O(max(gi(n).g2(n))),
(b) fi(n)fa(n) € O(g1(n)ga(n)).

Megoldds: dci,ny, hogy fi(n) < cigi1(n), han > ny,
Jea,n9, hogy fo(n) < cage(n), ha n > ny,
ekkor

fl(n) + fa(n) < max(ci,c2)(g1(n) + g2(n)) < 2max(cy,co) max(gi(n),g2(n)), ha n > max(n,ns),

fin) fa(n) < cic291(n)g2(n), ha n > max(ny,ns).

2. Az alabbi fiiggvények koziil melyikre igaz, hogy O(n?)?
f1(n) = 11n?* + 100000 f2(n) = 8n?*logyn fs(n) =1,5n+3y/n

Megoldds:  fi(n) < 12n% ha n > 1000, ezért f; € O(n?) (c = 12, ng = 1000)
(vagy pl. fi(n) < 100011n? és ezért ¢ = 100011, ng = 1)

f2(n) & O(n?), mert ha fo(n) < cn? valamely ¢ konstansra, akkor 8logn < ¢, ami csak n < 2¢/%
esetén teljesiil, nem minden nagy n-re.

f3(n) < 1,5n + 3n = 4,5n mindig teljesiil ha n > 1, ezért ez O(n) C O(n?).

3. Jelolje egy algoritmus maximalis lépésszamat az n méretd bemeneteken L(n). Tegyiik fel, hogy az
algoritmus szerkezetébdl kovetkezik, hogy L(n) < 2L(%) +mn han > 2 és L(1) = 1. (Tegyiik fel,
hogy n = 2%, azaz n 2-hatvany.)

Léssa be, hogy ekkor L(n) € O(nlogn). Igaz-e, hogy L(n) € O(n?)?

s,

Megoldas: Belatjuk, hogy ¢ = 2,n¢g = 2 j6 valasztas az ord6 definicidjéahoz.
Kifejtve a rekurziot:
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Az utolso 1épésben azt hasznaljuk, hogy k tag van, mindegyik n és L(1) = 1.

Mivel n = 2% és ezért k = logn:
28 + n-k=n+nlogn <nlogn+nlogn = 2nlogn

Tehat ¢ = 2 j6 konstans és a fenti 1épések minden n > 2 esetben fennaltak, ezért ny = 2.

Mivel O(nlogn)-bél kovetkezik O(n?) is, ezért L(n) € O(n?) is igaz.

4. Az alabbi fliggvényeket rendezze nagysagrend szerint nem csokkend sorozatba: ha f; utan kozvetlentil
f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) € O(f;(n)) teljesiiljon!
fi(n) = 8n? fa(n) = 5y/n + 1000n fs(n) = 20og27)? f1(n) = 1514n?logy n

Megoldas: Megadunk egy sorrendet és megindokoljuk, hogy jo: fs, f4, f1, f3

f2(n) < 10050 < 100502 logn < fi(n), c = 1,n9 =1 jo.

fa(n) < 1514n% = B84 £, (n), ¢ = 154 g — 1 jo.

Vegyiik észre, hogy fs3(n) = (2lsm)leen = plogn > n3 ha logn > 3, igy ¢ = 8, ng = 22 = 8 jo.
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Az alabbi pszeudokodban egy * kiirdsa szamit 1é- for i = 0 to n-1:
pésnek. Mutassa meg, hogy a kod lépésszama for j = i+l to n:
O(n?). print j darab *

Megolddas: A belsé ciklus ciklusmagja legfeljebb n 1épés és ez a ciklusmag legfeljebb n-szer fut le,
ezért a belsd ciklus lépésszama O(n?). A kiils6 ciklus, ami maga a kod, n-szer fut le, ennek magja
O(n?)-es (az el6bb vizsgalt belss ciklus), igy a kod lépésszdma n - O(n?) = O(n?).

6. Adjon O becslést a kivetkezs fliggvényekre:
(n? 4+ 8)(n+1) (nlogn +n?)(n® + 2) (n! +2")(n?® + log(n? + 1)) (2" + n?)(n3 + 37)

Megoldas: Sokféle jo6 megoldés van, altaldban az O-ba valami egyszerd, de minél kisebb fiiggvényt
akarunk tenni, most tugy csinaljuk, hogy szamolni se nagyon kelljen. Ehhez az el6fordulé osszegek
nagysagrendjére adunk becslést, és ezeket szorozzuk Ossze.

(n?> +8)(n+1) <2n?-2n € O(n?®) (a becslés minden n > 3 esetén igaz).

(nlogn +n?)(n®+2) < 2n? - 2n® € O(n®) (a becslés minden n > 2 esetén igaz).
(n!+2")(n®+log(n®*+1)) < 2n!-2n3 € O(n’n!) (a becslés minden n > 4 esetén igaz, amikortol mar
n! > 2m").

(2" +n?)(n3 4 3") < 2-2".2.3" (a becslés minden n > 4 esetén igaz, mert innen 2" > n? és mar
3" > n? is teljesiil).

7. Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszaméat az n méretd bemeneteken L(n). Adjunk felss becslést
az L(n) nagysagrendjére, ha tudjuk, hogy L(1) =2 és n > 1 esetén

(a) L(n)=Ln—1)+3 (b) L(n)=Ln—-1)+5
(¢) L(n)=L(n-1)+ 3n (d) L(n)=2L(n-1)+ 3
(e) L(n) = L([n/2]) + (f) L(n) = L([n/2]) +n*
(8) L(n)=2L([n/2]) + (h)  L(n) =4L(In/2]) +

Az (e)-(h) esetben elegendo 2 hatvanyra meggondolni.
Mi valtozik, ha egyenléség helyett < vagy > all?

Megoldas:

(a) L(n) = L(n—1)+3 = (L(n—2)+3)+3. Ezt tovabb folytatva a 0 < i < n—1 esetben azt kapjuk,
hogy L(n) = L(n — i) + 3i. Alkalmazzuk ezt az i = n — 1 valasztéassal: L(n) = L(1)+3(n—1) =
3n—1¢€0(n)

(b) L(n) =Ln—1)+5=(L(n—2)+5)+5=L(n—1i)+5 =L(1)+5(n—1)=5n—-3 € O(n)
(¢c) L(n) = L(n—1)+3n = (Ln—2)+3n—1)) +3n < L(n —2)+6n < L(n —1) + 3in <
L(1)+ 3(n — 1)n € O(n?)

(d) L(n) = 2L(n—1)+3 = 2(2L(n—2)+3)+3 = 22L(n—2)+2-343 = 2'L(n—4)+3(2" '+ - -42+1) =

2IL(1) 4+ 3(2" L — 1) = gzn —3e0(2")
)

—(h) részeket nézziik a 2 hatvany esetekre (azaz az egész részt mindig elhagyhatjuk).

(e) L(n) = L(n/2) +3 = L(n/4) + 3+ 3 = L(n/2") + 3i. Az i = logn értékre kapjuk, hogy
L(n) = L(1) + 3logn, tehéfc L(n) € O(logn)

(f) L(n) = L(n/2) + n* < L(n/4) + 2n* < L(n/2) + in®. Most is i = logn értékig kell menniink,
ekkor L(n) < L(1) + n*logn € O(n*logn).

(g) L(n) =2L(n/2) +3=22L(n/4) +3(2+1) = 2'L(n/2") + 3(2"' +--- + 1) Most ¢ = logn értékig
kell menniink, erre L(n) = 2!°¢"L(1) + 3(2'¢" — 1) = nL(1) + 3n — 3 € O(n)

(h) L(n) = 4L(n/2)+3 =4*L(n/4) +3(4+1) = 4°L(n/2) + 3(4~ ' +---+1), ami i = logn értéknél
L(n) = 4" [(1) 4+ 3(4°e™ —1)/3 =n?(L(1) + 1) — 1 € O(n?).

Amennyiben = helyett < all, akkor a fels§ becsléseink tovabbra is igazak, tehat az O eredmények
helyesek.
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10.

11.

12.

A > esetben viszont nem marad érvényben az O, hiszen az egy felsG becslés, és tetszéleges ,elég
nagy” fiiggvény teljesiti a feltételeket, pl. az L(n) = a2™ a feltételtdl fliggd a-val. Ebben az esetben
csak legfeljebb also6 becslést lehet bizonyitani.

. Mely a,b > 1 egész szamokra teljesiilnek az alabbiak?

n® € O(nb) 20 € O(2') log, n € O(log, n)

Megoldds: Az elsé esetben az kell, hogy n® < cn®, azaz n®® < c¢ teljesiiljon valamilyen ¢ > 0

konstanssal, ha n > ng. Az a = b esetben ez nyilvan teljesiil, n* € O(n*) (c=1, ng = 1).

Az a < b esetben a kitevé negativ, ezért n®® < 1, tehat ny = 1 valasztassal mar ¢ = 1 esetén is
teljesiil.

Ha viszont a > b, akkor a kitevé pozitiv, a fiiggvény monoton né, végtelenhez tart, tehat nem létezhet
ilyen ¢ konstans.

A masodiknal, az el6z6hoz hasonléan 297~ < ¢ kell, ami a < b esetén teljesiil példaul ¢ = 1, ng = 1
valasztéassal, de ha a > b, akkor nincs ilyen ¢ konstans.
log, n

, tehat ¢ =
log, a log, a

A harmadik esetben hasznaljuk fel, hogy log, n =
(no =1)

> 0 jo, akdrmi is a és b.

. Tekintsiik az fi(n) = 1,5n! és fo(n) = 200 (n — 1)! fiiggvényeket. Melyik igaz és melyik nem az

alabbiak koziil?
f1 € O(f2) f2 € O(f1) f1 € Q(f2) f2 € Q(f1) fi1 €0(f2) f2 € ©(f1)

1
Megoldds:  Vegyiik észre, hogy fi(n) = 2’053]‘2(71) = cn - fo(n). Ebbdl latszik, hogy f1 &€ O(f2),

f2 € O(f1), fr € QAf2), fa & Qf1), tehdt fi € O(f2) és fo & O(f1).

Az egyszert algoritmussal, illetve a gyorskereséssel allapitsa meg, hogy az S = ABBABACABCBAC
szovegben az M = ABABC minta hanyszor fordul els! Hany 6sszehasonlitast hasznaltak az algorit-
musok?

Megoldds: Az egyszerii algoritmus minden lehetséges illesztésnél az elsé hibaig megy (vagy amig a
minta végére nem ér), ez 3+ 1+1+4+1+2+ 1+ 3+ 1= 17 6sszehasonlitas (és 0-szor fordul els
a minta).

A gyorskereséshez kell az ugrofiiggvény, aminek értékei: U[A] = 3, U[B] =2, U[C] = 1. 0 eltolasnal

most is 3 Osszehasonlitas torténik. Utana U[S[6]] = U[A] = 3-mal toljuk el, itt 4 &sszehasonlitas
lesz, majd U[S[9]] = U[B] = 2 jon, ahol 2 6sszehasonlitas lesz, azutan U[S[11]] = U[B] = 2
ahol 3 az Osszehasonlitasok szama, és U[S[12]] = 1 kovetkezik 1 Osszehasonlitassal, azaz Osszesen

3+4+2+3+1=13.

Az n > 2 hosszu csupa 0-bol allo széveghez adjon meg olyan m hosszi mintat, melyen az egyszert
algoritmus m-tdl fiiggetlentil O(n) 6sszehasonlitast hasznall

Megoldds: Mivel n —m+1 eltolas lehetséges, és ez O(n), ezért elég arrél gondoskodni, hogy minden
esetben a minta hosszatol fiiggetleniil konstans sok Osszehasonlitasra keriiljon sor. Példaul, ha a
minta 1-gyel kezd&dik, akkor az jo, hiszen minden eltolasnal csak 1 Gsszehasonlitas, azaz Gsszesen
n—m+ 1 € O(n) Osszehasonlités lesz.

Vagy példaul ha 001-gyel kezdddik a minta, akkor annak hosszatol fiiggetleniil mindig 3 &sszehason-
litas, Osszesen 3(n —m + 1) € O(n) torténik.

(A gyorskeresés jo esetben még ennél is gyorsabb tud lenni, példaul a csupa 1 minta esetén mindig
(m+1)-et ugrik, azaz n —m+ 1 helyett az eltolasok szama kevesebb, mint n/m, ami persze tovabbra

is O(n).)

Igazolja, hogy az egyszerd algoritmus varhato futési ideje O(n), ha a szdveg és a minta is véletlen
0/1 sorozat (a bitek egyméstol fiiggetlenek, mindegyik 3 — 3 valoszintiséggel 0 vagy 1).
Mi a helyzet, ha csak a minta véletlen?
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Megoldas: Jelolje t; azt a valoszintiségi valtozot, amelynek értéke az i-vel vald eltolaskor torténd
osszehasonlitasok szama. Ekkor az dsszehasonlitasok szama Osszesen » . "t;. Ennek a varhato
érteke £ (> t;) = > (E(t;)). Még azt kell meghatarozni, mennyi az F(t;). Tetszbleges szoveg esetén
% valoszintiséggel 1 Gsszehasonlitas kell (a minta elsé karaktere eltér a szovegétol), }L valoszintiséggel
2 (az els6 karakter megegyezett, de a méasodik eltért), stb. Mésrészrél ¢; nem lehet nagyobb a
minta hosszanal. Ezek alapjan E(t;) < Y oo 27" = 2 Tehat az osszehasonlitasok varhato értéke

EQ t)=>(E(t;)) <2(n—m+1) € O(n).

A fenti gondolatmenet akkor is miikddik, ha csak a minta véletlen.



