Algel (VISZABO03) 2023 Keresés, rendezés 11. gyakorlat

1. Rendezze a 3,12, 1, 34, 4, 6, 0 szamsorozatot beszurasos rendezéssel! Hany 6sszehasonlitasra volt sziik-
ség?

Megoldds: A beszirasos rendezésnek két fajtdja van: amikor linedrisan és amikor binarisan keresiink.
A beszarasonként kapott sorozatok ugyanazok, de az 6sszehasonlitasok szama eltérhet.

Az eljaras az, hogy az i-edik elemet szirjuk be a mar rendezett els6 i — 1 elem kozé, tehat a sorozat az
egyes lépésekben igy alakul: (3,12,1,34,4,6,0) — (3,12,1,34,4,6,0) — (1,3,12,34,4,6,0) —
(1,3,12,34,4,6,0) — (1,3,4,12,34,6,0) — (1,3,4,6,12,34,0) — (0,1, 3,4, 6,12, 34).

Az sszehasonlitasok szdma linearis keresésnél (igy hangzott el, hogy hatulrol kerestink): 1+2+1+
3+ 3+ 6 = 16, binaris keresésnél: 1 +14+2+2+4+2+ 2= 10.

2. Rendezze a 7,3,15,1,5,4, 8,2 sorozatot gyorsrendezéssel ugy, hogy mindig a tomb els6 elemét va-
lasztja particionalé elemnek!

Megoldds: (7,3,15,1,5,4,8,2) —> (3,2,1,5,4 | 7| 8,15) —»
(2,1]3(5,4[7[8]15)—(1]2|3[4]5[7]8]15)

Ha a particionéalast egyszertibb moédon végezziik, sorban minden elemet Osszehasonlitjuk a pivottal
és megfeleld lista végére tessziik:

(7,3,15,1,5,4,8,2) —> (3,1,5,4,2,| 7 |15,8) —>
(1,2/315,4,|78|15) — (1]2]3]4|5|7]8]15)

3. Adjon egy O(n) id8igényti algoritmust n olyan egész szambol allé sorozat rendezésére, melynek elemei
az

(a) {1,...,3n} halmazbol vannak!
(b) {1,...,n% — 1} halmazbol vannak!

Megoldds: (a) Hasznaljunk ladarendezést 3n ladavall Ekkor a lépésszam O(n + 3n) = O(n).

(b) Az egyszerii ladarendezés itt nem elég, hasznaljuk a radix rendezést! Képzeljik el a szamokat
az n alapu szamrendszerben felirva. Ekkor mindegyik (legfeljebb) 3 jegyi. Ha ebben az alakban
hasznaljuk a radix rendezést, akkor 3 ladarendezés kell, mindegyiknél n lada, tehat az egész valoban
O(n) lépést hasznal.

Megjegyzés: Az n alapt szamrendszerbe valo atirés is megoldhato O(n) aritmetikai mivelettel, hiszen
minden szdmot maradékosan el kell osztani n-nel, a maradék adja az utolso jegyet, a hanyadost djra
elosztjuk n-nel, az itteni maradék adja a kovetkezd szamjegyet, a hanyados meg az elsét.

4. Az A[l : n| tombben szamokat tarolunk. Hatarozza meg O(nlogn) lépésben
(a) azokat az értékeket, amelyek egynél t6bbszor fordulnak elg;

(b) a leggyakoribb értékeket (vagyis azokat, amelyeknél t6bbszor semelyik masik szam sem fordul
el6 a témbben)!

Megoldds: (a) Ha a tomb rendezve van, akkor egyszertibb a feladat, hiszen akkor az egyforma értékek
egymas mellett vannak. Ezért elGszor rendezziik a tombot, példaul az Gsszefésiiléses rendezéssel,
aminek lépésszama O(nlogn). Majd végigmegyiink a témbon, és ha ugyanaz az érték tobb egymaés
utani elemnél is el6fordul, kiirjuk. Az algoritmusnak ez a része O(n) lépés, tehat osszesen O(nlogn)
lépést végziink.

(b) Rendezziik a tombot, mint el6bb. Most azt kell meghatéarozni, hogy a rendezett témbben melyik
elem alkotja a leghosszabb blokkot. Ez egy szamlaloval egyszeriien megoldhaté: nyilvantartjuk,
hogy mennyi az eddigi legnagyobb blokk hossza, ott milyen érték volt, és szamoljuk az aktualis
blokk hosszat.

A rendezésen kiviil itt is linearisan sok 1épés torténik, ezért a lépésszam O(nlogn).
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5. Igazolja, hogy nincs olyan Osszehasonlitdsokkal rendezé algoritmus, amelynél akarmi is a bemenet,
minden elem legfeljebb 2023 6sszehasonlitasban szerepel!

Megoldas: Ha minden elem legfeljebb 2023 Gsszehasonlitasban szerepel, akkor az algoritmus az
n elemmel Gsszesen 2023n/2 Osszehasonlitast végez. De tudjuk, hogy minden algoritmusnak kell
legalabb logn! = Q(nlogn) sszehasonlitas, és 2023n/2 ¢ Q(nlogn), tehat valoban nincs ilyen
algoritmus.

6. Legyen adott egy egészekbdl 4llo A[1 : n] tomb valamint egy b egész szam. Egy olyan i, j € {1,...,n}
indexpart keresiink, melyre A[i] + A[j] = b. Hogyan lehet ezt O(nlogn) id6ben megoldani?

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha minden lehetséges indexpart ki akarunk probalni, akkor (g) €
O(n?) lehetdség van, ami tobb, mint a kivant 1épésszam.

Itt is sokat segit a rendezettség, ezért rendezziik a témbot O(nlogn) lépésben, pl. Osszefésiiléssel.

Ez utan az i = 1,2,...,n indexekre keressiik a tombben a b— A[i] értéket. Ha ezt binaris kereséssel
tessziik, akkor mindegyik keresés ©(logn) lépésszamu, tehat a lépésszam sszesen O(nlogn).

Megjegyzés: a rendezés utani rész linearisan is megoldhaté. Kiindulunk az ¢ = 1, j = n indexekbdl
és altalaban, ha A[i] + A[j] < b, akkor az i értékét noveljik eggyel, ha pedig A[i] + A[j] > b akkor
a j értékét csokkentjiik eggyel. Akkor hagyjuk abba, ha A[i] + A[j] = b vagy ha ¢ > j lenne — ez
utobbi esetben nincs megoldas. (Miért?)

7. Az eredetileg névekvs aq, ..., a, sorozatban egy elem értéke megvaltozott, de nem tudjuk melyik.
Hogyan lehet O(n) lépésben tjra névekvs sorrendbe rendezni az elemeket?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha a valtoztatas utan is a; < a;y; minden i-re, akkor bar nem tudjuk
megallapitani, melyik valtozott, de erre nincs is sziikség, a sorozat tovabbra is rendezett.

Ha viszont van olyan ¢, melyre a; > a;1, akkor ez ugy keletkezett, hogy a; és a;,, valamelyike valto-
zott, a; nétt vagy a;1 csokkent. A legegyszertib (nem feltételniil leggyorsabb) modszer, ha ezt a két
problémés elemet beszurjuk a tébbi elem altal alkotott novekvs sorozatba. Ezt végezhetjiik lineéris
kereséssel, amikor O(n) lépést végziink. (Binaris keresésnél az dsszehasonlitéasok szama logaritmikus,
de a mozgatasokra akkor is elmehet linearisan sok 1épés.)

Megjegyzés: Egyetlen beszuréssal is megoldhato, hogyan?

8. Adjon minél kevesebb 0Osszehasonlitdst hasznélé algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a két
legkisebbet!

Megolddas:  Elébb a legkisebb, majd a tobbibsl megint a legkisebb meghatarozédsa n — 1 + n —
2 = 2n — 3 Osszehasonlitas. Ennél jobbat is kaphatunk. Gondoljunk egy kieséses bajnoksagra.
A gy6ztes legyen a legkisebb. A masodik nyilvan csak olyan lehet, akit a késébbi gy&ztes vert ki
(a tobbieknél van legalabb kett6 nagyobb). Tehat a masodikra koronként egyetlen jelolt van. A
bajnoksag lebonyolithaté logn korben, ennyi koziil kell kivalasztani a mésodikat, tehat a feladat
osszesen n + logn — 2 lépésben megoldhato.

9. Tudjuk, hogy az ay,...,a, sorozat olyan, hogy egy darabig novekszik, utana csokken. Adjon O(n)
Osszehasonlitast hasznalo algoritmust, ami névekvs sorrendbe rendezi az elemeit!

Megoldds:  Otlet: a legnagyobb elemnél kettévagjuk a sorozatot. A kapott két rész mindegyike
rendezett, ezeket Gssze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett sorozatta.

Megvalositas: sorban az a; — a;11 szomszédokat 6sszehasonlitva megtalédlhatjuk a legnagyobb elemet,
legyen ez a,. Eddig n — 1 6sszehasonlitast hasznalunk. Az aq,...,a; és az a,, a,_1,. .., 0z N6VEkVE
sorozatokat a tanult moédon legfeljebb n —1 6sszehasonlitassal dsszefésiiljiik, és igy legfeljebb 2n—2 €
O(n) Osszehasonlitassal készen vagyunk. (Az algoritmus mozgatja is az elemeket, de Gsszesen ez is
O(n) lépés.)
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11.

12.

13.

Megoldhatjuk az a, el6zetes megkeresése nélkiil is. Elég azt képzelni, hogy két sorozatunk van, az
egyik els6 eleme a;, a masiké a, (és kezdetben nem tudjuk, hol érnek véget). Legyen i = 1 és a
J = n, és hasonlitsuk Gssze az a; és az a; elemet. A kisebb a késziil6 rendezett lista kovetkezs eleme,
¢és ha a; < aj, akkor az 7 értékét noveljiik, kiilonben a j értékét csokkentjiik. A tovabbiakban is igy,
az Osszefésiiléshez hasonloan folytatjuk. Akkor lesz vége, ha i = j (és akkor ez a legnagyobb elem).
Ez az eljaras legfeljebb n — 1 € O(n) 6sszehasonlitast hasznal.

Megjegyzés: mindkét eljaras helyesen miikodik abban az esetben is, amikor a legnagyobb elem az a;
vagy az a,, akkor eredetileg is egy rendezett sorozatunk van (névekvd vagy csokkend).

A G = (V,E) t6bbszoros élet nem tartalmazo iranyitott graf csicshalmaza legyen V = {1,2,...,n}.
Tegyiik fel, hogy a graf olyan éllistaval adott, amelyben minden cstcsnal a szomszédok tetszéleges
sorrendben vannak felsorolva. Adjon algoritmust, ami O(|V|+ |E|) lépésben olyan éllistat hoz létre,
amiben a szomszédok minden csiicsnéal névekvd sorrendben vannak!

Megoldds: Adodna a ladarendezés, de ha minden cstcsra kiilon végrehajtjuk (|V] ladaval), akkor
egy d-foki csticsnal O(d + V), dsszesen O(|E| + |V']?) lesz a 1épésszam, ami til sok lehet.

Ezért inkabb az éllista alapjan soroljuk fel az éleket (i,7) alakban. Ha ezeken egy radix rendezést
hajtunk végre, akkor pont a kivant sorrendben lesznek az élek, amibdl a rendezett éllista mar egy-
szerten felirhato. A lépésszam igy: az élek felsorolasa, illetve az 4j éllistaba beirasuk O(|V| + |E]),
a rendezés, mindkétszer |V| ladat hasznélva, O(|E| 4 2|V]|), tehat dsszesen is O(|E| + |V ).

2. megoldas: Rendezés helyett forditsuk meg kétszer a grafot. A megforditas tgy torténjen, hogy
az éllistan végigmenve, amikor épp az ¢ csics j szomszédjanal tartunk, akkor egy 1j éllistaban a
j csucshoz irjuk be az i-t, mint szomszédot. Vilagos, hogy ezzel a forditott graf éllistajat mér
rendezetten kapjuk, és ezért a masodik megforditas utan, amikor visszakapjuk az eredeti graf éleit,
annak az éllistaja is rendezett lesz.

A megforditas soran csak kiolvassuk és beirjuk az éleket, tehat ennek lépésszama aranyos az éllista
méretével, tehat O(|E| + |V]).

Egy tombon gyorsrendezést futtatva az elsé particionalas utan az eredmény: 4,2,3,1,6,8,11. Mi
lehetett a particional6 elem?

Megoldas: Olyan elemet kell keresni, hogy az elGtte levék a nala kisebbek, az utana levék a nala
nagyobbak. Tehat a 6, a 8 és a 11 is jo.

Az n méretd (nem feltétlentil rendezett) A tomb elemei kiilonb6z8 pozitiv szamok. Adjon algoritmust,
amely meghataroz egy 1 < k < n szamot és kivalaszt k kiillonbozd elemet az A tombbdl ugy, hogy
a kivélasztott elemek Gsszege nem tobb mint k3. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a
tényt. Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn).

Megolddas: Vegyiik észre, hogy egy rogzitett k esetén, ha van megoldas, akkor a tomb legkisebb k
eleme is megoldas. Ha ezek nem jok, akkor pedig nincs megoldas. Tehét azt kell vizsgélni, hogy
van-e olyan k, hogy a legkisebb k elem osszege legfeljebb k3.

Ehhez rendezziik a tombot O(nlogn) lépésben, példaul Gsszefésiiléses rendezéssel. Legyen k = 1 és
T = A[1]. Ha T < k3, akkor készen vagyunk, kiilonben néveljiik k-t és adjuk T-hez az Alk] szamot.
Ha egyik k£ < n sem jo, akkor nincs megoldas.

A rendezés uténi rész n Osszehasonlitast és O(n) Osszeadéast hasznal, ezért Gsszesen a lépésszam
O(nlogn).

Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,b1), (az,bs),...,(an,b,). Olyan P = (x,y) pontot
keresiink a sikon, amire a Y.  (la; — x| + |b; — y|) Osszeg minimélis. Adjon algoritmust, amely
O(nlogn) lépésben meghataroz egy ilyen P pontot!

Megoldads: A felirt 6sszeget minimalizalhatjuk tgy, hogy kiilon meghatarozzuk az x koordinataban
és kiilon az y koordinataban a minimumot. Tehat példaul olyan x kell, amire a Y | |a; — x| Osszeg
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minimalis. Ehhez képzeljiik el az a; pontokat a szamegyenesen. Ha x kisebb, mint a legkisebb a;,
akkor z-et jobbra mozgatva az Osszeg csokken. Amig kevesebb a; van elGtte, mint mogotte, addig
jobbra mozgatva x-et az Gsszeg tovabb csokken. Akkortol né, amikor mér tobb a; van elGtte, mint
mogotte. Tehat az optimalis x a rendezés szerinti kdzépss a;, ha n paratlan. Paros esetben mindegy,
hogy hol van a kozépsé intervallumon beliil, példaul az = = a,,/, valasztas jo.

Ezek utéan az algoritmus: rendezziik az a; értékeket, és legyen x a rendezés szerinti [n/2] szam.
Ugyanezt megcsinaljuk y-ra: rendezziik a b; értékeket, és legyen y a rendezés szerinti [n/2] szam.

Az algoritmus lépésszama, pl. Osszeféstiléses rendezés esetén O(nlogn).

Adott a szamegyenesen n intervallum, [ai,by],. .. [an,by]. Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen
hossz részt fednek le a szamegyenesbdl (azaz, hogy mennyi UL, [a;, b;] 6sszhossza). Adjon O(nlogn)
lépéses algoritmust ennek a hossznak a meghatarozasara!

Megoldas: Egy intervallum hossza b; — a;, de az unié lehet ezek 0sszegénél kevesebb, ha az interval-
lumok metszik egymast. Ezeket az atfedéseket kell valahogy kezelni, pontosabban megtalalni azokat
a diszjunkt intervallumokat, amik az uniét alkotjak.

Rendezziik a végpontokat (mind a 2n szamot) tugy, hogy taroljuk, melyik volt egy intervallum kez-
dépontja és melyik egy intervallum végpontja. Az unio elsd része a legkisebb értéknél kezdddik (és
ez szlikségszertien egy intervallum a; kezdete). Menjiink a rendezett sorozatban addig, amig elszor
megegyezik a kezdd és végpontok szama. Ez egy végpontnal kovezkezik be (by), és vegyiik észre,
hogy itt ér véget az unio els6 része, ennek a résznek a hossza by —a;. Ha még maradtak a sorozatban
elemek, ugyanigy folytathatjuk.

A lépésszamhoz azt kell 1atni, hogy a rendezés utan méar csak végig kell menni a sorozaton, szamlalva
a kezdd- és végpontokat. A hossz meghatarozasihoz legfeljebb n kivonas kell, majd ezek eredményét
kell 6sszeadni. A rendezés lépésszama O(2nlog(2n)) = O(nlogn), az utéana kovetkezské O(n), tehat
ez Osszesen O(nlogn).

Adjon minél kevesebb Osszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a legkiseb-
bet és a legnagyobbat is!

Megoldas: Kiilon a legkisebbet és a legnagyobbat is meg lehet talalni n — 1 6sszehasonlitassal, azaz
megoldhato 2n — 2 Gsszehasonlitassal. (S6t (2n — 3)-mal is. Miért?)

Ennél jobb a kiovetkezs: el6bb hasonlitsuk Ossze az elsét a masodikkal, a harmadikat a negyedikkel,
stb. Ez utan vegyiik minden parboél a kisebb elemet. A legkisebb koziiliik keriil ki. Hasznéljuk
ezekre a minimumot keresé algoritmust. Hasonléan a péaronkénti nagyobb elemek kozott talaljuk
meg a maximumot. Ha paratlan sok elem van, akkor az utolsé par helyett 3 elembdl hatarozzuk meg
a kicsit és nagyot.

A lépésszam: |n/2] + 2 + 2(|n/2] — 1), ami kb. 1,5n. Pontosabban, ha n paros, akkor 1,5n — 2,
paratlan esetben pedig (n —1)/2+2+2(n—1)/2 -2 =1,5(n—1).

Megjegyzés: meggondolhato, hogy 1,5n — 2 kell is. Legyen B azoknak az elemeknek a szama,
amelyek még lehetnek legkisebbek és legnagyobbak is, I, ami méar csak legkisebb lehet (volt mar nala
nagyobb), A, ami méar csak legnagyobb lehet (volt néla kisebb, E pedig a tobbi, aminél méar volt
kisebb és nagyobb is. Kezdetben |B| = n, a tobbi iires, a végén B iires, |I| = |A| = 1.

Két B-beli 6sszehasonlitasakor B kettével csokken, I és A eggyel-eggyel né. Ha egy B-belit nem
B-belivel hasonlitunk, akkor B csokken és mindig lehet olyan eredmény, amikor I és A egyike ng, a
masik nem csokken. Ha két I-belit vagy két A-belit hasonlitunk, akkor egyikiik atkeriil az E-be. A
tobbi esetben mindig lehet olyan valasz, hogy sem I sem A nem valtozik. Ahhoz, hogy a B kiiiriiljon
ezek szerint kell legalabb n/2 6sszehasonlitdas. A B-bdl minden elem el6bb az I-be vagy A-ba kertil,
ahonnan viszont egyszerre csak egy tud kikeriilni, tehat ezek (majdnem) kiiiritéséhez kell Gsszesen
legalabb n — 2 6sszehasonlitas. Tehat egyiitt van legalabb 1,5n — 2.
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16. Az A[l : n] tombben levs elemekrdl tudjuk, hogy A[l] # A[n]. Adjon O(logn) Gsszehasonlitést
hasznélo algoritmust, amely talal egy olyan i indexet, hogy A[i] # Ali + 1].

Megoldds: Binaris keresést hasznalunk: legyen i = [n/2]. Ha A[i] # A[l], akkor az A[l : {] tomb is
ugyanolyan tulajdonsagi, mint az eredeti, elég ebben keresni. Ha viszont A[i] = A[1], akkor nyilvan
Ali] # Aln], és akkor a tovabbiakban az Ali : n] tombben kereshetiink.

Az eljaras végén a tomb lesztkiil egy 2 elemtre, azaz két szomszédos nem egyenld elemre, ekkor
készen vagyunk.

A lépésszam, ahogy a binéaris keresésnél O(logn).



