Algel (VISZABO03) 2023 Ladapakolas, dinamikus programozas 10. gyakorlat

1. A LADAPAKOLAS feladatban legyenek a stlyok: s; = 0,4; so = 0,7; s3 = 0,1; s, = 0,6. Hajtsa
végre erre (a) az FF algoritmust; (b) az FFD algoritmust! (c¢) Hany ladat hasznal az optimalis
pakolas?

Megoldds: (a) 3 lada lesz: 0,4 + 0,1; 0,7; 0,6.

(b) 2 lada lesz: 0,7+ 0,1; 0,6 + 0,4.

(c) Nyilvan az utébbi optimalis, hiszen a stlyok osszege 0,4 + 0,7 4+ 0,1 + 0,6 = 1,8 > 1, azaz 1 lada
nem elég.

2. A LADAPAKOLAS feladatban legyen két stly 0,34 és négy suly 0,33 értékd. Hajtsa végre erre
(a) az FFD algoritmust! (b) Hany ladat hasznal az optimalis pakolas?

Megoldds: (a) 3 lada lesz: 0,34 4+ 0,34; 0,33 + 0,33 + 0,33; 0,33.
(b) 2 1ada elég, mindketts 0,34 + 0,33 + 0,33. Mivel ezek a ladéak tele vannak, ez nyilvan optimalis.

3. Tekintsiik a LADAPAKOLAS feladat azon speciélis esetét, amikor minden targyra 1 > s; > 1/3
teljestil. Adjon polinom ideji algoritmust, ami megadja a pakolashoz sziikséges 1 méretii ladak
szaméanak minimumat!

Megoldas:

I. 4gyuval verébre

Az s > 1/3 salyu targyakbol legfeljebb kettd keriilhet egy ladéaba. Készitstink el egy grafot, melynek
csucsal a targyaknak felelnek meg. Koziiliik kett6 akkor legyen Gsszekotve, ha 6sszegiik < 1. A pako-
lasok megfelelnek a grafbeli parositasoknak. Akkor hasznalunk minimalis szamu ladat, ha a megfelel
parositas maximalis. Maximalis parositast grafokban (nem csak parosokban) lehet polinomidében
talalni, igy a feladat is megoldhat6é polinom lépésben. (Ennél azért jobbat is lehet mondani, ha
kihasznaljuk a graf sajatossagait. Az hogy hogyan, latszik majd a kovetkezd megoldéasbol.)

II. Gondolkozzunk

Rendezziik a targyakat silyuk szerinti csokkend sorrendbe, s; > ... > s,. Legyen ¢ = 1,5 = n.
Ha s; + s; < 1, rakjuk ezeket egy ladaba, i-t noveljiik, j-t csokkentsiik eggyel. Ha s; + s5; > 1, az
1. targy egyediil lesz egy ladaban, noveljik i-t eggyel. Ha ¢ > 7, az eljaras véget ért, megadtunk
egy pakolast (linearis id6ében!). Most belatjuk, hogy ez optimalis: elég megmutatni, hogy van olyan
optimélis pakolas, amelynél az s;-et tartalmazo ladanak ugyanaz a tartalma, mint az altalunk javasolt
elhelyezésnél. Ebbdl — si-et és esetleg s,-et elhagyva — kézenfekvs indukcioval kovetkezik az allitas.
Ha s; a mi modszeriinknél egyediil van a ladajaban, akkor minden més bepakolasnal is egyediil kell
lennie, ekkor tehat készen vagyunk. Ha egy pakolasnal s; tarsa s;(1 < j < n), akkor vilagos, hogy
sj és s, helyet cserélhet anélkiil, hogy tullépnénk a korlatot. Legyen ugyanis s, térsa s. Ekkor
1>s1+s; >51+8,¢é1>5+s; > s+s;. Még egyszertibben tudunk elbanni egy olyan pakolassal,
amelyben s; és/vagy s, egyediil van.

III. vizsgaljuk meg a tanultakat
Az FFD ebben az esetben optimélis eredményt ad. Hasonlé gondolatmenettel, mint az el6bb meg
lehet mutatni, hogy az FFD-t6l legkevésbé eltérs optimalis megoldas megegyezik vele.

4. Egy f foku létran bizonyos fokok annyira rozogak, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére
tudjuk, hogy melyik fokok ilyenek, hova nem szabad lépniink. Egy 1épéssel legfeljebb 3 fokot tudunk
lépni. Adjon dinamikus programozast hasznalé algoritmust ami meghatarozza, hogy (a) a létra
aljatol fel tudunk-e jutni a létra legfelsé fokara! (b) a létra aljatol hanyféleképpen tudunk feljutni a
létra legfelss fokaral
(Feltehetd, hogy a legfelss fokra ra szabad 1épni.) Mennyi az algoritmusok lépésszama?

Megoldds: Legyen NR az a tomb amiben N R[i] akkor igaz, ha az i-edik fok nem rozoga.

(a) A részfeladatok azok lesznek, hogy az i-edik fokra fel tudunk-e jutni (1 < ¢ < f). Az F|i]
tablazatot toltjik ki ugy, hogy Fi] igaz, ha fel tudunk az i-edik fokra jutni.

Vegytik észre, hogy a feladat az F[f] értéket kérdezi.
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A kitoltés kezdete: F[0] = igaz, azaz a foldrél nem estink le, F[1] = NR[1].

A rekurzié: mivel az i-edik fokra eggyel, kett&vel vagy harommal lejjebbrdél johetiink, pontosan akkor

tudunk az i-edikre 1épni, ha a harom megel6z6 valamelyikére el lehet jutni és az i-edik fok nem rozoga.
Ezért az altalanos rekurzio: F[i| = NR[i{| A (F[i — 1]V F[i — 2] V F[i — 3]).

Latszik, hogy ez csak i > 3 esetben miikddik. Az i = 2 esetre hasonl6 formula jo, csak ott nem
szerepel a nem létez6 F[i — 3], azaz F[2] = NR[2] A (F[1] vV F[0]).

Ha a tablazatot ¢ = 0,1,2,..., f sorrendben toltjiik ki, akkor minden elemnél konstans sok 1épést
hasznalunk, az algoritmus lépésszama O(n).

(b) Hasonl6 az (a) részhez, de most nem logikai valtozo kell. Legyen MT[i| az, hogy hanyféleképpen
tudunk feljutni az i-edik fokra.

A feladat megoldasat M|f] szolgaltatja.

A kitoltés kezdete: legyen minden M[i] = 0 ha i > 0 és M[0] = 1. Mivel az i-re lépés csak az el6z6
harom valamelyikérdl torténhet, ezért a lehetséges feljutasok szamat a harom el6z6 szam Osszegeként
kapjuk meg. Ebben tgy vessziik figyelembe a rozoga fokokat, hogy azoknal az M értéke 0 lesz, tehat
nem adnak semmit a keresett szamhoz. Ezek alapjan:

Ha NR[1] igaz, akkor legyen M[1] = 1, ha NR][2| igaz, akkor M[2] = M|[1] + M]0] és altalaban, ha
NRJ[i] igaz, akkor legyen M[i] = M[i — 1] + M[i — 2] + M[i — 3].

Most is7 =0,1,2,..., f sorrendben kell kitélteni a tablazatot és akkor a hasznélni kivant értékek mar
rendelkezésiinkre allnak, minden i-re konstans sok Osszeadas lesz, azaz Gsszesen O(n) Osszeadas,
az egyszertség kedvéért ezt tekinjiik a lépésszamnak is.

Ha azt is figyelembe vessziik, hogy az dsszeadando6 szamok nem feltétleniil konstans mérettiek, akkor
lépésszam nagyobb lesz. Indukciéval konnyen belathaté azonban, hogy a legnagyobb szém is legfel-
jebb 3™. Ennek leirasdhoz O(n) szamjegy elegends. Mivel az dsszeadéast a jegyek szaméban linearis
algoritmussal el tudjuk végezni, az algoritmus teljes 1épésszama O(n?).

5. Egy m x m méretd tablazat mezdin 1épkediink a bal als6 sarokboél a jobb fels§ sarokba tgy, hogy
egy lépésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épilink, de van néhany ,tiltott" mezs,
ahova nem léphetiink. Adjon egy dinamikus programozast hasznéléd eljarast, ami meghatarozza,
hogy hanyféleképpen érhetiink célbal

Megoldds:  Definialjunk egy m + 1 sorbol és oszlopbol allo T' téablazatot, amelyben a T7i, j] elem
jelentése, hogy hanyféleképpen tudunk eljutni az (i, j) mezdbe.

Legyenek a T' 0. sordban és oszlopaban az értékek nullak, 7'[1,1] = 1.

A rekurziés formuldhoz vegytik észre, hogy az (i,j) mez6be csak az (i — 1,j) vagy az (i,j — 1)
mez8kbdl léphetiink és ha T-ben a tiltott mez6knek megfelel§ értékeket O-ra allitjuk, akkor a

0, ] = Tli—1,7]+T[i, 7 — 1], ha (i, 7) nem tiltott
1= o, ha (4, ) tiltott

formula ¢ > 1, j > 1 esetén helyes lesz.

Ez a tablazat kitolthets soronként, hiszen akkor az (i, j)-hez érve a két felhasznalandd érték méar
rendelkezésiinkre &ll.

Lépésszam: a téblazat mérete (m + 1)> € O(n), hiszen az input mérete n = m?. Minden elemhez
konstans sok Osszeadas sziikséges, ezért az 6sszeadasok szama is O(n). Itt is figyelniink kell azonban a
szamok méretére. Ha egyetlen tiltott mezé sincs, akkor a legnagyobb szam (Zﬂ’f) Mivel 21231 (21”) =
22m ezért (°™) < 22™. Ennek jegyeinek szama O(m). Igy a lépésszam O(m?), azaz O(n'®).
Megjegyzés: A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy aritmetikai miveleteket 1
lépésben el tudunk végezni tetszéleges nagysagu szamokkal.
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6. Tekintsiik az RH probléméanak azt a valtozatat, amikor adottak az ay,as, ..., a, és a b egész szamok,
melyekre teljesiil, hogy 0 < a; < n? minden 1 < 7 < n esetén. Kérdés, hogy van-e olyan I C
{1,...,n}, melyre ), ; a; = b. Mutassa meg, hogy ez a véltozat P-ben van!

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha b > a; +as + - - - + a,, akkor biztos nincs megoldés, tehat a b > n3
esetben az algoritmus térjen vissza a ,nem” valasszal.

Ha viszont b < n3, akkor vegyiink fel egy n + 1 sorbol és b + 1 oszlopbol allo T' téablazatot, melynek
sorait 0-tol n-ig, oszlopait 0-tol b-ig indexeljiik. Legyen T'[0,0] = igen és T[0,¢] = nem minden
1 < ¢ <b értékre.

A tablazat T'i, c] értéke azt mutassa meg, hogy az aj, as, ..., a; szamok koziil néhany 6sszegeként a
¢ szamot el6 lehet-e allitani (1 <i < n,1 <c¢ <b). A feladat a T'[n, b] értékét kérdezi.

Vegyiik észre, hogy a megadott nulladik sor is megfelel az értelmezésnek: a 0 hosszt sorozatbol
tetsz6leges ¢ > 0 szdm csak nullaféleképpen allithato el6.

A ¢ = 0 akdrmilyen hosszt pozitiv sorozatbol egyféleképpen &ll els: tgy, hogy egyik szdmot se
valasztjuk ki (lires 6sszeg). Ennek megfelelgen a nulladik oszlop végig igen lesz.

Nézziik az @ > 1, ¢ > 1 eseteket! Az els6 i szambol a -t vagy ugy allithatjuk els, hogy az a; szamot
nem is hasznéljuk, vagy ha ¢ > a;, akkor az a; szamot is hasznéalhatjuk, ekkor a korabbiakbdl a
maradék ¢ — a; Osszeget kell nézni, hogy eléallithato-e. Tehat: Tli,c] =T[i — 1, VT[i —1,¢ — a4,
hac>a; és T[i,cJ=T[i —1,¢| , hac < a;.

A tablazat kitoltése torténhet pl. soronként, azaz minden ¢ = 1,...,n értékre kitoltjik a ¢ =
0,1,...,b mezGket.

A téblazat mérete (n 4+ 1) - (b+ 1) € O(nb). Minden elemének kitoltése konstans 1épés, tehat az
osszes id6 O(nb). A b-re alkalmazott korlat miatt O(n?) idében tudjuk kitlteni a tablazatot, tehat
ez az eljaras polinomialis.

7. Ellistaval adott egy n pontt e éli G iranyitott graf, ami egy DAG. Adjon O(n + e) lépésszami
algoritmust, ami minden v pontra meghatarozza azoknak az utaknak a szamat

(a) amelyek egy rogzitett s pontbol v-be visznek!

(b) amelyek v-bél egy rogzitett ¢ pontba visznek!

Megoldds: A grafunk egy DAG (azaz nincs benne iranyitott kor), tehat a csicsoknak van topologikus
sorrendje, ami mélységi bejaras segitségével O(n + e) lépésben meghatarozhato. Legyen egy ilyen
sorrend vy, Vs, ..., v,. A tovabbiakban dinamikus programozast hasznalunk: sorbanazi=1,2,...,n
indexekre meghatarozzuk a v;-be vezeté utak szamat, ezt fogja az Uli] jelolni. (Az egyszeriiség
kedvéért itt sem vessziik figyelembe a 1épésszamnal, hogy a szamok mérete nem feltétlen lesz konstans
méreti, mindegyiket 1 méretiinek tekintjiik.) Ebben hasznaljuk, hogy egy tetszéleges v-be csak
kisebb indexi csticsbol vezet él.

Legyen az s indexe m. Ekkor minden i < m esetben vilagos moédon Uli] = 0, tovabba U[m] = 1.
Kezdetben a tobbi Uli] érték is legyen 0. Egy v; # s cstcsba érd ttnak (¢ > m) van utolso elstti csi-
csa. A v;-be érd utak szamat ugy kapjuk, ha osszeadjuk hanyféleképpen tudtunk eljutni a lehetséges
utolso el6tti csticsokba. Ennek megfelelSen a rekurzié i =m +1,...,n: Ui} =32, ,ep Ul
Vegyiik észre, hogy igy valoban csak az s-bél indulé utakat szdmoljuk, minden més esetben 0 marad
Uli] értéke.

Az UJi] kiszamolasa a v;-be befuto élek szaméval aranyos. Az Osszes csucsra Osszeadva kapjuk, hogy
ez e-vel aranyos. Mivel lehetnek bemend él nélkiili csiicsok is, amiket szintén kezelniink kell, a teljes
lépésszam O(n + e).

(b) 1. megoldas: ez ugyanaz, mint az (a) rész, csak ,forditva”. Keészitsiik el a forditott grafot, amikor
minden élet megforditunk. Az igy kapott grafra alkalmazzuk az (a) rész megoldésat.

2. megoldas: a graf megforditdsa nélkiil az U tombot kitolthetjik visszafelé: ha ¢t = vp, akkor
Uli] = 0, amennyiben i > T, U[T] =1, ¢ésazi=T—1,... ,nesetben Ult] = 3>, . 5 Ulj]-
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1. Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ez egy lineéris algoritmus, hiszen O(n+e) az éllista teljes mérete.

2. Megjegyzeés: Igazabol éllista alatt tobbnyire a kimend élekbdl képzett listakat értjiik, itt meg
a bemend élek listai kellenek. Ezt az el6z6bdl egyszertien O(n + e) 1épésben elGallithatjuk. A (b)
esethez nem is kell megforditani a grafot, az eredeti bemend éllista, ha kimendének tekintjiik épp a
forditott grafot adja.

8. Adott n pozitiv egész szam, aq, as, ..., a,. Az n + 1 sorbodl és b+ 1 oszlopbdl allo T tablazat sorait
0-t6l n-ig, oszlopait 0-t6l b-ig indexeljitk. Legyen T'[0,0] = 1 és T'[0,¢] = 0 minden 1 < ¢ < b értékre.
Adjon eljarast, ami a T tobbi mezgjét Gsszesen O(nb) lépés alatt kitolti agy, hogy Ti,c| értéke
azt mutassa, hanyféleképpen lehet az aq,as, ..., a; szamok kozil néhény Osszegeként a ¢ szamot
elgallitani (1 <i<n,1 <c<b).

Megolddas: Vegyiik észre, hogy a megadott nulladik sor is megfelel az értelmezésnek: a 0 hosszu
sorozathol tetszéleges ¢ > 0 szam csak nullaféleképpen éllithato eld.

A ¢ = 0 akdrmilyen hosszu pozitiv sorozatbol egyféleképpen all els: tgy, hogy egyik szamot se
valasztjuk ki (tires 6sszeg). Ennek megfelelGen a nulladik oszlop végig 1 lesz.

Nézziik az i > 1, ¢ > 1 eseteket! Az els6 i szambol a c-t vagy ugy allithatjuk els, hogy az a; szamot
nem is hasznaljuk, ebbdl van T'[i—1, ¢] lehetGség, vagy ha ¢ > a;, akkor az a; szamot is hasznalhatjuk,
ekkor a korabbiakbol a maradék c—a; 6sszeget kell elgallitani, tehat: T'[i,c] = T[i—1, c|+T[i—1, c—ay],
hac>a; és T[i,c] =T[i —1,¢], ha c < a,.

A tablazat kitoltése torténhet pl. soronként, azaz minden ¢ = 1,...,n értékre kitoltjik a ¢ =
0,1,...,b mezGket.

A tablazat mérete (n + 1) - (b+ 1) € O(nb). Minden elemének kitoltése konstans 1épés, tehat az
Osszes 1d6 O(nb).

9. Egy n x n méreti tablazat minden eleme egy pozitiv egész szam. A tablazat bal als6 sarkabol
akarunk eljutni a jobb fels6é sarkdba tgy, hogy egy 1épésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra
egyet lépiink. Azt szeretnénk, hogy a lépegetés soran latott elemek névekvs sorrendben kovessék
egymast. Adjon O(n?) lépésszami algoritmust, ami meghatarozza, hogy (a) hany a szabalyoknak
megfelels ut van! (b) mekkora a legnagyobb értéki, a szabalyoknak megfelels ut, ha egy ut értéke a
benne szerepld szamok szorzata!

Megoldds: (a) Dinamikus programozést hasznalunk: Jelolje A az eredeti (adott) tablazatot. Készi-
tiink egy n x n méretd T téblazatot, amiben a T'[i, j] értéke az lesz, hogy hanyféleképpen tudunk
a szabéalyoknak megfelel6en A-ban az i-edik sor j-edik elemébe jutni. Ha A[l,1] a bal als6 mez& és
Aln,n] a jobb felss, ekkor T'[n,n] adja a keresett valaszt.

Legyen T[1,1] = 1. Mivel az (,j) pozicioba csak balrol vagy lentrdl johetiink, akkor van jo ut, ha
ezek koziil legalabb az egyikbe el lehet jutni, és onnan az utolso6 1épés is érvényes, azaz teljesiil, hogy
az Ali,j] nagyobb a megel6z8 elemnél.

Ezért az elsé sor j > 1 esetben T[1, j] = T'[1,5—1], ha A[1, j] > A[1,j—1], kiilénben meg T'[1, 5] = 0.
(A sor egy darabig 1 lesz, egy id6 utan meg 0, ha volt egy nem novekvs lépés.) Hasonloan. az i > 1
esetben T'[i,1] = T[i — 1,1], ha A[é, 1] > A[i — 1, 1], kiilénben meg 77, 1] = 0.

Az altalanos rekurzio, amikor 7,7 > 1:

e ha Afi,j] > Ali — 1,7] és A[i, j] > Ali,j — 1], akkor T[i,j] =T[i — 1,5] + T[i,7 — 1]
e ha Ali,j| > Ali — 1,j] és Ali, j] < Ali, j — 1], akkor T[i, j] = T[i — 1, j]

o ha Afi, j] < Ali — 1, 7] és Ali, 5] > A[z j — 1], akkor T'[i, j] = T'[i,j — 1]

e ha Ali,j] < Ali —1,j] és Ali, j| < Ali,j — 1], akkor T'[i, j] = 0.

Ha az els6 sor és oszlop meghatarozasa utdn a tablazatot soronként toltjiik ki, akkor mindig ren-
delkezésiinkre all a sziikséges informacio, igy minden elem kiszamolasa konstans sok miiveletet fog
hasznalni.
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10.

11.

Mivel a T tomb mérete n? és minden elemének kitoltése konstans sok miivelet, ezért a lépésszam

O(n?).

(b) Az el6z6h6z hasonlo, de most a maximalis értéket taroljuk, ezért minden érvényes lépésnél szo-
rozni kell az aktuélis A értékkel, az dsszeadas helyett pedig a nagyobb értéket kell valasztani.

Ha ez most egy S témb, akkor S[1, 1] = A[1, 1], mivel eddig ez az érték. Az elsd sor és oszlop kitoltése
igy alakul: S[1,j] = S[1,j—1]-A[l,], ha A[1, j] > A[1,j — 1], kiilonben meg S[1, j] = 0. Hasonl6an
az i > 1 esetben S[i, 1] = S[i — 1,1] - A[z, 1], ha A[é, 1] > Ali — 1, 1], kiilénben meg S|i, 1] = 0.

A tovabbiakban i, 5 > 1, ekkor pedig

e ha A[i,j| > Ali — 1, 7] és Ali, 5] > Ali, j — 1], akkor S[i, j] = Ali, j] - max{S[i — 1, ], S[¢,7 — 1]}
e ha Ali, j| > A[i — 1, ] és Ali, 5] < Ali, 7 — 1], akkor S[i, j| = Ali, 5] - S[i — 1, j]

o ha Ali, j] < Ali —1,7] és Ali, 5] > Ali, 7 — 1], akkor S[i, j| = Ali, 5] - S[i,7 — 1]

o ha Afi,j] < Ali — 1,j] és Ali, j] < Ali, j — 1], akkor S[i, j] = 0.

Ha az els6 sor és oszlop meghatarozasa utdn a tablazatot soronként toltjik ki, akkor mindig ren-
delkezésiinkre all a sziikséges informacio, igy minden elem kiszamolasa konstans sok miiveletet fog
hasznalni. Ezért a teljes 1épésszam most is O(n?).

Legyen s1sg...s, és tity...t,, egy n és egy m hosszi karaktersorozat. Azt szeretnénk, hogy az
n X m méretd A méatrix A[i, j| eleme tartalmazza azt a legnagyobb k szamot, melyre az s1ss...s;
és a tity...t; sorozatok utols6 k karaktere megegyezik. Adjon eljarast, ami az A tomboét O(nm)
lépésben kitolti.

Megoldas: Ha i = 1 vagy j = 1, akkor egyszerd, hiszen az egyik sorozat 1 elemi, az érték csak 0
vagy 1 lehet.

g 1, ha S1 = tj . . 1, ha S; = tl
A[ljj] - { 0, ha S1 7é tj A[Z’ 1] - { O, ha S; 7é t1

A tovabbiakhoz azt kell észrevenni, hogy ha az s; és t; kiilonbozik, akkor nyilvan k = 0, egyébként
pedig a leghosszabb ilyen kozos rész az eggyel rovidebb kezd&szeletekre kapott egyezd rész kiterjesz-
tése,
.o 1+A[Z—1,]—1], haSi:t]‘
A[Z’j] - { 0, ha S; §£ tj

Amennyiben a tablazatot soronként toltjik ki, akkor mindig rendelkezésiinkre all a sziikséges in-
formacio, egy elem kiszamolasa konstans mitivelet, a tablazat mérete nm, ezért az egész Osszesen

O(nm).

Egy n és egy m karakterbdl allo szovegben meg akarjuk taldlni a legnagyobb azonos darabot, azaz
ha az egyik szoveg ajas - - - a, és a masik biby - --b,,, akkor olyan 1 <7 < n és 1 < j < m indexeket
kerestink, hogy @i11ai12 ... aip¢ = bjp1bjqa. .. bj4y teljesiiljion a lehets legnagyobb t szamra. Adjon
erre a feladatra O(nm) lépést hasznalo algoritmust.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha a 10. feladatban leirt tablazatot elkészitjiik erre az esetre, akkor
a tablazatbeli legnagyobb érték pont a megfelels ¢ lesz. Ennek helye megadja a megfelels ¢ + ¢ és
7+t indexeket, amikbdl ¢ és 7 is megkaphato.

A téblazat kitoltése az el6z6 feladat szerint O(nm) lépés. A maximalis érték megtaldlasa tovabbi
nm — 1 Osszehasonlitassal megoldhato, ezek utédn 7 és j kiszamolés konstans 1épés. Ez Osszesen is

O(nm).



