Algel (VISZAB03) 2023 Tagadas, rekurzi6, altalanos feladatok 0. gyakorlat

1. Mi az alabbi allitasoknak a tagadasa? (Két dllitdas akkor tagaddsa eqgymdsnak, ha a két dllitds kozil minden
esetben pontosan az egyik igaz.) Probaljuk ugy megfogalmazni a tagadasokat, hogy ne szerepeljen benniik
tagad6szo.

(a
(b

) Minden cstitortokon van algel elgadas.
)

(¢) Minden olyan 17 labu zsiraf, aki jar algel gyakorlatra, az atmegy a vizsgan. (Igaz ez?)
)
)

Minden olyan hallgato, aki jar algel gyakorlatra, atmegy a vizsgan.

(d) Van olyan hallgato, aki sokat tanul, de nem megy at a vizsgan.

(e) Mindenki, aki a&tmegy a vizsgan, sokat tanult.

Megoldds:

(a) Van olyan csiitértok amikor nincs algel el6adas.
(b) Van olyan hallgato, aki jar algel gyakorlatra, de elégtelenre vizsgazik.

(c) Van olyan 17 labu zsiraf, aki jar algel gyakorlatra, de elégtelenre vizsgazik. (Az eredeti dllitas igaz, a
tagadds nem igaz.)

(d) Minden olyan hallgato, aki sokat tanul, &tmegy a vizsgan.
(e) Van olyan hallgato, aki keveset tanult, de dtmegy a vizsgan.

2. Tudjuk, hogy minden hémpors surjancs. Mondjuk meg minden alédbbi allitasra, hogy biztosan igaz, lehetsé-
ges, vagy biztosan hamis! (Ha nehéz a feladat, akkor legyen a homporé=kertitorpe és surjancs=szobor.)

(a) Tudjuk valamirél, hogy nem hompors. Azt allitom, hogy ez surjancs.
(b) Tudjuk valamirdl, hogy hompors. Azt allitom, hogy ez nem surjancs.
(c¢) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez hémpord.
(d) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémpord.
(e) Tudjuk valamirél, hogy surjancs. Azt éllitom, hogy ez nem hémpord.
Megoldds:

(a) Lehet.

(b) Hamis.

(c) Hamis.

(d) Igaz.

(e) Lehet.

3. Mi lehet a T'(n) figgvény, ha teljesill T(1) =2 és T'(n) =3 -T(n — 1) + 1 minden n > 2 esetén?
Megoldds: T(1) =2; T(2)=3-2+1; T(3)=32-2+3+1; T(4) =3%-2+32+3+1; ...

T(n)=3""1 4+ (3" 1 432 4. 4 1) =301 4 3=l = 2304890 1ol _ Sgnt 1

4. Jeldlje egy algoritmus maximalis lépésszamat az n hosszt bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n > 3
egész szamra L(n) < L(n — 1) + § teljesiil, és hogy L(3) = 3. Milyen felsé becslést adhatunk ez alapjan
L(n)-re?

Megoldas: L(n) <3+ %(44— 54---+n)=3+ %(n+4)2(n_3) = ’”QZ” < %2 < n2

5. Tegyik fel, hogy van egy szamitogépes programunk, ami egy k méreti feladaton a jelenlegi gépiinkén 1 nap
alatt fut le. Beszereztiink egy szazszor gyorsabb szamitogépet. Ugyanazon programmal mekkora feladatot
lehet az Gj gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszama n méreti feladat esetén
(a) m-nel aranyos, (b) n3-bel aranyos, (c) 2™-nel aranyos?

Megoldds:

(a) 100k
(b) k+v/100 = 4.64k
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(c¢) k+logy 100 =k +6.64

6. Egy f foku létran bizonyos fokok annyira rozogak, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére tudjuk
hogy melyik fokok ilyenek, hova nem szabad 1épniink. Egy lépéssel legfeljebb 3 fokot tudunk 1épni. Adjon
algoritmust ami meghatéarozza, hogy a létra aljatol fel tudunk-e jutni a létra legfelss fokara! (Feltehetd, hogy
a legfelsd fokra rd szabad lépni.) Az algoritmus lépésszama legyen c - f, ahol ¢ valami fix konstans.

Hogyan kell médositani az algoritmust, hogy azt is kiszdmolja, hogy hanyféleképpen lehet feljutni a legfelss
fokra?

Megoldds: x; legyen 1 ha jo a fok és 0 ha rossz. y; = x; ha i < 3, y; = max{y,—1,¥i—2,yi—3} ha z; = 1,
kiilonben 0. Fel tudunk jutni, ha y; = 1.
Hanyféleképp: ugyanez, csak y; = y;-1 + ¥i—2 + ¥i—3

7. Adott n chip, melyek képesek egymas tesztelésére a kovetkezd modon: ha 6sszekapcesolunk két chipet, mindkét
chip nyilatkozik a méasikrél, hogy hibasnak talélta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri, hogy a masik

hibas-e, mig egy hibés chip akarmilyen vélaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek tobb, mint a fele korrekt.
Adjunk algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznalva kikeres egy jo chipet.

Megoldds:

1. chip | 2. chip H 1. kimenet ‘ 2. kimenet ‘

jo jo jo jo

jo rossz rossz jo/rossz
rossz jo jO/rossz roSsz
rossz rossz jo/rossz jo/rossz

Készitstink el 3 dobozt: T=tesztelt, N=nem tesztelt, S=szemét. Kezdetben minden chip az N dobozban
van. Vegytink ki kett6t belSle. Ha egy par jo-jot mond, akkor egyformék, vagy jo-jo, vagy rossz-rossz. Ha a
par jo-jot mond, akkor tegyiik mindkettét a T° dobozba. Ha nem j6-jét mondanak, akkor legalabb az egyik
rossz, ilyenkor dobjuk ki mindkettét az S dobozba. Ha az N és T doboz sem iires még, akkor mindig a
T dobozbdl egyet parositunk egy N dobozban levével. Ha jo-jo, akkor a T dobozba tessziik mindkettst,
kiilénben az S dobozba. Ha kiiiriil a T' doboz, akkor két N dobozbelit vesziink megint, ha van benne még
ketts.

A tesztek el6tt is és minden teszt utan is fennall a kovetkezd két tulajdonsag (an. invarians tulajdonsagok
ezek):

(1) T'U N-ben tobben vannak a jo chipek, mint a rosszak.
(2) A T-ben mindig ugyanolyan chipek vannak (vagy csak jok, vagy csak rosszak, de lehet tires is).

Az (1) miatt tesztek utan 7°U N nem lehet iires.

Addig teszteliink, ameddig van elvégezhets teszt. Mi lehet a végén, amikor méar nem tudunk tovabbi tesztet
elvégezni? Ekkor N-ben 0 vagy 1 elem van. Ha 0, akkor (1) és (2) miatt 7" nem iires és csupa jo chipbdl all.

Ha N-ben csak egy elem van, akkor T iires és (1) miatt N-ben csak jo chip lehet. Mindkét esetben igaz,
hogy a végén T'U N-ben csupa jo chip van.

8. Egy tanteremben fel van szerelve egy n x m-es tabla, melyen n? villanykorte helyezkedik el. A tabla min-
den egyes sorahoz illetve oszlopahoz tartozik egy-egy nyomoégomb, mellyel a megfelel6 sorban (oszlopban)
talalhato n darab villanykorte allapotat egyszerre lehet atvaltoztatni az ellenkezdjére. (Egy gombnyomdsra
az adott sorban illetve oszlopban égé korték elalszanak, az alvok pedig kigyulladnak.) A sziinet kezdetekor
az Osszes korte leoltott allapotban van. Sziinetben a nebuldk Gssze-vissza nyomogatjak a gombokat. Hany
kapcsolassal tudja a tanar visszaéllitani az eredeti allapotot? (A gombok egydllapotiak, azaz nem ldtszik
rajtuk, hogy megnyomtdk-e Sket vagy sem.)

Megoldds: Vilagos, hogy egyik gombot sem érdemes egynél tébbszor megnyomni. Tegyiik fel, hogy meg-
nyomtunk néhany gombot és minden ldmpa elaludt. Mi torténik ha most az Osszes gombot még egyszer
megnyomjuk? Minden lampénak a sordhoz és oszlopahoz tartozé gombot is megnyomtuk, ezért a lampa le
lesz kapcsolva. Viszont ezt ez eredményt gy is elérhetjiik, hogy pont azokat nyomjuk meg, amiket eredetileg
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nem. Ha el8szor k gombot nyomtunk, akkor most 2n — k darabot fogunk. Viszont min(k;2n — k) < n,
valasszuk tehat azt a gombnyomast, amikor kevesebbet kell nyomni. Tehéat legfeljebb n gombnyomas kell.

Masrészt, ha minden lama ég, akkor egy gombnyoméassal nem lehet megvaltoztatni az atloban két kiilonbozé
lampa allapotat. Vagyis az 4tl6 minden lampajahoz kell legalabb egy gombnyomas, azaz n gombnyomaésra
sziikség lehet legrosszabb esetben.

9. Egy 2 x n-es sakktabla mez&in n piros és n — 1 kék négyzetet helyeziink el. Ezeket olyan médon akarjuk
atrendezni, hogy a fels§ sorban piros, az alsoban kék négyzetek legyenek, s a bal alsdé sarok maradjon iires.
Ehhez egy-egy 1épés soran az lires mezdre tolhatjuk valamelyik szomszédjat. Bizonyitsuk be, hogy

(a) van olyan algoritmus, ami ezt megoldja c - n? 1épéssel, ahol ¢ valamilyen fix konstans

(b) létezik olyan d konstans, hogy minden algoritmus, ami ezt megoldja, szerencsétlen inputon hasznal
legalabb d - n? lépést.

Megolddas:

(a) Elgszor legfeljebb 1 1épésben elérhets, hogy az iires hely alul legyen.

Ha ezutdn minden kék az als6 sorban van, akkor minden piros a fels§ sorban van, viszont alul az iires
hely barhol lehet. Konnyen latszik, hogy ebbdl a helyzetbdl legfeljebb n— 1 1épésbdl elérhets a megfelels
elrendezés.

Ha van a fels6 sorban kék, pl. az i-edik oszlopban, akkor mindenképp van az als6 sorban piros. Az also
sor négyzeteinek mozgatéasaval legfeljebb n — 1 1épésben elérhets, hogy az iires hely az i-edik oszlop als6
soraban legyen. 1 1épésben toljuk le a kéket, ezzel csokken a fent levs kékek szama. Lent még mindig
kell lenni pirosnak pl. a j-edik oszlopban, ahol most j # ¢, hiszen ott egy kék van. Megint csak legfeljebb
n — 1 1épésben az lires helyet mozgassuk a j-edik oszlopba és toljuk fel a pirosat. Tehat legfeljebb 2n
lépésben eggyel kevesebb kék lesz fent (és eggyel kevesebb piros lent). Ha még mindig van kék fent,
akkor ismételjiik meg ugyanezt.

Mivel legfeljebb n — 1 kék lehet fent kezdetben, igy 1+ 2n(n—1) lépésben elérhetd, hogy minden kék lent
legyen. Mivel akkor az iires hely lent lesz, ezért biztos, hogy minden piros fent van méar. Mér csak az
iires helyet kell a bal als6é sarokba mozgatni legfeljebb n — 1 lépésben. Ez az algoritmus tehat legfeljebb
14+2n2 —2n+n—1=2n% —n < 2n? lépést hasznal.

(b) Ha a pirosak mind a bal oldalon vannak, az els6 n/2 oszlopban, akkor a fels§ sor utolsé n/4 helyére
pirosakat kell mozgatni valahogy. De ezek a pirosak legalabb n/4 tavolsagra vannak. Ez méar legalabb
n?/16 lépés.



