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6. gyakorlat megoldásai
Folyamok
1. Határozzuk meg az alábbi gráfban a maximális folyamértéket (a paraméter(ek) függvényében – ahol van ilyen)! Bizonyítsd is be, hogy ez maximális, azaz mutass minimális vágást is!
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Az első gráf esetén a maximális folyamérték 7, a következő ábrán egy ekkora értékű folyamot láthatunk (csak a folyamértékeket tüntettük fel). Azt, hogy ez maximális, a Ford-Fulkerson-tétel miatt bizonyítja az ugyancsak 7 értékű ({S, B, D},{A, C, T}) vágás.

[image: image4]
A második gráf esetén a maximális folyamérték min{9, 5+x}. Ez azt jelenti, hogy ha x ( 4, akkor a maximális folyamérték 9, ha pedig x < 4, akkor a maximális folyamérték 5+x. Ezt bizonyítja az alábbi két ábrán (a két esetnek megfelelően) feltüntetett 9 illetve 5+x értékű folyam, és a hozzájuk tartozó két vágás: a 9 értékű ({S, A, B},{T}) és az 5+x értékű ({S, B},{A, T}) vágások. (Figyeljük meg, hogy mindkét esetben valóban helyes folyamokat adtunk meg, a kapacitásértékek nem kisebbek a folyamértékeknél az egyes éleken!)
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[image: image6]
A harmadik gráf esetén a maximális folyamérték min{5, 3+x, 3+y}. Ez annyit tesz, hogy ha x ( 2 és y ( 2, akkor a maximális folyamérték 5, ha x ( y és x ( 2, akkor a maximális folyamérték 3+x, ha pedig y ( x és 
y ( 2, akkor a maximális folyamérték 3+y. (Ez a három eset valóban minden eshetőséget lefed, hiszen vagy mindkét paraméter legalább 2, vagy a kisebbik legfeljebb 2.) A folyamokat az alábbi három ábrán tüntettük fel. A hozzájuk tartozó, a maximalitást igazoló vágások a következők: az 5 értékű ({S},{A, B, C, T}), a 3+x értékű ({S, A},{B, C, T}) és végül a 3+y értékű ({S, A, B, C},{T}). Itt is fontos annak a megfigyelése, hogy valóban nem léptük át a kapacitáskorlátokat egyik esetben sem.
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2. Egy kisváros úthálózata csupa egyirányú utcából áll. A polgármester minden hétköznap reggel autóval megy otthonról a városházára. A fejébe veszi, hogy úgy szeretné ezt megtenni, hogy minden utcán egy hét alatt legfeljebb egyszer menjen végig (a hazafelé utak nem számítanak). Adj meg olyan algoritmust, mellyel a kisváros térképe alapján eldönthető, hogy megtehető-e ez. Mi a helyzet, ha vannak kétirányú utcák is?

Legyen G az az irányított gráf, mely a kisváros úthálózatát reprezentálja. Legyen S a polgármester házának megfelelő csúcs, T pedig a városházának megfelelő csúcs. Ekkor a kérdés az, hogy van-e S és T között 5 darab éldiszjunkt út (az 5 hétköznapnak megfelelően). Erre a problémára választ kaphatunk úgy, hogyha ezt a gráfot egy folyamproblémává egészítjük ki, ahol minden él kapacitása 1, és S és T között keresünk legalább 5 értékű folyamot, alkalmazva az ismert folyamalgoritmust. Könnyen látható, hogy ha van 5 éldiszjunkt út S és T között, akkor ezeket felhasználva adható 5 értékű folyam, és fordítva, ha van 5 értékű folyam, akkor ez (az egységnyi kapacitások miatt) biztosan megfelel 5 éldiszjunkt útnak.
Kétirányú utcák esetén a probléma megoldása annyiban változik, hogy a kétirányú utcáknak megfelelő éleket oda és vissza is irányítjuk.

3. Legyenek egy gráf pontjai az n-hosszú 0-1 sorozatok. Vezessen egy irányított él a-ból b-be, ha a-ban kevesebb 1-es van, mint b-ben, és legyen egy ilyen él kapacitása az egyesek különbsége. Legyen Fn a maximális folyam értéke S(0,...,0) és T(1,…,1) között. Mennyi F3? És mennyi általában Fn?

Először vizsgáljuk meg az n = 3 esetet. Ekkor az első ábrán látható módon alakulnak a kapacitások, ahol az fekete élek 1 kapacitásúak, a kék élek 2, az egyetlen piros él pedig 3 kapacitású. A maximális folyamérték pedig 3(1+3(1+3 = 9 lesz, ezt a második ábrán pirossal feltüntetett folyam és a zöld színnel jelzett vágás garantálja. (A második ábrán nem tüntettünk fel minden élet!)
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[image: image11]
Általános n esetén a gráfot n +1 emeletre oszthatjuk, ahol az  i. emeleten azok a csúcsok vannak, melyek az i darab 1-est tartalmazó n hosszú sorozatoknak felelnek meg. Ekkor tetszőleges i esetén S-ből az i. emelet csúcsaiba i kapacitású élek mennek, az i. emelet csúcsaiból T-be pedig n-i kapacitású élek mennek A maximális folyamot a következőképpen érhetjük el: az i. emelet minden csúcsán keresztül min{i, n-i} értéket küldünk S-ből T-be (i = 1, 2, ..., n-1), ez megengedett. Ez azt jelenti, hogy az i. emelet csúcsain keresztül összesen 
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 érték megy S-ből T-be. Ezt minden közbülső emeletre elvégezve összesen 
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 érték megy S-ből T-be. Ehhez még hozzávehetjük a közvetlenül S-ből a T-be mutató élen átvihető n értéket, és így adódik az 
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 érték maximális folyamértéknek. 
Amellett, hogy a fent megadott módon ez a folyamérték elérhető, még azt is meg kell mutatnunk, hogy ez az érték maximális. Ehhez vizsgáljuk a következő (X, V-X) vágást: legyen az X halmaz az S csúcs és minden n > i ( n/2 esetén az i. emeleten lévő csúcsok halmaza (azaz S és a közbülső emeletek “második fele”), ennek megfelelően a V-X halmaz tartalmazza a T csúcsot, valamint minden 1 ( i < n/2 esetén az i. emelet csúcsait (azaz T-t és a közbülső emeletek “első felét”). Ennek a vágásnak az értékébe a közvetlen 
S-T élen kívül azok az élek számítanak bele, amik az S-ből az i. emeletekbe mennek 1 ( i < n/2 esetén, valamint azok az élek, melyek a j. emeletekből futnak T-be n > j ( n/2 esetén. Ezek összkapacitása tehát  
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 esetén min{j, n-j}= j, ezért ezt az összeget úgy is írhatjuk, hogy 
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, így ennek a vágásnak az értéke valóban megegyezik a fent mutatott folyamértékével, azaz a maximalitás a Ford-Fulkerson-tétel miatt bizonyított. 

4. Igaz-e, hogy ha minden él kapacitása páros szám, akkor van olyan maximális folyam, aminek minden élén a folyam értéke páros szám? Igaz-e ugyanez páratlan számokkal?

Ha minden él kapacitása páros szám, akkor egy olyan folyamból kiindulva, melyen minden folyamérték páros (pl. ilyen a csupa 0 folyam), biztos, hogy mindig páros számmal fogjuk módosítani a folyamértékeket az egyes éleken. Ennek oka, hogy ( megválasztásakor a javítógráfba előrefele bevett e éleken az c(e) - f(e) értékeknek, illetve a hátrafele bevett e’ éleken az f(e’) értékeknek vesszük a minimumát. Mivel ezek (páros kapacitások és folyamértékek esetén) biztosan páros számok, ezért a minimumuk, azaz ( is páros lesz, így a folyamértékek páros számmal változnak. Ennek következtében minden javítás után igaz marad, hogy a folyamértékek párosak, tehát végül a maximális értékű folyam is olyan lesz, hogy minden élen páros lesz a folyamérték. Ez azt jelenti, hogy a feladat (első) állítása igaz.
Ezzel szemben csupa páratlan kapacitásértékek esetén egyáltalán nem garantált, hogy a maximális folyam megvalósítható csupa páratlan folyamérték kiosztásával, erre jó példa a következő:


[image: image19]
Látható, hogy itt a maximális folyamérték 1, de két élen (egészértékű folyam esetén) biztosan 0 lesz a felvett folyamérték. Tehát az állítás páratlan kapacitásokra nem igaz.

5. Az alábbi gráf élei közül írj háromra 1 kapacitást, háromra 2-t, és háromra 3-at úgy, hogy a keletkező hálózatban a maximális folyam a lehető legkisebb, illetve a lehető legnagyobb legyen!


[image: image20]
A lehető legnagyobb maximális folyamérték biztosan nem lehet nagyobb 6-nál, hiszen az S-ből kimenő két élen legfeljebb 3+3 lehet a kapacitásösszeg, ezért a minimális vágás csak legfeljebb 6 lehet. Ezt a 6 folyamértéket el is lehet érni, ha a kapacitásokat az első ábrán látható módon osztjuk ki, és minden élet telítésbe viszünk (azaz minden élen a folyam értéke azonos lesz a kapacitás értékével):

[image: image21]   
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A maximális folyamérték lehető legkisebb értékét pedig akkor kapjuk, hogy az S-ből kiinduló két élhez 
1-1 kapacitásokat rendelünk – ezesetben a maximális folyamérték 2 lesz, bárhogy osztjuk is ki a többi kapacitást (ez látható a második ábrán). Azt, hogy ennél valóban nem lehet alacsonyabb értéket elérni maximális folyamértékként, az indokolja, hogy van két éldiszjunkt út S-ből T-be (egy út “alul” és egy út “felül”), ezért mivel minden kapacitás legalább 1, így a maximális folyamérték biztosan mindig legalább 2.
6. Keress az alábbi gráfban maximális folyamot úgy, hogy visszavezeted a feladatot az eredeti hálózat folyamproblémára! (A csúcsoknak is van kapacitásuk!) 


[image: image23]
A feladatot úgy tudjuk visszavezetni az eredeti folyamproblémára, hogy a kapacitással rendelkező csúcsokat széthúzzuk egy-egy irányított éllé úgy, hogy minden, az eredeti csúcsba futó él az új él kezdőpontjába mutasson, és minden, az eredeti csúcsból kifelé mutató él pedig az új él végpontjából induljon. Az új él kapacitása értelemszerűen a neki megfelelő csúcs kapacitása lesz. Ekkor minden olyan út az eredeti gráfban, ami az adott (kapacitással bíró) csúcson átmegy, most át kell, hogy menjen az új, azonos kapacitású élen. Emellett nyilván minden útnak az új gráfban megtalálható a megfelelője az eredeti gráfban is, tehát a két probléma ekvivalens. A kapott új folyamprobléma tehát a következő:

 
[image: image24]
A maximális folyamot az alábbi ábrán adtuk meg, a maximális folyamérték 7, az ezt bizonyító minimális vágást pedig zölddel jelöltük:

[image: image25]
7. Hogyan lehet a maximális folyam megkeresésére szolgáló algoritmus segítségével megkeresni egy páros gráfban a maximális méretű teljes párosítást?

Legyen a páros gráf egyik pontosztálya A, a másik B. Irányítsuk az páros gráf éleit úgy, hogy azok A-ból B-be mutassanak. Adjunk a gráfhoz még két pontot, S-et és T-t, majd S-ből minden A-beli ponthoz húzzunk egy élet, és minden B-beli ponttól húzzunk egy élet T-be. Az így kapott irányított gráf minden éléhez rendeljünk egységnyi kapacitást. A kapott gráfot a következő ábra szemlélteti (az 1 értékű kapacitásokat nem szerepelnek az ábrán):

[image: image26]
Megmutatjuk, hogy az így kapott folyamprobléma megoldása, azaz a maximális folyam értéke éppen megegyezik a maximális méretű párosítással. Jelöljük a maximális folyam értékét fmax-szal, a maximális párosítás méretét ν-vel. Először mutassuk meg, hogy fmax ( ν. Ehhez legyen M egy maximális méretű párosítás, azaz |M| = ν. Ekkor az S-ből az M-beli élek A-beli végpontjaihoz húzott éleket, az M-beli éleket, és végül az M-beli élek B-beli végpontjaiból T-be vivő éleket használva biztosan tudunk ν méretű folyamot adni. Emiatt a maximális folyam mérete biztosan legalább ν, azaz fmax ( ν.
Fordítva, legyen adott egy maximális folyam, melynek értéke fmax. Amivel minden kapacitás 1, ezért a folyam valójában fmax darab éldiszjunkt utat határoz meg S-ből T-be. Ezen utak mindegyike először A-ba megy, aztán az eredeti gráf élein B-be, végül T-be. Ha csak ezen éldiszjunkt utak A-ből a B-be vezető szakaszait nézzük, azok lényegében fmax darab független élet, azaz egy fmax méretű párosítást határoznak meg. Így a maximális párosítás mérete ennél csak nagyobb lehet, tehát fmax ( ν. 

A kapott két egyenlőtlenséget összevetve kapjuk, hogy fmax = ν. Tehát a folyamalgoritmus segítségével így valóban meghatározható a maximális méretű párosítás a gráfban. A párosítások és a folyamok egymásnak való megfeleltethetőségét az alábbi ábra illusztrálja:


[image: image27]
[image: image28]
8. Egy n x n-es négyzetrács n2 darab csúcsából m-et pirosra festettünk. Szeretnénk minden piros csúcsot vonallal összekötni a rács szélének valamelyik pontjával úgy, hogy a vonalak csak a rács élein haladjanak, és semelyik kettő ne messe egymást. Adj algoritmust, amely eldönti, hogy lehetséges-e ez!

A pirosra festett csúcsok halmaza legyen P. A rács szélén lévő pontok halmaza legyen R. Adjunk a rács által reprezentált gráfhoz még két pontot, S-et és T-t. S-ből minden P-beli ponthoz húzzunk egy irányított élet, és minden R-beli ponttól húzzunk egy irányított élet T-be. A rács eredeti éleit irányítsuk oda- és visszafele is. Minden élhez és minden rácsponthoz rendeljünk egységnyi kapacitást. (A pontokhoz rendelt kapacitások nem okoznak problémát, hiszen a pontokat éllé húzva szét visszavezethetjük a feladatot egy olyan feladatra, ahol csak az éleknek van kapacitása – lásd a 6. feladatnál!) Az így kapott folyamprobléma maximális folyamértéke legyen fmax. 
Azt állítjuk, hogy ha fmax ( |P|, akkor az eredeti problémánk megoldható, ha viszont fmax < |P|, akkor nem. Ehhez azt kell látnunk, hogy egy fmax értékű folyam (az egységnyi kapacitások miatt) éppen fmax darab éldiszjunkt utat határoz meg P pontjaiból R pontjaiba, melyek még a pontokban sem metszik egymást. Azaz ha fmax ( |P|, akkor van P minden pontjából út a rács széléhez (valamely R-beli pontba), hogy ezek az utak nem metszik egymást. Fordítva, ha minden pirosra festett (P-beli) pontból van út a rács széléhez út úgy, hogy ezek az utak nem metszik egymást, akkor ezeket az utakat használva eljuttatható egy fmax  értékű folyam S-ből T-be. Azaz a folyamalgoritmust erre a fent konstruált gráfra alkalmazva el tudjuk dönteni, hogy az eredeti problémánk megoldható-e.
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