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10. gyakorlat megoldásai
Keresés, rendezés, szomszédossági mátrix
1. Gondoltam egy egész számot 0 és 31 között. Nyilván ki lehet barkochbázni 5 kérdéssel. Adjon meg előre 5 kérdést, úgy hogy az azokra adott válaszokból kitalálható legyen a gondolt szám!
Ahhoz, hogy az 5 válaszból biztosan kitalálható legyen a szám, valójában az szükséges, hogy 5 egységnyi információval, azaz 5 biten leírjuk az adott számot. Erre megfelel mondjuk az adott szám bináris kódolása, vagyis a kettes számrendszerben felírt alakja. Ennek megfelelően az 5 kérdés mindegyike ennek az egyik számjegyére kérdezhet rá. Így legyen az i.-ként feltett kérdés a következő (i = 1, 2, 3, 4, 5): „Igaz-e, hogy a szám kettes számrendszerbeli alakjának i. számjegye 0?”. 
2. 27 látszatra egyforma pénzdarab közül keressük meg az egyetlen hamisat, amely könnyebb a többinél. Van egy kétkarú mérlegünk, de nincsenek súlyaink. Hány összehasonlítást kell végeznünk minimum? És hány mérés kell, ha 10 ≤ n ≤ 26 érménk van?
Ha a kétkarú mérlegre felrakunk oldalanként x darab érmét, akkor a mérleg mellett 27 – 2x érme marad. Ha a mérleg valamelyik oldalra billen, akkor a továbbiakban x érme közül kell kiválasztanunk a könnyű érmét, ha viszont a mérleg egyenlőséget mutat, akkor (27 – 2x) -ből. Emiatt – a bináris keresés gondolatmenetéhez hasonlóan – akkor járunk a legjobban, hogyha x = 27 – 2x azaz x = 9, hiszen ekkor a rosszabbik esetben sem kell a továbbiakban több, mint 9 érme közül választanunk. Ezt a módszert folytatva a második mérésnél a maradék 9 érméből 3–3 darabot rakunk fel a mérlegre. A második mérés után már csak 3 érme közül kell kiválasztanunk a könnyebbik érmét, amit már megtehetünk egyetlen méréssel, amikor is 1–1 érmét rakunk a mérlegre. Így 3 mérés elegendő.
Ha 10 ≤ n ≤ 26 érménk van, akkor a fentiekhez hasonlóan úgy tudjuk a lehető leggyorsabban megkeresni a szabványosnál könnyebb súlyú érmét, hogyha azon érmék halmazát, melyben keresnünk kell, mindig (megközelítőleg) harmadoljuk. Emiatt n érme esetén legalább 
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 mérésre van szükségünk, így a szükséges mérések száma 
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, ami 10 ≤ n ≤ 26 esetén 3.
3. Hány összehasonlítással lehet megtalálni n elem közül a legkisebbet? 
A legkisebb elem kiválasztásához elegendő n – 1 összehasonlítás. Ezt a következő módon láthatjuk. Legyen az elemek valamilyen tetszőleges sorrendje e1, e2, ..., en. Kezdetben válasszuk az aktuális elemnek e1-et, az i. lépésben pedig hasonlítsuk össze az aktuális elemet ei+1-el, és tartsuk meg a kisebbiket (vagyis legyen az az új aktuális elem). Ekkor az n – 1. lépés után, miután végigmentünk minden elemen, biztosan a legkisebb elem lesz a kiválasztott. Ennek oka, hogy minden elem szerepelt egy összehasonlításban, és a legkisebb elemet ezután már biztosan nem cserélhettük le semelyik másik elemre. Emiatt a használt n – 1 összehasonlítás valóban elég. 

Ugyanakkor szükség is van ennyi összehasonlításra, ennek belátásához képzeljünk el egy gráfot, melynek csúcsait az adott elemek alkotják. Egy összehasonlítás során húzzunk be egy irányított élet a kisebbiktől a nagyobbik felé. Ekkor minden összehasonlítás után egy új irányított gráfot kapunk. Ahhoz, hogy biztosan tudjuk, hogy melyik elem a legkisebb, az irányított gráfnak (irányítatlan értelemben) összefüggőnek kell lennie – különben a különböző komponensekben lévő elemekről nem tudjuk megállapítani, hogy melyik a nagyobb. Emiatt az élek száma legalább n – 1 kell, hogy legyen, azaz valóban kell legalább n – 1 összehasonlítás.
4. Bergengóciában 1, 2, 3 és 5 petákos érméket használnak. Mindegyik annyi gramm tömegű, ahány petákot ér. Van 1–1 érménk mindegyikből, de az egyik hamis, ezért tömege eltér a valódiétól. Kétkarú mérlegen hány méréssel állapíthatjuk meg, hogy
a) melyik a hamis?

b) melyik a hamis, és az könnyebb vagy nehezebb a valódinál?

Tegyük először a mérleg egyik oldalára a 2-es és a 3-as, a másik oldalra pedig az 5-ös érmét, a második mérésnél pedig az egyik oldalra a 3-as, a másikra az 1-es és 2-es érmét. Könnyen látható, hogy ezután a 2 mérés után biztosan tudunk válaszolni arra is, hogy melyik érme nem szabványos súlyú, és arra is, hogy az nehezebb vagy könnyebb a többinél. A lehetséges kimenetelek esetén adandó válaszokat az alábbi táblázat mutatja:
	
	
	2 + 3 ? 5 eredménye

	
	
	<
	>
	=

	1 + 2 ? 3 eredménye
	<
	2-es könnyű
	3-as nehéz
	1-es könnyű

	
	>
	3-as könnyű
	2-es nehéz
	1-es nehéz

	
	=
	5-ös nehéz
	5-ös könnyű
	nem lehet


A táblázat helyességét ellenőrizni nem nehéz, és az is látható, hogy egyetlen mérés biztosan nem lehet minden esetben elegendő. Így a válasz mindkét kérdésre 2.

5. Rendezzük a következő listát beszúrásos, buborék- és összefésüléses rendezés segítségével: 

4, 11, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 16.

A buborék rendezés lépései (az éppen összehasonlított párokat aláhúzással, a már végleges helyükön szereplő elemeket pedig félkövér szedéssel jelöltük):

1. ciklus: 4, 11, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 16

4, 9, 11, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 16

4, 9, 10, 11, 5, 6, 8, 1, 2, 16

4, 9, 10, 5, 11, 6, 8, 1, 2, 16

4, 9, 10, 5, 6, 11, 8, 1, 2, 16

4, 9, 10, 5, 6, 8, 11, 1, 2, 16

4, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 11, 2, 16

4, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 11, 16

4, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 11, 16
2. ciklus: 4, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 11, 16

4, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 11, 16

4, 9, 5, 10, 6, 8, 1, 2, 11, 16

4, 9, 5, 6, 10, 8, 1, 2, 11, 16

4, 9, 5, 6, 8, 10, 1, 2, 11, 16

4, 9, 5, 6, 8, 1, 10, 2, 11, 16

4, 9, 5, 6, 8, 1, 2, 10, 11, 16

4, 9, 5, 6, 8, 1, 2, 10, 11, 16
Innentől nem írunk le minden lépést egyenként, csak az egyes ciklusok végén előálló listákat:

3. ciklus vége: 4, 5, 6, 8, 1, 2, 9, 10, 11, 16
4. ciklus vége: 4, 5, 6, 1, 2, 8, 9, 10, 11, 16
5. ciklus vége: 4, 5, 1, 2, 6, 8, 9, 10, 11, 16
6. ciklus vége: 4, 1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 16
7. ciklus vége: 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 16
8. ciklus vége: 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 16

A 8. ciklusban már nem volt szükség egyetlen párcserére sem, így az algoritmus hamarabb leáll, mint az elméletileg garantált 9. ciklus. 
A beszúrásos rendezés lépései: 

4
4, 11

4, 9, 11

4, 9, 10, 11

4, 5, 9, 10, 11

4, 5, 6, 9, 10, 11

4, 5, 6, 8, 9, 10, 11

1, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11

1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11

1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 16.
Az összefésüléses rendezés lépései (az egyes listákat „|” jellel választjuk el):
Lebontás: 4, 11, 9, 10, 5, 6, 8, 1, 2, 16
 4, 11, 9, 10, 5 | 6, 8, 1, 2, 16

 4, 11 | 9, 10, 5 | 6, 8 | 1, 2, 16

 4 | 11 | 9 | 10, 5 | 6 | 8 | 1 | 2, 16

 4 | 11 | 9 | 10 | 5 | 6 | 8 | 1 | 2 | 16

Összefésülés: 4 | 11 | 9 | 5, 10 | 6 | 8 | 1 | 2, 16

 4, 11 | 5, 9, 10 | 6, 8 | 1, 2, 16

 4, 5, 9, 10, 11 | 1, 2, 6, 8, 16

6.  1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 16.
7. A (6, 4, 8, 3, 7, 2, 5, 1) tömb rendezése során (a rendező algoritmus néhány lépése után) a következő közbülső állapot jött létre: (4, 6, 3, 8, 7, 2, 5, 1). Az alább felsorolt módszerek közül mely(ek) alkalmazásakor fordulhatott elő?


(a) beszúrásos rendezés    (b) buborékrendezés     (c) összefésüléses rendezés      (d) gyorsrendezés

7 elem rendezésekor a beszúrásos és az összefésüléses rendezés esetén csak a legvégén állhat elő 7-elemű lista. Mivel a megadott számsor nem rendezett, ezért ezt a két rendezési módszert rögtön kizárhatjuk. A buborékrendezés esetén viszont már előállhat ez a közbülső állapot:
6, 4, 8, 3, 7, 2, 5, 1

4, 6, 8, 3, 7, 2, 5, 1

4, 6, 8, 3, 7, 2, 5, 1

4, 6, 3, 8, 7, 2, 5, 1   - ez épp a megadott számsor.

Gyorsrendezés esetén viszont biztosan nem állhat elő ez a lista közbülső állapotként. Ennek oka, hogy mind a 6-os és 4-es, mind pedig a 3-as és 8-as elem sorrendje felcserélődött. Azonban mivel a gyorsrendezés konzervatív, így ez csak akkor lehetséges, hogyha már legalább egy teljes partíciós eljárás végigfutott. Ekkor viszont az 1-es elem semmiképpen sem maradhatott volna a lista legvégén, azaz ilyen közbülső állapot nem jöhetett létre.
8. Igaz-e, hogy ha a G gráf szomszédossági mátrixának 5. hatványában a főátló nem minden eleme 0, akkor van a gráfban 5 hosszú kör? Mit mondhatunk egyszerű gráfok esetén?
Nem, az állítás nem igaz, még egyszerű gráfok esetén sem. Az, hogy a szomszédossági mátrix 5. hatványában a főátló nem minden eleme 0, pontosan azt jelenti, hogy van a gráfban 5 hosszú zárt élsorozat (azaz zárt séta). Azonban ebből egyáltalán nem következik, hogy a gráfban van 5 hosszú kör, hiszen a sétában ismétlődhetnek az egyes élek. Erre jó példa az alábbi (egyszerű) gráf:
[image: image3.png]



A gráfban nyilván nincs 5 hosszú kör, viszont egy lehetséges 5 hosszú zárt séta a következő: A-B-C-A-B-A.
9. A G irányítatlan gráf szomszédossági mátrixát jelölje A. Tudjuk, hogy G-ben nincs hurokél, továbbá azt, hogy A3 főátlóbeli elemeinek összege 120. Hány 3 hosszú kör van G-ben? 
Az, hogy a gráf szomszédossági mátrixában a főátlóbeli elemek összege 120, pontosan azt jelenti, hogy 120 darab 3 hosszú zárt élsorozat létezik a gráfban. Egy 3 hosszú zárt élsorozat a következőképpen nézhet ki: 
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Mivel viszont a gráfban nincs hurokél, ezért csak a 4. eset lehetséges, azaz a hurokélmentesség miatt minden 3 hosszú zárt élsorozat valójában egy 3 hosszú kör egy körbejárása. Viszont egyetlen 3 hosszú kört 3!=6 
-féleképpen is körbe lehet járni, pl. a fenti (A, B, C pontokból álló) kör különböző körbejárásai:

A-B-C-A
A-C-B-A

B-C-A-B
B-A-C-B

C-A-B-C
C-B-A-C.

Emiatt a 120 darab 3 hosszú zárt élsorozat valójában csak 120 / 6 = 20 különböző körhöz tartozik, azaz a gráfban 20 darab 3 hosszú kör van.

10. Legyen A az n csúcsú, G egyszerű, összefüggő gráf szomszédossági mátrixa. Mi a G gráf, ha tudjuk, hogy az A+A2 mátrix minden eleme azonos?
Legyen az A+A2 mátrix minden eleme k. Mivel az A mátrix a főátlóban (a hurokélmentesség miatt) mindenhol 0, ezért azt tudjuk, hogy minden pontból k darab 2 hosszú zárt élsorozat indul ki. Viszont minden zárt 2-hosszú élsorozat úgy néz ki, hogy az adott pontból elindul egy élen, majd (egyszerű gráf esetén) ugyanazon az élen visszatér a kiindulási pontba. Emiatt egy adott x pontból pontosan annyi 2-hosszú zárt élsorozat indul, ahány szomszédja van x-nek, azaz d(x). Ebből következik, hogy minden x-re d(x) = k, azaz a gráf k-reguláris.
Minden egyes élnek 2 darab 1-es bejegyzés felel meg a szomszédossági mátrixban, amiatt A elemeinek összege 
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. Számoljuk meg a 2 hosszú sétákat is, mégpedig aszerint, hogy melyik a középső pontjuk. Ha egy séta középső pontja valamely x pont, akkor a séta első és második éle is egy tetszőleges, x-re illeszkedő él. Mivel ilyen élből d(x) = k darab van, és mivel az élek sorrendje is fontos, azért összesen k2 darab x középpontú séta van. (Vegyük észre, hogy így a zárt sétákat is megszámoltuk.) Emiatt A2 elemeinek összege, azaz az összes 2-hosszú séták száma éppen 
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, ahonnan n = k + 1. Emiatt a gráf csakis egy n pontú teljes gráf lehet.
11. Lássuk be, hogy egy egyszerű, irányítatlan gráf akkor és csak akkor páros, hogyha a szomszédossági mátrixának minden páratlan kitevőjű hatványában minden diagonál-elem zérus!
Ha egy gráf páros, akkor benne minden séta olyan, hogy felváltva tartalmaz pontokat a két pontosztályból. Emiatt minden zárt élsorozat páros sok élen megy át, vagyis a gráfban nincs páratlan hosszú zárt élsorozat. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a szomszédossági mátrix minden páratlan kitevőjű hatványában minden főátlóbeli elem 0. 

Fordítva, ha egy gráf szomszédossági mátrixának minden hatványának minden főátlóbeli eleme 0, akkor persze nem lehet a gráfban páratlan hosszú kör (hiszen egy 2k+1 hosszú kör a 2k+1. hatványban megjelenne a főátlóban). Viszont ismert, hogy egy gráf pontosan akkor páros, hogyha nincs benne páratlan kör. Ezt felhasználva tehát a gráf páros, azaz az állítást mindkét irányban igazoltuk.

12. Legyen G egy n pontú, irányítatlan, egyszerű, összefüggő gráf, és jelölje A a G szomszédossági mátrixát. Bizonyítsuk be, hogy minden 1( i, j ( n számpárhoz található olyan 1( k ( n szám, hogy az Ak mátrix i-edik sorának j-edik eleme nem nulla.
Az, hogy egy adott 1( i, j ( n számpár esetén az Ak mátrix i-edik sorának j-edik eleme nem 0, pontosan azt jelenti, hogy van k hosszú élsorozat az i-edik pontból a j-edikbe. Az pedig, hogy egy adott 1( i, j ( n számpárhoz található olyan 1( k ( n szám, hogy az Ak mátrix i-edik sorának j-edik eleme nem 0, pontosan azt jelenti, hogy van tetszőleges hosszú élsorozat az i-edik pontból a j-edikbe. Ez viszont valóban minden pontpár esetén teljesül, hiszen egy összefüggő gráfban tetszőleges két pont között van út, ami egyben persze egy séta is.
13. Legyen A egy egyszerű, irányítatlan gráf szomszédossági mátrixa. Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor igaz, hogy A bármely két sorának a skaláris szorzata legfeljebb egy, ha a gráf nem tartalmaz 4-hosszú kört!
Egy irányítatlan, egyszerű gráf szomszédossági mátrixa csak 0-kat és 1-eseket tartalmaz. Az, hogy a gráf bármely két sorának skaláris szorzata legfeljebb 1, azt jelenti, hogy bármely két sorra igaz, hogy legfeljebb egyetlen olyan koordináta van, melyben mindkét sor 1-est tartalmaz. (Ez közvetlenül a skaláris szorzás definíciójából következik van, hiszen ha az egyik sor elemei a1, a2, ..., an, a másik sor elemei pedig b1, b2, ..., bn, akkor a két sor skaláris szorzata 
[image: image10.wmf]n

n

n

i

i

i

b

a

b

a

b

a

b

a

+

+

+

=

×

å

=

K

2

2

1

1

1

. Ebben az összegben pedig csak legfeljebb egyetlen elem lehet 1-es, a többi tag 0.) Ezt felhasználva az állítást abban a formában látjuk be, hogy pontosan akkor létezik 4 hosszú kör a gráfban, hogyha van két olyan sor, melyekben legalább 2 megegyező koordinátában 1-es áll. 
Tegyük fel, hogy van egy gráfban két olyan sor (mondjuk az i. és a j.), melyek két azonos koordinátában (legyenek ezek a k. és m. oszlopok) 1-eseket tartalmaznak. Ekkor a szomszédossági mátrix definíciója szerint az i-edik sorszámú pont és a j-edik sorszámú pont is össze van kötve mind a k-adik, mind az m-edik sorszámú ponttal. Ez pedig éppen egy 4 hosszú kör: 
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Fordítva, tegyük most fel, hogy van egy 4-hosszú kör a gráfban, mondjuk legyenek a pontok sorszámai (a kör egy körbejárásával megegyező sorrendben) i, j, k és m. Ekkor viszont az i. sorban és a k. sorban is igaz, hogy mind a j-edik, mind az m-edik koordinátában 1-es áll, emiatt a két sor skaláris szorzata valóban legalább 2. Ezzel az állítást mindkét irányban beláttuk.
[image: image12.png]


































































































































































_1194082227.unknown

_1194082325.unknown

_1194082393.unknown

_1194083557.unknown

_1194082289.unknown

_1194064965.unknown

_1194081721.unknown

_1194064894.unknown

