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10. gyakorlat
Csoportelméleti alapfogalmak

1. Dontsd el, hogy az alabbi halmazok a megadott miiveletre nézve félcsoportot, csoportot illetve Abel-csoportot
alkotnak-e!
a) a pdros szdmok halmaza, a miivelet az osszeadds
b) egy tetszbleges X halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza, a miivelet az unié

c) egy tetszGleges X halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza, a miivelet a szimmetrikus differencia, ahol
A és B szimmetrikus differencidja: AAB = (A\ B) U (B \ A)

d) azegész szamok halmaza, a miivelet az a x b = a + b + 1 képlettel adott x mivelet

e) a(—1)-tdl kiilonboz valés szamok, a miivelet az a x b = ab + a + b képlettel adott x miivelet
2. Adjuk meg az alabbi csoportok Cayley-tablajat!

a) modulo 3 maradékosztilyok a modulo 3 osszeaddsra nézve

b) modulo 8§ redukélt maradékosztilyok a modulo 8 szorzésra nézve

3. Egy szabélyos 0tszog cstcsait szamozzuk meg az éramutatd jardsaval ellenkezd irdnyban 1-t6l 5-ig. Je-
16lje t; az i-edik cstcson és a vele szemkozti oldal felez&pontjan dtmend tengelyre valo titkrozést. Jelolje
fr2, f1a4, fo16 és fosg az 6tszog kozéppontja koriili, megfelels szogi forgatdst. Végiil jeliilje I az identitast.
Végezd el a szabdlyos 6tsz0g szimmetriacsoportjaban az alabbi miiveleteket!

a) fiaa-t
b) fro-ta- fra-ta
c) (t1-t3)!

4. Egy G csoportban minden elem négyzete az egységelem. Bizonyitsd be, hogy G Abel-csoport!
5. Bizonyitsd be, hogy tetsz8leges G csoport tetszSleges a és b elemére (a - b) =t = b~1 - a ! teljesiil!

6. Van-e olyan 20 rend( csoport, melyben van 5 rendii elem, de nincs 20 rendi elem?
Es van-e olyan 20 rendii csoport, melyben van 20 rendii elem, de nincs 5 rendd elem?

7. A G csoport a, b és c elemei kiilonboznek az e egységtdl és a®> = b> = ¢ = e. Léssuk be, hogy G-nek
legaldbb 100 eleme van.

8. Legyenek a GG csoport elemei az 1,2,3,4,5,6 szamok, a miivelet pedig a modulo 7 szorzas. Igazoljuk, hogy a
G csoport ciklikus! Adjuk meg a részcsoportjait!

9. Hény részcsoportja van a 15 rendi ciklikus csoportnak?

10. Dontsd el, hogy az aldbbi halmazok a megadott miiveletre nézve félcsoportot, csoportot illetve Abel-csoportot
alkotnak-e!
a) az egész szdmok halmaza, a miivelet az 6sszeadds
b) a sikvektorok halmaza, a mivelet a vektorosszeadas
c) az 6sszes n-edik komplex egységgyok, a miivelet a szorzas
d) négyzetes matrixok, a miivelet a matrixszorzas
e) négyzetes nemszinguldris matrixok, a miivelet a matrixszorzds

f) négyzetes | determindnsu matrixok, a mivelet a matrixszorzas

g) a0,...,n—1szamok, a miivelet a modulo n dsszeadds
h) a0,...,n — 1szdmok, a miivelet a modulo n szorzis
i) al,...,n— 1szamok, a miivelet a modulo n szorzas

tik, hax =y

tak, hag £y <eplettel megadottxmivelet.

j) a{tik, tak} halmaz, a mtiveletaz x x y = {



11.

12.

13.

14.
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k) a{a+b0v2:a,b€Q,a®+b? # 0} szimhalmaz, a miivelet a szorzas

Hatarozd meg az aldbbi geometriai elemek szimmetriacsoportjat ugy, hogy nevet adsz az elemeiknek, és
felirod a miiveleti tablat!

a) téglalap c) szabdlyoshdromszog e) paralelogramma g)
b) kocka d) szabdlyos tetraéder f) deltoid

A G véges Abel-csoport 6sszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy eredmé-
nyiil G olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze nmaga!

Az aldbbi kovetkeztetések koziil melyek teljesiilnek minden csoportban?

a) ar=ay=>c=y d za=ya=>z=y g Ta=ay=x=y
b) abxr=aby=>z=y e) arb=ayb=>x=1y h) bra=ayp=>z=y
) ar=1=>x=a""! ) abx=1=>2=a"1b"" ) abzx=1=z=0b"1g!

7z

Legyen G egy csoport, és G < G, G2 < G. Igazak-e a kdvekezd éllitasok?
a) GiUGy <G
b) GinNG: <G

Mik a részcsoportjai az n rendd ciklikus csoportnak? Bizonyitsuk be, hogy ciklikus csoport részcsoportja is
ciklikus!

Legyen K és H a G csoport két részcsoportja gy, hogy K rendje és H rendje relativ primek. Bizonyitsuk
be, hogy K -nak és H-nak csak az egységelem a k6zos eleme.



