Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok megoldasa
2007. aprilis 26.

Ez a példamegoldas minden feladatra csak egy lehetséges megoldast ad, természetesen
barmely més jo6 megoldast is elfogadunk. Ha hibat taléltok valahol, azt kérlek jelezzétek nekem
emailben! K6szonom!

Schlotter I1di

1. Egy 30 {6s tarsasagban mindenki legalabb 20 embert ismer a tobbiek koziil (az ismeretségek
kolesonosek). Tudjuk, hogy barhogyan valasztunk ki a tarsasag tagjai koziil 4 embert, koziiliik
kivalaszthatd 2 olyan, akik nem ismerik egymést. A tarsasiag harom tagja Bakacs tr, Szakacs
ur és Takacs ar. Bakacs Gr nem ismeri sem Szakacs urat, sem Takécs urat. Ismeri-e egymast
Szakacs ur és Takacs ar?

Megoldas.

A feladatot modellezziik egy G graffal, melynek cstcsai a tarsasag tagjainak felelnek meg,
két csics pedig akkor van 0sszekotve, ha a nekik megfelel6 emberek ismerik egymast. A feladat
szovege szerint G-nek 30 pontja van, és minden pontjanak a foka legalabb 20. Emiatt |E(G)| >
3020 = 300.

Ugyanakkor mivel tetszéleges 4 pontot kivalasztva biztos van koztiik ketts, melyek nem
szomszédosak, a grafban nincs 4 méreti klikk, vagyis w(G) < 3. Ezért a Turan-tétel alapjan
|E(G)| < |E(T3503)], ahol T35 a 30 pontt, 3 osztalyn Turan-graf. Ennek minden osztalyaban
10 pont van, gy két tetszbleges pontosztaly kozott 10% él fut. Innen rogton adodik, hogy
|E(G)| < |BE(Tyz)] = (3)10> = 300. Ezt 6sszevetve az el6z6 becsléssel azt kapjuk, hogy
|E(G)| = 300, ami a Turan-tétel szerint csak ugy lehetséges, ha G izomorf a megfelel Turan-
graffal, azaz a T3 3 graffal.

Az, hogy Bakacs nem ismeri sem Szakacsot, sem Takacsot, emiatt azt jelenti, hogy Ba-
kacs egy osztdlyban van Szakacs és Takéics urakkal is. Ekkor persze Szakacs és Takacs is egy
osztalyban vannak, tehiat nem ismerik egymast.

2. Hatéarozzuk meg az Gsszes olyan pozitiv egészt, amelyekre teljesiil, hogy a (pozitiv) osztoik
szama 8 és a (pozitiv) osztoik Osszege paratlan szam!

Megoldas.

Ha n primtényezds felbontasa pi'ps*...po*, akkor n osztoinak szama (o + 1)(ae +
1)...(ag + 1). Mivel jelen esetben ez a szorzat 8 = 4 -2 = 2 -2 -2, ezért egy, a feladat
szovegének megfelel§ n szam primtényezds felbontasédnak alakja csak haromféle lehet: p! vagy

Pip2 Vagy pipaps.
Vizsgaljuk meg, hogy a harom esetben hogy alakul az osztok szama.

a) n = p! esetén az osztok szama (1 + p; + p? + p3 + --- + p!). Ha p; paratlan, akkor ez 8
darab paratlan szam Osszege, ami paros. Emiatt p; nem lehet paratlan. Mivel az egyetlen
paros primszam a 2, ezért n = 27. Ekkor az osztok szama valoban paratlan, igy ez a szam
megfelels.

b) n = pips esetén az osztok szama (1 + py + pi + p?))(1 + p2). Ha po paratlan, akkor ez
persze paros. Ugyanakkor ha p; paratlan, akkor is paros lesz a szorzat, hiszen 4 paratlan
szam Osszege paros. Ezért az osztok Osszege csak akkor lehetne paratlan, ha p; és p, két
kiilonb6z6 paros prim lenne, ami nem lehetséges.



¢) n = pipaps esetén az osztok szama (1 + p1)(1 + p2)(1 + p3). Ennek a szorzatnak a té-
nyez6i akkor paratlanok, ha py, ps és p3 is paros. Mivel azonban nincs 3 kiilonb6z6 paros
primszam, ezért ez az eset sem hoz be ijabb megoldasokat.

Osszefoglalva tehat az egyetlen megoldas a 2.

3. Valamely n egészre teljesiil, hogy 18n és n 4 1 ugyanazt a maradékot adjik 202-vel osztva.
Mi lehet ez a kozos maradék?

Megoldas.
A feladatot atfogalmazva azt kapjuk, hogy 18n = n + 1 (mod202). Ezt atrendezve kapjuk
a kovetkezd kongruenciat:

17n = 1 (mod 202) Ezt 12-vel beszorozva:
204n = 12 (mod 202)
2n = 12 (mod 202) Ezt 2-vel elosztva:
n = 6 (mod 101 = 202/(202,2)) hiszen (202,2) = 2.

Innen n = 6 vagy n = 107 (mod 202). Vegyiik észre, hogy a 12-vel valo szorzas nem volt
ekvivalens atalakitas, hiszen (12,202) # 1. Emiatt bejohettek hamis gyokok is a megoldas
soran, igy a kapott ereményeket ellendrizni kell.

17-6 =102 # 1 (mod 202) tehat a 6 nem megoldas,
17-107 = 1819 = 1 (mod 202) tehat a 107 megoldas.
A feladat kérdése 18n és n + 1 kozos maradéka volt modulo 202, ami a ezek szerint 108.

4. Legyen n = 200704261601. Hatarozzuk meg n" utolsdé harom szamjegyét!

Megoldas.

Egy szam utols6é harom szamjegye nem mas, mint az 1000-rel vett osztasi maradéka, igy a
feladat az n” = x (mod1000) kongruencia megoldasa.

Vegyiik észre, hogy n utols6 szamjegye 1, igy sem 2-vel, sem 5-el nem oszthato, emiatt
(n,1000) = 1. Ezért alkalmazhatjuk az Euler-Fermat-tételt ugy, hogy n az alap és 1000 a
modulus. Ekkor persze sziikségiink lesz ¢(1000)-re. Felhasznalva, hogy (23, 5%) = 1:

#(1000) = ¢(23)p(5%) = (23 — 22)(5% — 5?) = 4 - 100 = 400.

Emiatt tehat az Euler-Fermat-tétel a kovetkezét adja: n?1%) = n = 1 (mod 1000).
Ahhoz, hogy ezt fel tudjuk hasznélni, sziikségiink van a kitevd, azaz n maradékara modulo 400.
Mivel 400 | 10000, ezért 400 | 200704260000 = n—1601. Innen adodik, hogy n = 200704260000+
1600 + 1 miatt n = 1 (mod 400), vagyis n felirhato 400k + 1 alakban valamely k egész szamra.

Innen a kérdéses maradék meghatarozasa:

n = pA00ktl — g pA00k — . (pA00YF =y 1k — = 601 (mod 1000).

Vagyis n" harom utolsé szamjegye 601.

5. Milyen maradékot ad a 36 legkisebb 23-mal oszthatd pozitiv egész szam szorzata 37-tel
oszva?

Megoldas.

A 36 legkisebb 23-mal oszhaté pozitiv egész szam a kovetkezs: 23,2 - 23,3 -23,...,36 - 23.
Ezek szorzata apro Atrendezés utan n = 36! - 23%.

Mivel (23,37) = 1 valamint a 37 primszam, ezért az Euler-Fermat-tétel alapjan 23¢
23%¢ = 1 (mod 37). Ismét kihasznalva, hogy a 37 prim, a Wilson-tétel alapjan meghatéroz-
hatjuk 36! maradékat is: 36! = (37 — 1)! = —1 (mod 37). Innen tehat a kérdéses maradék
36! -23% = (—1) - 1 = 36 (mod 37).

6. Legyen H = R\ {0} a nullatol kiilonbozs valos szamok halmaza. Ertelmezziik H-n a x
miiveletet a kovetkezGképpen:



(Itt - és : a valos szamok hagyoméanyos szorzasat és osztasat jeldlik. Igy példaul 2 % 3 = 6 és
(—4) 5 = —1.) Csoportot alkot-e H a * miiveletre nézve?

Megoldas.

Elgszor ellendrizziik, hogy a megadott * mivelet valoban miivelet-e. Mivel két nemnulla
valos szamok kiindulva mind az osztas, mind a szorzas eredménye is nemnulla valos szam lesz,
ezért a miiveleti zartsag teljesiil.

Az asszociativitas nem trivialis, hiszen az (a % b) % ¢ és a x (b * ¢) eredménye fiigg a és b
elGjelétsl. A négy lehetséges eset a kovetkezd:

a) Haa>0ésb>0,akkor
(axb)*xc=(a-b)*xc=(a-b)-c=abe és
a*x(bxc)=ax(b-c)=a-(b-c)=abe.

b) Haa >0 ésb <0, akkor
(axb)xc=(a-b)xc=(a-b):c=2 és
ax(bxc)=ax(b:c)=a-(b:c)=2L.

¢) Haa <0ésb>0, akkor
(axb)xc=(a:b)xc=(a:b):c=2 és
ax(bxc)=ax(b-c)=a:(b-c)= 2.

d) Haa <0ésb <0, akkor
(axb)xc=(a:b)xc=(a:b)-c=% és
ax(bxc)=ax((b:c)=a:(b:c)=%.

Az asszociativitas tehat minden esetben teljesiil.

Egységelemnek megfelel az 1 valos szam. Ehhez a kovetkezdket kell belatni: ax1 = 1%xa = a
tetszéleges a elemre teljesiil. Mivel a -1 =a : 1 = a, ezért a x 1 = a igaz. Emellet 1 > 0 miatt
1xa=1-a=a szintén teljesiil.

Az inverz meghatarozasanal kiilon kell kezelni a pozitiv és a negativ szamokat. Legyen

-1 1 1

a~ = a, ha a < 0, ekkor valoban a *xa™ =a " *xa =a*xa = a :a = 1. Ha pedig a > 0,
akkor legyen a~' = 1. Ekkor teljesiil a*a™! = a -+ = a, és hasonloan mivel ekkor £ > 0, ezért
a~txa=1%.a=aszintén igaz.

A megadott struktira tehat csoport.

7. Legyen (G, -) egy tetsz6leges csoport. Tegyiik fel, hogy a csoport valamely harom a, b, c € G
elemére a-b=c, b-c=a és c-a = b teljesiil. Hatarozzuk meg az a - ¢ - b szorzat értékét!

Megoldas.

Keressiik tehat azt az x elemét a csoportnak, melyre x = a - c- b. Ezt az egyenletet jobbrol
szorozva a kovetkezdt kapjuk: x - ¢ = a - ¢ - b - c. Felhasznalva, hogy a csoportbeli miivelet
asszociativ, a megadott egyenléségek alapjan r-c=a-c-b-c=a-c-a=a-b=c. A kapott
x - ¢ = c egyenletet jobbrol ¢ inverzével szorozva (errdl tudjuk, hogy létezik) kapjuk, hogy
x =c-c ! = e, ahol e a csoport egységeleme.

Megjegyzés: nagyon fontos, hogy itt csak olyan tulajdonsidgokat hasznaltunk (asszociativi-
tas, inverz létezése), melyek minden csoportban teljesiilnek. Azt viszont nem tételezhetjiik fel,
hogy a csoport kommutativ is, igy a szorzatokat atrendezni nem lehet!

8. Van-e a D5 diédercsoportnak
a) 8 elemii részcsoportja;
b) 10 elemii részcsoportja?



Megoldas.

A Dy5 csoport rendje 30, hiszen 15 tiikrozést, és az identitason kiviil még 14 forgatast
tartalmaz. A Lagrange-tétel alapjan D5 tetsz6leges részesoportjanak rendje osztoja | Dys| = 30-
nak, igy persze nem lehet 8 elemt részcsoportja D5-nek.

Vegyiik észre, hogy 10 elemt részcsoport 1étét nem tiltja, de nem is igazolja a Lagrange-
tétel. Meg tudjuk viszont adni egy lehetséges 10 elemt részcsoportjat Dis-nek. Ehhez rogzitsiik
a 15 csucsu szabdlyos sokszogiinknek minden harmadik csticsat, ezek egy szabalyos Gtszoget
alkotnak. Konnyt latni, hogy azon Dis-beli transzformaciok halmaza, melyek ezt a szabalyos
otszoget helyben hagyjak, épp egy 10 elemii részcsoportja lesz Dis-nek. Ennek oka, hogy ez a
halmaz (a kompoziciora nézve) valojaban izomorf a D5 diédercsoporttal.



