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. Adjuk meg a p paraméter fiiggvényében a ( 2

8. gyakorlat
Linedris leképezések és matrixaik, képtér, magtér

. Legyen V a valds sikvektorok tere. Egy A : V' — V linedris transzforméciordl tudjuk, hogy az (1,2) vektorhoz

a (6,7) vektort, a (—1,2) vektorhoz pedig a (8, 9) vektort rendeli. Irjuk fel .4 métrixat a szokasos {(1,0), (0,1)}
bdzisban.

. A legfeljebb 6todfoku valés egyiitthatds polinomok vektorteret alkotnak. Jelolje P5 ezt a vektorteret. Dontsiik el,

hogy az alabb definidlt leképezés linedris-e! Ha igen, irjuk fel A matrixét egy tetsz6legesen megvdlasztott bazisban,
és adjuk meg a képterét, magterét is!
a)A:P5—>P5,ésA(f(:c)) ()
b) A: Ps — Ps5,és A(f(x)) = fi(x)
c) A: Ps — Ps,és A(f(z)) = f'(x), ahol f'(x) az f(z) derivaltjat jeloli.
(f(2)) (
(f(2))

fo(x), ahol fo(z) az azonosan 0 polinom.

>
b

ahol f; () az azonosan 1 polinom.

x
d) A: Ps — P5,és A(f(z))) = xf'(x), ahol f'(x) az f(x) derivaltjat jelsli.
e) A: Ps — P5,és A(f(z))) = af'(z) + 0, ahol f/(z) az f(x) derivaltjat jelsli, valamint o, 5 € R.

. Legyen A linedris leképezés V1-b6Sl Va-be, valamint vy, . .., v, € Vi. Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?

a) Hawvy,..., v generdtorrendszer V;-ben, akkor A(vy), ..., A(vx) generdtorrendszer V-ben.
b) Havy,. .., vy linedrisan fiiggetlenek, akkor A(v1), . .., A(vx) linedrisan fiiggetlenek.
¢) Ha A(vy),..., A(vg) linedrisan fiiggetlenek, akkor vy, . .., vy linedrisan fiiggetlenek.
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1 p 2 )métrixﬁ linedris leképezés képterét és magterét.

. Az A : Vi — V; linedris leképezésrdl tudjuk, hogy teljesiil rd az aldbbi két feltétel:

i) tetsz6leges 7 elem képe linedrisan 6sszefiiggd.
ii) tetszSleges 8 linedrisan fiiggetlen V;-beli elem kozott van olyan, amelyiknek a képe nem 0.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor dim V7 < 13.

. Legyen A egy tetsz8leges m x n-es matrix. Legyen W = {z € R™ : A -z = 0}. Bizonyitsd be, hogy W altér

R"™-ben és dim W = n — r(A).

. Legyen A egy linedris leképezés, és legyen A ennek egy tetszleges bazisparban felirt matrixa. Bizonyitsuk be, hogy

r(A) = dim ImA.

. Legyen V = R? a sikvektorok szokésos tere, és legyen A : V — V egy linedris transzformaci6. Az A métrixa a

T

b, = (1,1) és by = (1, —1) vektorokbdl 4ll6 bazisban felirva: (; 1

hogy (3,1) € KerA.

). Hatarozzuk meg x és y értékét, ha tudjuk,

. Legyen az A matrix 4ltal a V' vektortéren megvaldsitott A linedris transzformdci6 olyan, hogy KerA tartalmazza

ImA-t. Mutassuk meg, hogy ekkor A? = 0.

Legyen A : U — V egy linedris leképezés. Mutassuk meg, hogy az U és V vektorterekben megadhat6 egy-egy

bazis ugy, hogy A matrixét ezek szerint felirva a kapott matrixban a "féatléban" (azaz ahol a sor- és oszlopindexek
egyenl6k) minden elem 1 vagy 0, a tobbi elem pedig 0.

Lassuk be a kovetkezdket:

k
cosp —sing\ _ [coskp —sinkd " ce
a) (Sm b coso ) = (sink 6 cosko tetsz6leges k pozitiv egészre

b) {x-tengelyre tiikriizés} x {y-tengelyre tikkr6zés} = {kdzéppontos tiikrozés }
(ahol a fenti transzformaciok a kétdimenzids sikon értend k)

Legyen V egy 37 dimenziés vektortér, A : V — V pedig egy linedris transzforméci6. Tudjuk, hogy dim ImA? = 7.
Mennyi ezen feltétel mellett dim K er.A lehetséges legkisebb értéke?

Bizonyitsd be, hogy ha A és B n x n-es matrixok, és A - B = 0, akkor r(A) + r(B) < n.



