A szdmitdstudomany alapjai

Extra tananyag: linedris leképezések



Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re
(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(u+v) =Au+ Av..

Ha tehat az R" tér vektorait egy A mdtrixszal torténd balszorzassal dtvissziik at
az R¥ térbe, akkor az igy definialt leképezésre teljesiilnek a fenti tulajdonsagok.
Ennek érdemes nevet adni, mert fontosak azok a filiggvények, amik rendelkeznek

ezzel a tulajdonsiggal. Pontosan ezt tessziik meg az aldbbi definiciéban.
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Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re
(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(u+v)=Au+Av .



Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re

(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(u+v)=Au+Av .
Def: Tth U <R¥ és V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Vu,v € R, VA € R esetén

(1) F(A\v) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="~(u)+ f(v) teljesil.



Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re
(1) A(Av) =X - Av ill. (2) Alu+v) =Au+ Av .
Def: Tth U <R¥ és V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R, V) € R esetén

(1) F(Aw) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="~(u)+ f(v) teljesil.

Példa: Linedris leképezés R?-b8l R2-be (a szokasos helyvektorokon) az origéra
tiikrozés, az origd koriili forgatds, az x tengelyre vetités, vagy egy origdn atmend
egyenesre tiikrozés. R? — R3 linedris leképezés példiul az, ha a sik minden
(x,y) pontjdhoz a tér (2x,0,y/2) pontjat rendeljiik.
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Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re

(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(u+v)=Au+Av .
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additiv, azaz ha Vu,v € R, VA € R esetén
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Tetsz. A € R"*X métrixra az A-val torténd balszorzds R*-bdl R"-be haté
linearis leképezést definial.



Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re

(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(lu+v) =Au+ Av .

Def: Tth U <R¥ és V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és

additiv, azaz ha Vu,v € R, VA € R esetén

(1) F(A\v) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="~(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R™** métrixra az A-val trténd balszorzas R*-bél R"-be haté

linedris leképezést definial.

Kinzé kérdés: Minden linearis leképezés megadhaté matrixszorzassal?
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Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re

(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(lu+v) =Au+ Av .

Def: Tth U <R¥ és V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és

additiv, azaz ha Yu,v € R, V) € R esetén

(1) F(A\v) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="~(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R™* matrixra az A-val torténd balszorzas R*-bél R"-be haté

linedris leképezést definial.

Kinzé kérdés: Minden linedris leképezés megadhaté matrixszorzassal?
Megnyugtaté valasz: Igen.



Linearis leképezések

Ha A € R™¥, akkor v — Av olyan R¥ — R" leképezés, amire az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek: Yu,v € R¥, VYA € R-re
(1) A(Av) =X - Av ill. (2) A(lu+v) =Au+ Av .
Def: Tth U <R¥ és V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Vu,v € R, VA € R esetén
(1) F(A\v) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="~(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R™** métrixra az A-val trténd balszorzas R*-bél R"-be haté
linedris leképezést definial.
Kinzé kérdés: Minden linedris leképezés megadhaté matrixszorzassal?
Megnyugtaté valasz: Igen.
Ezt most igazolni fogjuk.



Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu, v € R, VA € R esetén
(1) f(Av) = Af(v) ill. (2) f(u+v)="r(u)+ f(v) teljesiil.



Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és

additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén

(1) f(Av) = Mf(v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.
Tfh U < R¥,V < R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <>

f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0 Aif(u;) YA, u; -
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Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és

additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén

(1) f(Av) = Mf(v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.
Tfh U < R¥,V < R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <>

f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért

f(Aruy+. .o+ ewy) = F(Aayy) +- oo+ F(Awwy) = Aaf(uy)+- .-+ Aef(uy), azaz
f zart a linedris kombindcidra.



Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és

additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén

(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.
Tfh U < R¥,V < R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <>

f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért

f(Aruy+. .o+ ewy) = F(Aayy) +- oo+ F(Awwy) = Aaf(uy)+- .-+ Aef(uy), azaz

f zart a linedris kombindcidra.
«: Ha f zart a linedris kombinacidra, akkor

f(Au) = Af(u), hisz Au az u linedris kombinacidja, tovdbba f(u + v) = f(1u +
lv) = 1f(u) + 1f(v) = f(u) + f(v),
tehat £ homogén is és additiv is. Egyszéval f linedris leképezés. O
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f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -
Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =
S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek

egyértelmiien meghatdrozzak a linedris leképezést.
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Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
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Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =
S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek

egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Annak az igazolasdahoz, hogy minden f linearis leképezés el6all matrixszal torténo
balszorzéssal, elegendd csupan azt megmutatni, hogy van olyan [f] = A matrix,
amire f(b;) = Ab; teljesiil Vb;-re. Legyen ugyanis A ilyen matrix és tegyiik fel,
hogy u = A1b; + Xob, + ... tetszdleges. Ekkor a fentiek alapjan

f(u) = Mf(by) + X2f(by) + ... = M1Ab; + A2Ab, + ... = Au. Ezért minden u
vektor f szerinti f(u) képe megkaphatd az A matrixszal torténé balszorzéssal.
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Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
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Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil

V1 < i< m esetén.



Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.

Tfh U <R,V <R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <=
f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =

S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V

tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil
V1 < i< m esetén.

Biz:

Legyen B = (b;,...,b,,), és C = (vq,...,v,,)- A Lemma dllitdsa ekvivalens

azzal, hogy van olyan A matrix, amire A- B = C. A matrixszorzds kiilonos
tulajdonsdga kapcsan azt lattuk, hogy pontosan akkor van ilyen A ha C minden

sora elGall B sorainak linedris kombinacidjaként. Ezt fogjuk tehat most igazolni.
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Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.

Tfh U < R¥,V < R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <>
f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =

S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil

V1 < i< m esetén.
Biz:
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Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.
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Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =
S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil
V1 < i< m esetén.

Biz:

Mivel B bazis, ezért B oszlopai linedrisan fliggetlenek. Ilgy a B ESA-okkal RLA
mdtrixszd transzformilt alakja (ey,...,e,,), azaz I, all az RLA matrix tetején.
Ezért I, minden sora el6dll a B sorainak linedris kombinacidjaként. Minden m
oszlopbdl allé matrix, igy C is megkaphaté I, sorainak linedris kombinaciéjaként.
Tehat C sorai elédllnak nem csak I, de B sorainak linedris kombindcidjaként
is. O
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egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.
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Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.

Tfh U < R¥,V < R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <>
f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =
S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil
V1 < i< m esetén.

Tetsz8leges f : U — V linedris leképezés esetén van olyan [f] matrix,
amire [f]lu = f(u) teljesiil Vu € U esetén.
(Azaz minden linedris leképezés megkaphaté matrixszal torténd balszorzdsként.)



Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.
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Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =

S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil
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Tetszéleges f : U — V linedris leképezés esetén van olyan [f] matrix,
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Linearis leképezések

Def: Tth U <R¥ é V <R". Az f : U — V linedris leképezés, ha homogén és
additiv, azaz ha Yu,v € R¥, ¥\ € R esetén
(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.

Tfh U <R,V <R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <=
f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =
S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil
V1 < i< m esetén.

Tetszéleges f : U — V linedris leképezés esetén van olyan [f] matrix,
amire [f]lu = f(u) teljesiil Vu € U esetén.
Biz: Legyen {b,,...,b,} az U altér egy bazisa. A fenti Lemma szerint van olyan
[f] matrix, amire [f]b; = f(b;) teljesiil minden baziselemre. Az u — [f]u olyan
linedris leképezés, ami a b, baziselemeken megegyezik f-fel. Mivel minen linedris

leképezést egyértelmiien meghatdroznak a baziselemek képei, ezért f(u) = [flu
Yu e U. O
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(1) f(\v) = M (v) ill. (2) f(u+v) = f(u) + f(v) teljesil.

Tfh U <R,V <R". Ekkor f : U — V linedris leképezés <=
f zart a lineris kombindcidra, azaz f(320, Niw;) = S0, Aif(u;) YA, u; -

Ha f : U — V linedris lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és u =

S8 Aib;, akkor f(u) = S5, Aif(b;), azaz a baziselemeken felvett értékek
egyértelmiien meghatarozzik a linedris leképezést.

Tth U < R,V < R", {b,,...,b,} az U bazisa és v,,...,v, € V
tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A € R™* matrix, amire Ab, = v; teljesil

V1 < i< m esetén.
Tetszéleges f : U — V linedris leképezés esetén van olyan [f] matrix,

amire [f]lu = f(u) teljesiil Vu € U esetén.

Azt fogjuk most megfigyelni, hogyan is kell az f linedris leképezés [f] matrixat

kiszamitani a baziselemek képeinek segitségével.
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Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Megj: A fenti Allitas azt mondja ki, hogy az f linedris leképezést balszorzassal
megvaldsitd [f] matrixot tgy kapjuk meg, hogy a standard bazis elemeinek képeit,

mint oszlopvektorokat egy matrixba rendezziik.
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Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Biz: Azt kell megmutatni, hogy [f]v = f(v) teljesiil Vv € R*-re.
Lattuk, hogy [fle; = (f(ey), f(ey),-- -, f(e,)) & = f(e))
Ha tehdt v = > "7 | Aie;, akkor

L

[Flv = IS, Miey) = 225, Ailfley = D20, Aif(e)) = F(01L Aiey) = f(v)

(A 2-dik és 4-dik egyenléségnél f ill [f] linedris kombinacié tarté tulajdonsdgit,
a 3-diknal pedig a bizonyitas elején szerepld megfigyelést haszndltuk.) O
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Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
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Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa |\ . —sina , cosa —sina
(sina> ill. fa(e;) = ( cosa)’ fgy [fa] = (sina cosa)'
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Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
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Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =
cosa \ . —sina 7 cosa —sina

( sina) ill. fa(ey) = ( cosa)’ gy [fa] = ( sin a cosa)'

Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].
Megj: A Lemma azt mondja ki, hogy linearis leképezések egymdasutdnja olyan
linearis leképezés, aminek a matrixa a két linedris leképezés matrixdanak a szor-

zata, ahol a bal oldali tényezé a masodiknak elvégzett leképezés matrixa.



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =
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Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =
cosa \ . —sina z cosa  —sina

( sina) ill. fa(ey) = ( cosa)’ gy [fa] = ( sin cosa)'

Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].
Biz:
El6szor g o f linearitasat igazoljuk:
g(f(Aw)) = g(Af(u)) = Ag(f(u)) tehdt g o f homogén, ill.
g(f(u+v)) = g(f(u) + f(v)) = &(f(u)) + &(f(v)) vagyis g o f additiv is.
Tehat g o f csakugyan linedris leképezés.

Végul a kompozicidmatrixrdl szélé képlet helyességét bizonyitjuk.



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa \ . —sina z cosa  —sina
( sina> ill. fa(ey) = ( cosa)’ gy [fa] = ( sin a cosa)'
Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].

Biz:



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa |\ . —sina , cosa —sina
(sina) ill. fa(e;) = ( cosa)’ fgy [fa] = (sina cosa)'

Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].
Biz:
A tanultak szerint [g o f] i-dik oszlopa g(f(e;)) = [g]([fle;). Lattuk, hogy
[fle; az [f] i-dik oszlopa, igy [g]([f]e;) a [g] m&trix szorzata az [f] matrix i-dik
oszlopaval.
Ez pedig nem mds, mint az [g][f] szorzatmatrix i-dik oszlopa.
Ezek szerint a [g o f] matrix i-dik oszlopa megegyezik a [g][f] mé&trix i-dik
oszlopaval (Vi-re), igy aztan [g o f] = [g][f]. O
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Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa \ . —sina z cosa  —sina
( sina) ill. fa(ey) = ( cosa)’ gy [fa] = ( sin a cosa)'
Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.
Biz: Legyenek A,B ill. C az f,g és h linearis leképezések matrixai. Ekkor
A(BC) az f o (g o h), (AB)C pedig az (f o g) o h leképezés métrixa. Marpedig
fo(goh)(v)="r(g(h(v))) = (fog)o h(v) miatt e két leképezés megegyezik,
igy a matrixaik is azonosak. O



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa |\ . —sina , cosa —sina
(sina> ill. fa(e;) = ( cosa)’ fgy [fa] = (sina cosa)'

Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.



Linearis leképezés matrixa

Ha f : RX — R" linearis leképezés, akkor [f] = (f(e;),- - -, f(ey))-
Def: A fenti [f] métrix az f : RX — R" linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szdgii elforgatds R?-ben. Ekkor f.(e;) =

cosa \ . —sina z cosa  —sina
( sina) ill. fa(ey) = ( cosa)’ gy [fa] = ( sin a cosa)'
Tfh f : R" — R és g : R — R’ linedris leképezések. Ekkor g o f :
R" — R® is lineris leképezés, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és [g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.

A fenti példdban szerepl6 elforgatdsokra igaz, hogy foip = fa ©
bty (el TEETR) sl = IllB] = (2 mE)
(cosB —sin 3 _ (cosacosﬂfsinasinﬂ — sin a cos B — cos ausin 3

sin 8 cos 3 sin a cos B + cos a sin B cos acos 3 — sin asin B
Ebbd| pedig cos(a + 8) = cosacos 3 — sin asin S ill. sin(a+ 8) = sinasin 8+
cos acos B adddik. O

Varatlan mddszerrel igazoltuk a trigonometrikus fliggvények addicids képletét.
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Kov2: A matrixszorzads asszociativitasa innen trivialis



