
A száḿıtástudomány alapjai

Extra tananyag: lineáris leképezések



Lineáris leképezések

Megf: Ha A ∈ Rn×k , akkor v 7→ Av olyan Rk → Rn leképezés, amire az alábbi
tulajdonságok teljesülnek: ∀u, v ∈ Rk , ∀λ ∈ R-re
(1) A(λv) = λ · Av ill. (2) A(u + v) = Au + Av .

Ha tehát az Rn tér vektorait egy A mátrixszal történő balszorzással átvisszük át

az Rk térbe, akkor az ı́gy definiált leképezésre teljesülnek a fenti tulajdonságok.

Ennek érdemes nevet adni, mert fontosak azok a függvények, amik rendelkeznek

ezzel a tulajdonsággal. Pontosan ezt tesszük meg az alábbi defińıcióban.

Def: Tfh U ≤ Rk és V ≤ Rn. Az f : U → V lineáris leképezés, ha homogén és

addit́ıv, azaz ha ∀u, v ∈ Rk , ∀λ ∈ R esetén

(1) f (λv) = λf (v) ill. (2) f (u + v) = f (u) + f (v) teljesül.

Megf: Tetsz. A ∈ Rn×k mátrixra az A-val történő balszorzás Rk -ból Rn-be ható
lineáris leképezést definiál.
Ḱınzó kérdés: Minden lineáris leképezés megadható mátrixszorzással?
Megnyugtató válasz: Igen.
Ezt most igazolni fogjuk.

Lemma: Tfh U ≤ Rk ,V ≤ Rn. Ekkor f : U → V lineáris leképezés ⇐⇒
f zárt a lineáris kombinációra, azaz f (

∑ℓ
i=1 λiui ) =

∑ℓ
i=1 λi f (ui ) ∀λi , ui .

Biz: ⇒: Mivel f addit́ıv és homogén, ezért
f (λ1u1+ . . .+λkuk) = f (λ1u1)+ . . .+ f (λkuk) = λ1f (u1)+ . . .+λk f (uk), azaz
f zárt a lineáris kombinációra.

Köv: Ha f : U → V lineáris lekép, B = {b1, . . . , bm} az U bázisa és u =∑ℓ
i=1 λibi , akkor f (u) =

∑ℓ
i=1 λi f (bi ), azaz a báziselemeken felvett értékek

egyértelműen meghatározzák a lineáris leképezést.

Lemma: Tfh U ≤ Rk ,V ≤ Rn, {b1, . . . , bm} az U bázisa és v 1, . . . , vm ∈ V

tetsz. vektorok. Ekkor van olyan A ∈ Rn×k mátrix, amire Abi = v i teljesül

∀1 ≤ i ≤ m esetén.
Köv: Tetszőleges f : U → V lineáris leképezés esetén van olyan [f ] mátrix,

amire [f ]u = f (u) teljesül ∀u ∈ U esetén.

Azt fogjuk most megfigyelni, hogyan is kell az f lineáris leképezés [f ] mátrixát

kiszáḿıtani a báziselemek képeinek seǵıtségével.
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∑ℓ
i=1 λiui ) =

∑ℓ
i=1 λi f (ui ) ∀λi , ui .

Biz: ⇒: Mivel f addit́ıv és homogén, ezért
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Példa: Lineáris leképezés R2-ből R2-be (a szokásos helyvektorokon) az origóra
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kiszáḿıtani a báziselemek képeinek seǵıtségével.
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Megnyugtató válasz: Igen.
Ezt most igazolni fogjuk.

Lemma: Tfh U ≤ Rk ,V ≤ Rn. Ekkor f : U → V lineáris leképezés ⇐⇒
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f (λ1u1+ . . .+λkuk) = f (λ1u1)+ . . .+ f (λkuk) = λ1f (u1)+ . . .+λk f (uk), azaz
f zárt a lineáris kombinációra.
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f (λ1u1+ . . .+λkuk) = f (λ1u1)+ . . .+ f (λkuk) = λ1f (u1)+ . . .+λk f (uk), azaz
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addit́ıv, azaz ha ∀u, v ∈ Rk , ∀λ ∈ R esetén

(1) f (λv) = λf (v) ill. (2) f (u + v) = f (u) + f (v) teljesül.

Lemma: Tfh U ≤ Rk ,V ≤ Rn. Ekkor f : U → V lineáris leképezés ⇐⇒
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Biz:
Legyen B = (b1, . . . , bm), és C = (v 1, . . . , vm). A Lemma álĺıtása ekvivalens

azzal, hogy van olyan A mátrix, amire A · B = C . A mátrixszorzás különös

tulajdonsága kapcsán azt láttuk, hogy pontosan akkor van ilyen A ha C minden

sora előáll B sorainak lineáris kombinációjaként. Ezt fogjuk tehát most igazolni.
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Biz:
Mivel B bázis, ezért B oszlopai lineárisan függetlenek. Így a B ESÁ-okkal RLA
mátrixszá transzformált alakja (e1, . . . , em), azaz Im áll az RLA mátrix tetején.
Ezért Im minden sora előáll a B sorainak lineáris kombinációjaként. Minden m
oszlopból álló mátrix, ı́gy C is megkapható Im sorainak lineáris kombinációjaként.
Tehát C sorai előállnak nem csak Im, de B sorainak lineáris kombinációjaként
is.

Köv: Tetszőleges f : U → V lineáris leképezés esetén van olyan [f ] mátrix,

amire [f ]u = f (u) teljesül ∀u ∈ U esetén.
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Def: Tfh U ≤ Rk és V ≤ Rn. Az f : U → V lineáris leképezés, ha homogén és
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Def: Tfh U ≤ Rk és V ≤ Rn. Az f : U → V lineáris leképezés, ha homogén és
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Lineáris leképezés mátrixa

Álĺıtás: Ha f : Rk → Rn lineáris leképezés, akkor [f ] = (f (e1), . . . , f (ek)).

Def: A fenti [f ] mátrix az f : Rk → Rn lineáris leképezés mátrixa.

Példa: Legyen fα az origó körüli α szögű elforgatás R2-ben. Ekkor fα(e1) =(
cosα
sinα

)
ill. fα(e2) =

(
− sinα
cosα

)
, ı́gy [fα] =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Lemma: Tfh f : Rn → Rk és g : Rk → Rℓ lineáris leképezések. Ekkor g ◦ f :
Rn → Rℓ is lineáris leképezés, ahol (g ◦ f )(v) = g(f (v)) és [g ◦ f ] = [g ][f ].

Köv: Ha értelmesek a műveletek, akkor A(BC) = (AB)C .

Köv: A fenti példában szereplő elforgatásokra igaz, hogy fα+β = fα ◦

fβ , ı́gy

(
cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

)
=[fα+β ] = [fα][fβ ] =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·(

cos β − sin β
sin β cos β

)
=

(
cosα cos β − sinα sin β − sinα cos β − cosα sin β
sinα cos β + cosα sin β cosα cos β − sinα sin β

)
Ebből pedig cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ ill. sin(α+ β) = sinα sinβ +
cosα cosβ adódik.
Váratlan módszerrel igazoltuk a trigonometrikus függvények add́ıciós képletét.
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Def: A fenti [f ] mátrix az f : Rk → Rn lineáris leképezés mátrixa.
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Álĺıtás: Ha f : Rk → Rn lineáris leképezés, akkor [f ] = (f (e1), . . . , f (ek)).

Def: A fenti [f ] mátrix az f : Rk → Rn lineáris leképezés mátrixa.
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Váratlan módszerrel igazoltuk a trigonometrikus függvények add́ıciós képletét.
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Rn → Rℓ is lineáris leképezés, ahol (g ◦ f )(v) = g(f (v)) és [g ◦ f ] = [g ][f ].
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Álĺıtás: Ha f : Rk → Rn lineáris leképezés, akkor [f ] = (f (e1), . . . , f (ek)).

Def: A fenti [f ] mátrix az f : Rk → Rn lineáris leképezés mátrixa.

Példa: Legyen fα az origó körüli α szögű elforgatás R2-ben. Ekkor fα(e1) =(
cosα
sinα

)
ill. fα(e2) =

(
− sinα
cosα

)
, ı́gy [fα] =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Lemma: Tfh f : Rn → Rk és g : Rk → Rℓ lineáris leképezések. Ekkor g ◦ f :
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Lineáris leképezés mátrixa
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Lineáris leképezés mátrixa
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Köv: Ha értelmesek a műveletek, akkor A(BC) = (AB)C .
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Ebből pedig cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ ill. sin(α+ β) = sinα sinβ +
cosα cosβ adódik.
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Mit nem tanultunk meg lineáris leképezéserkől az SzA kurzuson?

▶ A mátrixszorzás addit́ıv és homogén tulajdonsága

▶ Lineáris leképezés az, ami addit́ıv és homogén

▶ A báziselemeken felvett értékek egyértelműen meghatározzák a
lineáris leképezést

▶ Minden lineáris leképezés megkapható mátrixszal történő balszorzásként

▶ A lineáris leképezés mátrixa megkapható a báziselemek képeinek
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mátrixba rendezésével
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▶ Lineáris leképezés az, ami addit́ıv és homogén
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▶ Lineáris leképezés az, ami addit́ıv és homogén
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mátrixainak szorzata
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▶ Köv2: A mátrixszorzás asszociativitása innen triviális
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mátrixba rendezésével
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