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Mirol lesz sz6 a mai eloadason?

» Grafok minimalis vagasainak rendszerét szeretnénk jobban
megérteni és reprezentdlni. Az a célunk a tovabbiakban, hogy
valamiféle kompakt médon térolni tudjuk egy adott inputgraf
esetén az Osszes cslicspdrra az két cstics egymastdl vald
optimdlis elvdgasat.

» Az eredeti definicié szerint graf vagasa alatt olyan legsziikebb
(nemiires) élhalmazt értiink, aminek elhagydsa nyoman a graf
szétesik, azaz komponenseinek szama megnd. A tovabbiakban
mast értiink vagas alatt, konkrétan a csticsok egy tetszéleges,
valédi X részhalmazat (de valéjdban az X-bdl kilépd élek
E(X) halmazara gondolunk). igy lehet olyan X, ami az utébbi
értelemben vagast hatdroz meg, de E(X) nem alkot vagast az
eredeti definicié szerint: vagy azért mert nem legsziikebb,
vagy azért mert lres. Ez a kulonbség azért nem fog zavart
okozni, mert Osszefiiggd grafok esetén az altalunk vizsgalt
minimalis vagasok a két értelmezés szerint ugyanazt jelentik.



Terminoldgia 3
Def: Ha f : H — R fiiggvény és A C H, akkor f(A) := >, f(h)
az részhalmazon képzett 6sszegz6 fliggvényt jeloli.
Legyen G = (V/, E) irdnyitatlan graf, ¢ : E — R pedig tetsz6leges
kapacitasfliiggvény G élein.
Def: A G graf vagasa a V egy tetszbleges X valddi részhalmaza.
Az X vagas éleinek halmaza E(X) :={uv e E:ue X # v}.
Az X vagas kapacitasa c(X) := ¢(E(X)).
Az X a G minvagasa, ha c(X) < ¢(X’) teljesiil a G barmely X’
vagdsara, azaz ha az X vagas éleinek osszkapacitdsa minimalis.
Az X véagas szeparalja u-t és v-t, ha [ X N{u, v} = 1.
Ez u-t és v-t szeparald vagast uv-vagdasnak nevezziik.
E vagdsok min kapacitdsa a A% (u, v) lokalis élosszefiiggoség.
A G graf élosszefiiggosége A% (G) := min{Ag(u,v) 1 u,v e V}.

Def: Az A, B C V halmazok akkor keresztezok, ha az

ANB,A\ B,B\ A V\ (AU B) halmazok egyike sem iires.
A tovdbbiakban minvagdasok struktiraja és barmely két cstcsat
szeparalé minimalis vagasok reprezentacidja érdekel benniinket.
Els6 hasznos eszkoziink egy egyszerii megfigyelésbol adédik.



A szubmoduldris egyenldtlenség

Legyen G = (V, E) véges graf és c : E — R nemneg.
kapacitasfv. Ekkor tetsz. keresztez6 X, Y C V halmazokra
(1) c(X)+c(Y)=c(XNY)+c(XUY)+2E(E(X,Y)) all fenn,
ahol E(X,Y) az (X\Y) és (Y \ X) kozott vezetd élek halmaza, és
(2) c(X)+c(Y)Zc(XNY)+c(XUY)ill.
(3) c(X)+c(Y) > c(X\Y)+c(Y\ X) teljesiil.
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Ha X, Y C V(G) a G keresztez6 minimdlis vagdsai, akkor
1 XNy, XUY , X\ 'Y és Y\ X szintén minvagasok,
X, Y)—(Z)— E(XNY,V\(XUY))

( V4
EXNY,X\Y) = [EXNY,Y\X)| = F
X\ Y, VA (XU Y] = BV A XV (X0 vy | ees
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Biz: (1-2): A Lemma (1) része miatt 2A.(G) = ¢(X)+¢(Y) =
c(XNY)+c(XUY)+2EE(X,Y)) > 2X(G), igy végig
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(Y \ X) egyardnt minvdgasok, és E(XNY,V\(XUY))=0.

(
(2
(
|



A szubmoduldris egyenldtlenség

Legyen G = (V, E) véges graf és c : E — R nemneg.

kapacitasfv. Ekkor tetsz. keresztez6 X, Y C V halmazokra
(1) c(X)+c(Y)=c(XNY)+c(XUY)+2E(E(X,Y)) all fenn,
ahol E(X,Y) az (X\Y) és (Y \ X) kozott vezetd élek halmaza, és
(2) c(X)+c(Y) = c(XNY)+c(XUY)ill
(3) c(X)+c(Y) > c(X\Y)+c(Y\ X) teljesiil.

Ha X, Y C V(G) a G keresztez6 minimdlis vagdsai, akkor
1) XNy, XUY , X\ 'Y és Y\ X szintén minvagasok,

) E(X, Y)—(Z)— E(XNY,V\(XUY))

3)
E

( Y%
EXNY,X\Y) = [EXNY,Y\X) = F
(X\Y, VAN(XUY))=[E(Y\X,V\(XUY)) Eﬂ

Biz:

%4

(
(2
(
|



A szubmoduldris egyenldtlenség

Legyen G = (V, E) véges graf és c : E — R nemneg.

kapacitasfv. Ekkor tetsz. keresztez6 X, Y C V halmazokra
(1) c(X)+c(Y)=c(XNY)+c(XUY)+2E(E(X,Y)) all fenn,
ahol E(X,Y) az (X\Y) és (Y \ X) kozott vezetd élek halmaza, és
(2) c(X)+c(Y) = c(XNY)+c(XUY)ill
(3) c(X)+c(Y) > c(X\Y)+c(Y\ X) teljesiil.

Ha X, Y C V(G) a G keresztez6 minimdlis vagdsai, akkor
1) XNy, XUY , X\ 'Y és Y\ X szintén minvagasok,

X, Y)—(Z)— E(XNY,V\(XUY))

) ;
) E(

3) EX N Y, X\ Y) = [EXNnY,Y\X) = F
E(X\Y,V\(XUY))|=|E(Y\X,V\(XUY)) )
Biz:  (3) Kov (1,2)-bl latszik. Pl. ¢(X N Y) = ¢(X) miatt
EEXNY,X\Y))=&EX\Y,V\(XUY)). O

%4

(
(2
(
|



A szubmoduldris egyenldtlenség

Legyen G = (V, E) véges graf és c : E — R nemneg.

kapacitasfv. Ekkor tetsz. keresztez6 X, Y C V halmazokra
(1) c(X)+c(Y)=c(XNY)+c(XUY)+2E(E(X,Y)) all fenn,
ahol E(X,Y) az (X\Y) és (Y \ X) kozott vezetd élek halmaza, és
(2) c(X)+c(Y) = c(XNY)+c(XUY)ill
(3) c(X)+c(Y) > c(X\Y)+c(Y\ X) teljesiil.

Ha X, Y C V(G) a G keresztez6 minimdlis vagdsai, akkor
1 XNy, XUY , X\ 'Y és Y\ X szintén minvagasok,
X, Y)—(Z)— E(XNY,V\(XUY))

( V4
EXNY,X\Y) = [EXNY,Y\X)| = F
X\ Y, VA (XU Y] = BV A XV (X0 vy | ees

%4



A szubmoduldris egyenldtlenség

Legyen G = (V, E) véges graf és c : E — R nemneg.

kapacitasfv. Ekkor tetsz. keresztez6 X, Y C V halmazokra
(1) c(X)+c(Y)=c(XNY)+c(XUY)+2E(E(X,Y)) all fenn,
ahol E(X,Y) az (X\Y) és (Y \ X) kozott vezetd élek halmaza, és
(2) c(X)+c(Y) = c(XNY)+c(XUY)ill
(3) c(X)+c(Y) > c(X\Y)+c(Y\ X) teljesiil.

Ha X, Y C V(G) a G keresztez6 minimdlis vagdsai, akkor
(1) XNy, XUY , X\ 'Y és Y\ X szintén minvagasok,
(2) (XY)—(Z)— EXNY,V\(XUY)) € v
(3) [EX N Y, X\ V)| = [EX 1Y, Y\ X)| = F
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Ha u,v € V és Xj és Xy olyan minimalis uv-vagdsok,
amire u € X1 N Xy, akkor X1 N X5 és X1 U X5 is u-t tartalmazé

minimalis uv-vdgdsok. Ezért az u-t tartalmazd minimalis
uv-vagasok kozott létezik legbdvebb és legsziikebb. O



A Gomory—Hu-fa

Cél: G =(V,E) graf és c: E — R, kapacitdsok esetén G
barmely (u, v) csicsparjara szeretnénk hatakonyan térolni az
uv-vagasok kapacitdsainak a minimumat. S6t: szeretnénk minden
csucsparra egy konkrét minvagast is reprezentdlni.
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(2) ¥x,y € V(G) cstcsra F valamelyik uv élére F — uv
komponensei G egy minimalis xy-vagdsat hatdrozzak meg.

Ha az F Gomory—Hu-fa minden élét felcimkézziik az adott
él altal reprezentalt minimalis vagas kapacitdsaval, akkor G
barmely u, v cslcsparjara egy minimélis uv-vagast hatdroz meg az
F-beli uv-at legkisebb cimkéji élének elhagyasaval kapott két
komponens barmelyike.
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Megj: A Gomory—Hu-fa |étezése azzal ekvivalens, hogy talalhaté
V(G)-n egy F fa azzal a tulajdonsdggal, hogy ha G minden e élét
helyettesitjik az e végpontjait 0sszekotd F-beli dttal és ezen Ut
éleinek c(e) kapacitdst adunk, akkor az igy kapott élkapacitdsokkal
ellatott fagraf barmely két csiicsa kozott ugyanannyi marad a
lokalis élosszefliggdség, mint amennyi G-ben volt.



A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R

élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Tth V ={u1, un,...,us}. k szerinti indukcidval igazoljuk,
hogy V-nek van olyan V = V; U Vo U... U V| particiéja, amire
ui € Vi Viésegy F faa V(F) ={Vi, Vo,..., Vi} ponthalmazon,
ami minden 1 < j < j < k esetén reprezentdl egy minimalis
ujuj-vagast és emellett F) annak a grafnak a GH fdja, amit G-bdl
az egyes V; részek egy cslicsba torténo osszeolvasztdsaval kapunk.
A k =1 eset triv.  Tfh (k — 1)-re mar megtaldltuk Fy_j-et.
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.
Biz:
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.
Biz: Tfth u, € V.
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.
Biz: Tfh uy € V;. Legyen X’ a legbévebb minimalis u;u,-vagas,
amire uj € X'. Tfh X’ keresztezi Fy_; egy B; agat.



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R

élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Tfh uy € V;. Legyen X’ a legbévebb minimalis u;u,-vagas,
amire uj € X'. Tfh X’ keresztezi Fy_; egy B; agat.
Ha uj € X', akkor B U X" ujuy-végas, mig B; N X' ujuj-vagas.
Ezért a szubmodularitas miatt A(i, k) + A(/,j) =
=c(X')+ c(Bj) > c(X' N Bj)+ c(X U Bj) > A(i, k) + A(i,)), igy
X' U Bj is minimalis uju,-vagas, tehdt X’ legbbvebb volta miatt
B; C X'. Feltehetjiik tehat, hogy ha X’ keresztezi az Fy_; fa
valamelyik U;-bél indulé B; dgat, akkor u; & X'.
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R

élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Tfh uy € V;. Legyen X’ a legbévebb minimalis u;u,-vagas,
amire uj € X'. Tfh X’ keresztezi Fy_; egy B; agat.
Ha pedig u; & X', akkor X'\ B; ujui-vagas, B; \ X’ pedig
ujuj-vagas. Ezért X(i, k) + \(i,j) =
= c(X) + c(B) > (X' \ By) + c(B; \ X') = A(i, k) + A(i.J). gy
Xj := X"\ Bj is minimdlis ujuy-végas.
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R

élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Tfh uy € V;. Legyen X’ a legbévebb minimalis u;u,-vagas,
amire uj € X'. Tfh X’ keresztezi Fy_; egy B; agat.
Ha pedig u; & X', akkor X'\ B; ujui-vagas, B; \ X’ pedig
ujuj-vagas. Ezért X(i, k) + \(i,j) =
= o(X') + c(B)) = (X' \ B)) + (B} \ X') = A(i. k) + A(i.J). ey
Xj := X"\ Bj is minimdlis ujux-vigas. Legyen X az ilyen Xj-k
metszete. A szubmodularitds miatt X olyan minimalis u;uy-vagas,
ami nem keresztezi F)_; egyetlen B; agat sem.



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.
Biz: Ez az X vagas hatdrozza meg az Fy fat. Azt kell igazolni,
hogy Fx minden 1 < /¢ < k-ra reprezentdl minimalis uy ug-vagast.



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.
Biz: Ez az X vagas hatdrozza meg az Fy fat. Azt kell igazolni,
hogy Fx minden 1 < /¢ < k-ra reprezentdl minimalis uy ug-vagast.



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Ez az X vagas hatdrozza meg az Fy fat. Azt kell igazolni,
hogy Fx minden 1 < /¢ < k-ra reprezentdl minimalis uy ug-vagast.
Tth A(k,€) > A\(i,£). Mivel Fy reprezentdl egy \(i,¢)
kapacitdsu ugup-vagast, ezért A(k,0) < A(i,£). A feltevés miatt

Ak, 0) = X(i, 0), igy az Fy &ltal reprezentdlt fenti vagds megfelel.
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A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges ¢ : E — R
élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-faja.

Biz: Ez az X vagas hatdrozza meg az Fy fat. Azt kell igazolni,
hogy Fx minden 1 < /¢ < k-ra reprezentdl minimalis uy ug-vagast.
Ha pedig A(k, ¢) < A(i,¢), akkor egyetlen minimalis
U Up-vagas sem szeparalja uj-t és up-et. EzEért minden minimalis
uug-vagas szeparalja ug-t és uj-t, tehdt \(k, £) > A(i, k). Mivel X
szeparalja uy-t és ug-et, ezért A(k, () = (i, k), és X megfelel. [



sy 7

A Gomory—Hu-fa eldallitasa

Barmely G = (V/, E) gréfnak tetszéleges c : E — R

élkapacitasok mellett létezik Gomory—Hu-fija.
Ha G n csiicst graf akkor

(1) G Gomory-Hu-faja megkonstruadlhaté n — 1 olyan
folyamalgoritmussal, amit legfeljebb n csiicsi halézaton futtatunk.
(2) G csicsai kozott legfeljebb (n — 1)-féle A\(u, v) érték Iép fel.
(3) Megadhaté G-nek n — 1 vagasa Ugy, hogy barmely (u, v)
csucspdrjdhoz megadjunk egy minimalis uv-vagast.

Biz: (1) Sorra megkonstrudljuk az Fi, Fp, ..., F, fdkat. Ha az
Fr_1 faban uyx € V;, akkor G-ben egybeolvasztjuk az F,_; fa V;
csucsardl lelégd dgaknak megfelelé részhalmazokat. Az igy kapott
grafban (pl. folyamalgoritmussal) keresiink minimalis u;uy-vagast,
és ennek segitségével dllitjuk eld Fr_1-bdl az Fj fat. Az eljaras
végén kapott F, fa pedig épp a G graf Gomory—Hu-faja lesz.
(2-3) A Gomory—Hu-fa éleihez tartozé vagasok megfelelnek.



Tovéabbi lehetdségek

Megj: Csabité gondolat, hogy a GH-fa konstrukciéjaban a
folyamalgoritmust valami olcsébb eljarassal helyettesitsiik.
Igéretesnek tiinik a maxvissza sorrend, aholis az utolsé két csticsrdl
sz6l6 lemma miatt azonnal kapunk egy minimalis v,_1v,-vagast,
amibdl u; = v, és up = v,_1 vélasztassal megtalaljuk F,-t.
Egyetlen folyamalgoritmust ugyan megspdrolunk igy, de egyaltalan
nem vildgos, hogyan lehetne a Nagamochi—Ibaraki-algoritmusra
alapozva folytatni ezt a konstrukciét. Ugy tlinik, jelenleg nem
ismert n — 1 folyamalgoritmus kiszamitasanal lényegesen gyorsabb
modszer a GH-fa megtalalasara.

Megj: A GH-fa megad a vizsgalt graf minden egyes (u, v)
csucsparjara egy minimalis uv-vagast. Ha azonban minket csak a
G minimélis vagasai érdekelnek, de abbdl az osszes (pl. azért, mert
G élosszefliggOségét a lehetd legkevesebb él behizasaval meg
akarjuk novelni, ezért minden minimalis vagast fednie kell egy (j
élnek), akkor ezekre is létezik j6l kezelhetd reprezentdcid, mégpedig
az 0.n. kaktuszgraf.



Mit tanultunk ma?

» Szubmodularis és rokon egyenlétlenségek

> Keresztez6 minimalis vdgdsok zartsdga metszetre, unidra és
kilonbségre

P> Lokalis élosszefliggbséget tanusité Gomory—Hu-fa létezése

» Gomory—Hu-fa konstrukciéja n — 1 folyamalgoritmussal

Itt a vége, fuss el véle!



