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Bevezetés

A mai 6ran Baranyai Zsolt 1975-ben igazolt tételét mutatjuk be,
amivel Sylvester egy 1850 6ta nyitva all6 sejtését oldotta meg. A
sejtés bizonyos tulajdonsagi particiok létezésérdl szolt, és a
megoldas Gjszeriisége két dologban rejlik. Egyrészt ott szakit a
korabbi prébalkozasokkal, hogy nem egy jol leirhaté ,szabalyos”
megoldas keresését célozza, masrészt pedig egy kerekitési lemmaval
talal a folytonos relaxaciébél egész megoldast.

Harom évvel a tétele bizonyitasa utan Baranyai Zsolt 29 évesen,
autdbaleset kovetkeztében életét vesztette.

Erdekes adalék:

https://ematlap.hu/interju-portre-2019-6/879-emlekezes-baranyai-zsoltra
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A vizsgalt probléma a kdrmérk&zéses bajnoksagok szervezésével
illusztralhaté. Jol ismert, hogy ha 2n csapattal kell lejatszatnunk
egy kormérkézeses bajnoksag (%) mérkszését, akkor a bajnoksag
megszervezhets 2n — 1 forduldéban gy, hogy minden csapat minden
masik csapattal pontosan egyszer jatszik, és minden forduléban
minden csapat pontosan egy mérkdzés résztvevdje.
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ennek elforgatottjai irjak le egy bajnoksag forduléit.
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Hogy kellene n csapatnak kérmérkézéses bajnoksagot szervezni egy
olyan sportban, ahol minden meccsen k csapat jatszik? Osszesen
(1) mérkézés van, és ha k | n akkor egy forduléban épp 7 meccset
jatszanak. Ha lehetséges a fordulékba szervezés, akkor a fordulok

szamara (7)/ (2) = (}) - &£ = (Zj) adédik.




Baranyai tétele

Legyen 1 < k| n, m:=n/k és
M:= (])/2 = (7_1). Ekkor az [n] = {1,2,...,n} halmaz
k-méretii részhalmazait lehetséges m-esével csoportositani (ezaltal
M csoportot képezve) gy, hogy minden egyes m méret( csoport az
[n] halmaz egy-egy particidja legyen. (Partici6: az alaphalmaz
elallitasa diszjunkt részhalmazok unidjaként.)
Avagy: n csapat kozott a furcsasport kdrmérkdzéses bajnoksaganak
k-csapatos meccsei fordulékba szervezheték.
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n cstcsi k-uniform teljes hipergraf 1-faktorokra particionalhaté.
De agy is megfogalmazhatjuk ugyanezt, hogy a fenti hipergraf
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egyébként csakigy, mint a grafok esetében, trivialis alsé korlat.
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Az £ = n eset épp Baranyai tétele. Az £ < n eset pedig tekinthet6 a
bajnoksag egy olyan, részleges litemtervének, amiben csak az elsé ¢
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milyen kombinaciéban jatszanak egymassal.



A Baranyai lemma

Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté az [/]
halmaznak M db m-taga particiéja gy, hogy tetszéleges S C [/]
halmaz pontosan (k’:é‘) particiénak legyen tagja.



A Baranyai lemma

Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté az [/]
halmaznak M db m-taga particiéja gy, hogy tetszéleges S C [/]
halmaz pontosan (k”:é‘) particiénak legyen tagja.

A lemmaban szerepl8 particiok karakterisztikus vektorait matrixba
rendezve az alabbi atfogalmazast kapjuk.

Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté egy
M x 2¢ méretii A({) métrix az alabbi tulajdonsagokkal.
(Az A métrix i-dik sora A;, j-dik oszlopa A/, (i,]) eleme Al.)
1. A(¥) oszlopai [{] részhalmazainak felelnek meg.

A(¥) elemei nemnegativ egészek.

A(¥) sorai az [¢] m-tagi particioinak karakterisztikus vektorai.
A(f)-ben az S oszlop Gsszege 1, A(0)? = (- ‘S|) VS C [4].
Megj: A fenti lemmaban egy olyan m-tagi particié esetén, amiben
az () multiplicitasa s, a hozza tartozé , karakterisztikus" vektor
megfelelé koordinataja s.



A Baranyai lemma

Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté az [/]
halmaznak M db m-taga particiéja gy, hogy tetszéleges S C [/]
halmaz pontosan (k”:é‘) particiénak legyen tagja.

A lemmaban szerepl8 particiok karakterisztikus vektorait matrixba
rendezve az alabbi atfogalmazast kapjuk.
Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté egy
M x 2¢ méretii A({) métrix az alabbi tulajdonsagokkal.
(Az A métrix i-dik sora A;, j-dik oszlopa A/, (i,]) eleme Al.)
1. A(¥) oszlopai [{] részhalmazainak felelnek meg.
2. A({) elemei nemnegativ egészek.
3. A(Y) sorai az [¢] m-tagl partiaomak karakterisztikus vektorai.
4. A(f)-ben az S oszlop Gsszege S, A(0)? = (™ ‘S|) VS C [4].



A Baranyai lemma

Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté az [/]
halmaznak M db m-taga particiéja gy, hogy tetszéleges S C [/]
halmaz pontosan (k”:é‘) particiénak legyen tagja.

A lemmaban szerepl8 particiok karakterisztikus vektorait matrixba
rendezve az alabbi atfogalmazast kapjuk.
Minden 0 < ¢ < n esetén megadhaté egy
M x 2¢ méretii A({) métrix az alabbi tulajdonsagokkal.
(Az A métrix i-dik sora A;, j-dik oszlopa A/, (i,]) eleme Al.)
1. A(¥) oszlopai [{] részhalmazainak felelnek meg.
2. A({) elemei nemnegativ egészek.
3. A(Y) sorai az [¢] m-tagl particioinak karakterisztikus vektorai.
4. A(f)-ben az S oszlop Gsszege S, A(0)? = (™ ‘S|) VS C [4].

A matrixlemmat ¢ szerinti teljes indukciéval igazoljuk. £ = 0 esetén
az ()-hoz tartozé egyetlen oszlop minden eleme m. Az indukciés
lépésben A(¢ — 1) segitségével allitjuk a fenti tulajdonsagokkal
rendelkezé A(¢) matrixot.



Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alabbiak teljesiilnek.



Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alabbiak teljesiilnek.

a. A'(¢) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b. A'(¢) minden eleme 0 vagy 1.

c. A'(£) minden sora pontosan 1 db 1-est tartalmaz.

d. A'(¢) S-hez tartozé oszlopa (ki"‘gfil) db 1-est tartalmaz.



Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alabbiak teljesiilnek.

a. A'(¢) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b. A'(¢) minden eleme 0 vagy 1.

c. A'(£) minden sora pontosan 1 db 1-est tartalmaz.

d. A'(¢) S-hez tartozé oszlopa (ki"‘gfil) db 1-est tartalmaz.

Az A’(¢) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.



Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alabbiak teljesiilnek.

a'. A*(¢) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b'. A*(¢) minden eleme 0 és 1 kozé esik.

c'. A*(¢) minden soroszege 1.

d'. A*(¢) S-oszlopdsszege Z,Ail A (0?7 = (, s S|— 1) VS C[¢—1].

Az A'(£) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.



Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alébbiak teljesiilnek.

A*(0) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b A*(/) minden eleme 0 és 1 kdzé esik.

A*(£) minden sordszege 1.

d A*(0) S-oszlopdsszege Z,Ail A (0?7 = (, s S|— 1) VS C[¢—1].
Az A'(£) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.

Legyen A*(£)° = nk:)ﬂ - A(¢ — 1), azaz minden forduléban az /
csapat vegyen részt a meccseken kiadé n — ¢ + 1 hely mindegyikén
#url multiplicitassal. Ellenérizziik a'.-d". teljesiilését.

1




Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alébbiak teljesiilnek.

A*(0) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b A*( /) minden eleme 0 és 1 kdzé esik.

A*(£) minden sordszege 1.

d A*(0) S-oszlopdsszege Z,Ail A (0?7 = (, s S|— 1) VS C[¢—1].
Az A'(£) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.

Legyen A*(£)° = nk:)ﬂ - A(¢ — 1), azaz minden forduléban az /
csapat vegyen részt a meccseken kiadé n — ¢ + 1 hely mindegyikén
7 multiplicitassal. Ellendrizziik a'.-d". teljesiilését.

1

n— £+
¢ trivialis.

b'.: Tetsz. |S| > k esetén 4. miatt A({ —1)° = 0, tovabba

|S| = k-ra A*(£)°) = 0 a definiciébél. Ha pedig |S| < k, akkor

0<k—|S|<n+1—{¢miatt 0 < A*(0)° <Al —1)°
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jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alébbiak teljesiilnek.

A*(0) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b A*(/) minden eleme 0 és 1 kdzé esik.

A*(£) minden sordszege 1.

d A*(0) S-oszlopdsszege Z,Ail A (0?7 = (, s S|— 1) VS C[¢—1].
Az A'(£) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.

Legyen A*(£)° = nk:)ﬂ - A(¢ — 1), azaz minden forduléban az /
csapat vegyen részt a meccseken kiadé n — ¢ + 1 hely mindegyikén
#url multiplicitassal. Ellenérizziik a'.-d". teljesiilését.

1




Az A'(¢) segédmatrix

Az A(¢) matrix meghatarozasahoz az (-dik csapat szamara kell
jatéktervet késziteni. Ezt egy olyan A’'(¢) matrix irja le, amire az
alébbiak teljesiilnek.

A*(0) oszlopai [¢ — 1] részhalmazainak felelnek meg.

b A*(/) minden eleme 0 és 1 kdzé esik.

A*(£) minden sordszege 1.

d A*(0) S-oszlopdsszege Z,Ail A (0?7 = (, s S|— 1) VS C[¢—1].
Az A'(£) matrix helyett egy A*(¢) matrixot konstrualunk az
egészértekiiségi feltétel relaxalasaval.

Legyen A*(£)° = nk:)ﬂ - A(¢ — 1), azaz minden forduléban az /
csapat vegyen részt a meccseken kiadé n — ¢ + 1 hely mindegyikén
#url multiplicitassal. Ellenérizziik a'.-d". teljesiilését.

d'.: Az l-et tartalm‘az|o oszlophoz tartozé osszeg‘ az indukcié miatt
_ k=S n—0+1\ __
ZI:]. A*( )I — n—(+1 ZI:]. A( )i — n—l+1 (k—\5|) -
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Matrixok kerekitése, Baranyai tételének bizonyitasa

Ha az A* matrix sor- és
oszlopGsszegei egészek, akkor A* elemei kerekitheték agy, hogy a
kapott A’ matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak.
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oszlopGsszegei egészek, akkor A* elemei kerekitheték agy, hogy a
kapott A’ matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak.

Biz: Egyetlen sorban vagy oszlopban sem lehet pontosan egy tort
szam. Ezért amig van tort a matrixban, talalhat6 a tortelemeken
vizszintes és fiigg6leges lépésekbsl allé zart at. Ennek a mentén
minden masodik elemet ndvelve, minden masodikat csokkentve
egyetlen sor- vagy oszlopdsszeg sem valtozik, de elérhets, hogy
legalabb egy tort eltiinjon, mikdzben egyetlen matrixelem sem ugrik
at egész szamot. llyen valtoztatasok sorozataval el6bb-utébb
minden tort eltiinik A’-bél. O
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legalabb egy tort eltiinjon, mikdzben egyetlen matrixelem sem ugrik
at egész szamot. llyen valtoztatasok sorozataval el6bb-utébb
minden tort eltiinik A’-bél. O

Megj: A tablazat-kerekitési lemmanal sokkal tobb is igaz, ahogy
ezt az EgEr lemmaval rokon kerekitési lemma kapcsan korabban
lattuk. Ha a sor- és oszlopdsszegek nem egészek, akkor ugy is lehet
kerekiteni, hogy ezek is kerekedjenek. Sét: az is elérhets, hogy
mindezen til az elsé i sor és az els6 i oszlop Osszege is kerekedjék
minden /-re. A Baranyai-tételhez viszont elég a legegyszeriibb alak.
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Matrixok kerekitése, Baranyai tételének bizonyitasa

Ha az A* matrix sor- és
oszlopGsszegei egészek, akkor A* elemei kerekitheték agy, hogy a
kapott A" matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak. O

Az A*(£)-bdl a tabazat-kerekitési lemma szerint kapott A’(¢) matrix
teljesiti az a-d. feltételeket. Legyen A(£)SU{H = A'(£)° és

A(0)°> = A(£ — 1)° — A'(£)°. Ellenérizziik az 1-4. feltételeket.

1.: A(¥) oszlopai [¢] részhalmazainak felelnek meg. v/

2. A({) elemei nemnegativ egészek. v/



Matrixok kerekitése, Baranyai tételének bizonyitasa

Ha az A* matrix sor- és
oszlopGsszegei egészek, akkor A* elemei kerekitheték agy, hogy a
kapott A" matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak. O
Az A*(£)-bdl a tabazat-kerekitési lemma szerint kapott A’(¢) matrix
teljesiti az a-d. feltételeket. Legyen A(£)SY{H = A'(£)° és
A(0)° = Al —1)° — A'(€)°. Ellenérizziik az 1-4. feltételeket.
1.: A(¥) oszlopai [¢] részhalmazainak felelnek meg. v/
2. A({) elemei nemnegativ egészek. v/
3.: A(?) sorai [{] partici6ianak karakterisztikus vektorai, u.i. A(¢)
agy kaphaté A(¢ — 1), hogy minden soraban az [¢ — 1] partici6jaban
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SELA@T = M A7 = S A7 = () il

ebbdl S AP = S0 A= 1)7 = S, A7 =
('L_K‘Jg‘l) (k_"|sf_1) (k—|5\) adédik az f-et tartalmazé ill. /-et
nem tartalmazé oszlopdsszegekre.
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lemmajat is. A Baranyai-tétel innen kdzvetleniil adédik. Ol
Megj: Baranyai tétele felfoghaté agy is, minta Y/ = A

igazolasat k-uniform teljes hipergrafokra. Erdekes, hogy paros

grafokra folyamok kerekitésébdl kaphatjuk meg a hasonlé

eredményt, mig Galvin tételében (mely szerint x), = A) a szinezés

szintén iteracidk utan kaphaté, bar ott nem kerekiteni kell.
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