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Bevezetés

Ez a jegyzet a 2024/25-6s tanév els6 félévében VISZACO1 kod alatt futé algoritmikus jatékel-

mélet kurzus segédanyaganak 2025-6s félkész tovabbfejlesztése. A kurzus 3-dik, 4-dik, 5-dik és

6-dik heti anyagéhoz egyelére nem tartozik hasonlé leirds, de el6bb-utébb késziil majd ilyen is.

A jelen segédanyaggal kapcsolatos mindenféle megjegyzést és kritikat koszonettel fogadok.
Fleiner Tamés

1. Kombinatorikus jatékok

Ebben a szakaszban olyan jatékokkal fogunk foglalkozni, amelyekben két jatékos felvaltva 1ép,
és igy probalja egymaést legy6zni. Ebbe az osztalyba tartozik szamos tablas jaték (mint amilyen
a sakk, a go vagy akir az amdéba), de altalaban nincs sziikség téblara egy kombinatorikus
jatékhoz, még akkor sem, ha -mint latni fogjuk- minden ilyen jatékot ,tablasithatunk”.

1.1. Példak és alapfogalmak

Kezdjiik is két olyan kombinatorikus jatékkal, amit nem a szokasos értelemben vett tablan
jatszanak.

1.1. Példa. A mérgezett csoki jatékot eqy n X k méretd olyan csokolddétabldn jdtssza két
jatékos, amelyiknek a bal alsé kockdja meg van mérgezve. A soron kivetkezd jatékos lépése
abbdl dll, hogy kivdlaszt egqy kockdt a tdbla el nem fogyasztott részén, és ,leharapja” ezt a kockdt
minden olyan kockdval egyiitt, ami a kivdlasztottdl jobbra és felfelé helyezkedik el. Az a jatékos
veszit, aki a mérgezett kockdt elfogyasztja.

Természtes kérdés, hogy hogyan kell jatszani annak érdekében, hogy ne nekiink kelljen a
mérgezett kockat lenyelni. De itt egy mésik jaték is, amihez még ennyire se kell tabla.

1.2. Példa. A k-nim jdték k kupac kavicesal indul, melyekben rendre ni,ne,...,n; db kavics
van. Minden lépésben a soron kovetkezd jdatékos kivdlaszt eqy (nemiires) kupacot, és onnan
elvesz tetszdleges szama, de legalabb egy kavicsot. (Akdr az osszeset is elveheti a kivdlasztott
kupacbdl.) Az nyer, aki az utolsé kavicsot veszi el.

A fent emlitett jatékok mindegyike leirhat6 az alabbi altalanos modellben.

Kombinatorikus jdaték alatt egy J = (G, Ny, Ny, N1, s) 6tost értiink, ahol G egy véges
DAG (azaz iranyitott aciklikus graf), nyelinek halmaza N = Ny U Np U Np, ahol a jobb
oldalon &ll6 csticshalmazok paronként diszjunktak, és s pedig a G egy csiicsa.

A fent megadott kombinatorikus jatékot az I. és II. jatékosok jatsszak. A jaték az s
cstesbol indul (kezdetben ez az aktiv csics), és a jaték lefolyasa alatt mindig a G graf egyetlen
cstcsa (az éppen akkor aktiv cstcs) jellemzi a jaték aktuéalis allapotat. A két jatékos felvaltva
1ép, az els6 1épést az I. jatékos teszi meg. Minden lépés abbdl all, hogy a soron kdvetkezd jatékos
kivalaszt egy, a jaték aktualis allapotat jellemz6 aktiv csticsbol kilépd élt. Ennek hatésara a
jaték aktualis allapota a kivalasztott él masik végpontjaba keriil, és ez a végpont lesz aktiv,
a korabbi aktiv cstics inaktivva valik. Ugy is gondolhatunk a kombinatorikus jatékra, hogy a
két jatékos egy babuval lépked a G graf cstucsain tgy, hogy mindig a soron kévetkezd jatékos
az altala valasztott él mentén lépteti a4t a babut a kovetkez§ csiicsba. Ebben a felfogasban az
az aktiv cstcs, amelyiken a babu éppen all.

Amennyiben egy nyeld valik aktivva, akkor a jaték véget ér. Ha az igy elért aktiv cstcs egy
Nyy-beli nyels, akkor az ide 1ép& jatékos nyeri meg a jatékot, ha pedig Ny-beli, akkor az utolso
lépést végrehajto jatékos veszit. Végiil, ha Np-beli nyel6ben ér véget a jaték, akkor dontetlen
a végeredmény. Ha a nyel6be 1ép6 jatékos minden koriilmények kozott nyer (azaz ha N = Ny



és N, = Np = 0), akkor éles jdatékrdl, ha pedig a nyel6be 1ép6 jatékos mindig veszit (azaz ha
N = Np és Ny = Np = (), akkor betli jdtékrol beszéliink.

A két jatékos a jaték soran végig tisztdban van azzal, hogy mi is pontosan a G graf és
annak melyik csicsa aktiv, méas szoval a jaték teljes informdcids. Azt pedig, hogy a két jatékos
felvaltva lép, ugy szokas még kifejezni hogy a jaték szekvencidlis. A kombinatorikus jaték
fenti modellje kapcsdn a legtermészetesebb kérdés talan az, hogy hogyan kell jatszaniuk az
egyes jatékosoknak ahhoz, hogy a jaték végkimenetele szamukra a lehets legjobban alakuljon.
Miel6tt erre ratérnénk, térjink még vissza a fent emlitett konkrét jatékokra.

Nem teljesen nyilvanvald ugyanis a korabban felsorolt jatékokrol, hogy hogyan is illeszked-
nek a fenti modellbe. FEls§ kozelitésként azt mondhatnank, hogy példaul a sakk esetében a
jatékot leiro6 G DAG csucsai a sakktablan elképzelhets allasok lehetnének, de errsl azonnal
latszik, hogy kevés. Minden allas esetén azt is el kell kddolni a graf csucsaiban, hogy az adott
allasnal sotét vagy vilagos teszi-e meg a kévetkezd 1épést. Ez a pluszinforméacio nagysagrendi-
leg megkétszerezi a graf méretét, és az is latszik bel6le, hogy az igy kapott graf paros. A graf
éleit értelemszertien a lehetséges 1épések alapjan definidljuk, a patt- és mattallapotok pedig a
nyelSk. Sajnos azonban ez még nem elegends ahhoz, hogy kombinatorikus jatékrol beszélhes-
siink, ugyanis az igy definialt G graf nem aciklikus: megengedett 1épések alkalmas sorozatéaval
visszajuthatunk a kiindulasi allapotba. Kicsit jobban elmélyedve a sakkjaték szabélyaiban az
deriil ki, hogy a sakk nem tarthat a végtelenségig, ugyanis amint ugyanaz az allas 6t6dszor
forul el6 a jaték folyaman, akkor a jaték dontetlennel ér véget. (Megjegyzends, hogy a soron
kovetkezs jatékos a harmadik eléfordulasnal mar igényelhet dontetlent.) Ez a szabaly méar 6n-
magaban garantilja a jaték végességet. Azonban ugyancsak doéntetlen a végeredmény akkor,
ha 75 lépésen keresztiil nincs sem iités, sem gyaloglépés. (A részletszabaly itt az, hogy 50
ilyen lépés utan méar igényelhetd a dontetlen.) Mindezek miatt a jaték egy allapotanak leiré-
sdhoz nem elég csupan a figurdk helyzetét és a soron kovetkezo 1épést végrehajtod figura szinét
megmondani. Olyasfajta tovabbi informéaciokra is sziikség van, hogy mozdultak-e korabban a
kiralyok és bastyak, hany lépéssel kordbban lépett gyalog illetve tortént iités, valamint, hogy
pontosan milyen felallasok és hanyszor fordultak el§ korabban a jaték folyamén. Szoval ha az
eredetileg gondolt graf nem lett volna reménytelentil nagy (persze, hogy az volt), akkor az a
graf, ami valdjaban a sakkhoz tartozik ennél sok nagysagrenddel nagyobb. Konkrétan: a sakk
esetén a jaték lehetséges allasainak szamat nagysagrendjét 10%° koriilinek szokték tekinteni,
am ha a fenti szempontokat figyelembe véve épitjiilk meg a jatékot leir6 G grafot, akkor a
csticsszam sokkal inkabb a 10'2° nagysagrendii Shannon-szam kozelébe esik, ami a lehetséges
sakkjatszmék szama. A nagységrend érzékeltetése miatt éredemes ezt a becslést Gsszevetni az
univerzumban talalhato elemi részecskék szamaval, ami (a sotét anyaggal nem szamolva) a mai
tudasunk szerint bizonyosan nem tébb 109°-nél.

A go esetén kicsit egyszertibb a helyzet, mert a tablaképen és a soron kdvetkezd jatékos
kilétén kivil a G graf cstcsaiban ,csak” a jaték sordn kordbban eléforduld tablaképeket kell
eltarolni, ugyanis van egy olyan szabéaly, ami szerint korabbi 4llas nem ismétlédhet. (A got a
sakknal bonyolultabb jatéknak szokas tekinteteni, mert szemben a sakk 10%5-jével, a lehetséges
go-tablaképek szama nagysagrendileg 10170.)

Egészen masfajta probléma meriil fel akkor, amikor az amébara probalunk kombinatorikus
jatékként tekinteni. A nehézség itt abban &ll, hogy az amd&bénak végtelen sokféle allasa lehet,
marpedig a definicioban szereplé G graf csticsszama definicié szerint végesﬂ Ha azonban az
amd@bat rendes kockaspapiron jatsszuk (ahogyan ezt minden, a vilag dolgaira fogékony, elméjét

! A kombinatorikus jaték fogalmét ebben a jegyzetben nem a legaltalanosabb médon definialtuk. Az eltejedt
definicié bizonyos megszoritasokkal megengedi, hogy a jatékhoz tartozé G DAG végtelen legyen. A szokésos
elvaras annyi, hogy G egyetlen csticsabdl sem 1éphet ki végtelen sok él, tovabba, hogy ne legyen G-ben végtelen
hosszt irdnyitot it. Rajtunk egyébként most ez nem segit, mert az amgbat végtelen tablan jatszva minden
allasban végtelen sokféle 1épés tehetd, igy a G graf minden cstucsabdl végtelen sok él 1ép ki.



pallérozni kész tanulo teszi foldrajz vagy énekoran), akkor a véges méreti tabla miatt a jatékot
leird G graf is véges lesz. Ez persze azt jelenti, hogy annyiféle amg@bajaték van, ahanyféle
tablan azt jatszani tudjuk, és a konkrét amdébajaték leirasahoz hozzatartozik a téabla pontos
meghatarozasa is. Igy a jatékosok altal kovetendd optimalis jatékmod fiigg a konkrét jatékhoz
tartozo tablatol is.

A kordbban emlitett mérgezett csoki és k-nim jatékok esetén nem kell a fentiekhez ha-
sonl6 kérdésekkel foglalkoznunk: a jatékot leird graf cstcsai a jaték soran kaphatd lehetséges
csokoladétabla-maradvanyoknak illetve a kupacok méreteit leir6 szamsorozatoknak feleltethe-
t6k meg. Van azonban egy lényeges kiilonbség a két jaték kozott: bar egyik jaték sem érhet
véget dontetlennel (azaz Ny = () mindkét jaték esetén), a mérgezett csoki betli-, mig a k-nim
éles jaték. Figyeljiilk meg azonban, hogy minden betlijaték visszavezethetd éles jatékra, sét,
ennél altalanosabban az is igaz, hogy minden kombinatorikus jaték visszavezetet§ olyan kom-
binatorikus jatékra, amelyikben N = (). Ehhez csupan annyit kell tenni, hogy ha Ny # ()
egy konkrét kombinatorikus jaték G grafja esetén, akkor bevezetiink G-be egy 1j = csiicsot,
amit Ny-beli nyel6nek deklardlunk. Ennek megfelel6en z-bdl nem 1ép ki él, azonban min-
den Np-beli nyel6bdl iranyitott élt vezetiink z-be. Ezaltal az Np-beli cstcsok nem lesznek
nyel6k tobbé, azonban minden ilyen csticsbdl kizardlag x-be lehet 1épni, tehat az Np-beli nye-
16be 1épéskor nem azonnal ér véget a jaték, hanem az Np-be 1ép6 jatékos ellenfele xz-be 1ép,
és igy nyer. Az eredeti jaték jatékmenetei tehat ugy felelnek meg kolcsondsen egyértelmien
az 0j jaték jatékmeneteinek, hogy a jaték gyGztese ugyanaz marad az egymésnak megfeleld
jatékmenetekben.

A mérgezett csoki esetén a fent leirt konstrukcio egy, a mérgezett csokinal kevésbé gyilkos
jatéknak felel meg: ebben nincs megmeérgezve a bal alsé kocka, azonban letesziink a csoki mellé
egy csavaranyat is, amit csak azt kovetSen lehet elvenni, hogy a csoki mar teljesen elfogyott.
Az igy modositott jaték nyertese pedig a csavaranyat megkaparinto jatékos lesz.

Latjuk tehat, hogy tetszGleges betlijaték esetén az optimalis jatékmod megtalalasa vissza-
vezethets egy éles jaték jatékosainak optimaélis jatékmodjanak meghatarozasara. Emiatt a to-
vabbiakban nem is fogunk altalaban foglalkozni betlijatékokkal. Eles kombinatorikus jatékok
esetén viszont egyszertsithetjik a jelolést: az J = (G, Nw, Ny, N1, s) jatékra a tovabbiakban
a J = (G, s) jelolést hasznaljuk.

1.2. Nyerds stratégia

Mindezek utan ratériink a kordbban emlitett kulcskérdésre, a mar sokat keriilgetett ,,optimalis
jatékmod” meghatarozasara. Mit jelent az, hogy egy jatékos optimalis médon jatszik? Nyil-
vanvaldéan azt, hogy a ,lehets legtobbet” hozza ki az adott allasbol a maga szamara: mindig
azt a lépést valasztja, ami megfelel§ jaték esetén a legjobb végeredményt garantalja. Legjobb
esetben ez az adott jatékos gy6zelmét, de ha ez elérhetetlen, akkor a dontetlent jelenti vagy,
ha ez sem garantalhatd, akkor olyan 1épés a cél, amivel az ellenfelet megprobalja megzavarni
és hibara kényszeriteni. Mi a toviabbiakban az els6 két esetet vizsgéljuk, és azt szeretnénk
megérteni, hogy mikor és miféleképpen garantalhatja az egyik jatékos azt, hogy semmiképpen
se veszitsen a jatékban, s6t, ha mdédja van ré, akkor nyerjen.

Azt érdemes jol megérteniink, hogy a jaték lejatszasa folyaman a G graf aktiv csicsa teljes
mértékben jellemzi a jaték aktualis allasat, igy példaul tokéletesen érdektelen a soron kévetkezs
jatékos szamaéra a sajit 1épése kivilasztasakor, hogy milyen lépéssorozat utan érkezett el a jaték
a konkrét allashoz. Minden olyan grafcsicshoz tehat, amelyikrsl a soron kovetkezd jatékos
garantalni tudja a gyézelmét (vagy a dontetlent) a maga szdmaéara, van legalabb egy legjobb
lépés, amit az adott szitudcidban érdemes meglépni a cél érdekében. Fz a 1épés a G graf egy
konkrét élét jelenti, ami a G egy olyan csticsaba vezet, ahonnan az ellenfél nem tudja garantéalni
a maga részére a gyGzelmet, s6t, ha a mi jatékosunk a gy6zni tud, akkor még a dontetlent sem.



Az optimaélis 1épés soran a cél tehat egy ilyen csiicsra lépni, pontosabban egy ilyen tulajdonsagu
cstcsba vezetd él kivalasztasa.

1.3. Definicio. A J = (G, Nw, Nr, Npr,s) kombinatorikus jdtékban stratégia alatt egy S :
V(G) — V(G) figgvényt értink, amelyikre igaz, hogy minden v € Ny U Np U Ny, esetén
S(v) = v egyébként pedig vS(v) € E(G). Ha egy jdatékos az S stratégidt koveti és éppen lépnie
kell, akkor mindig az S(v) csicsra lép, ahol v az aktiv csics.

Az S stratégia a j jdtékos szamdra a fenti J jdatékban nemveszts stratégia, ha j nem veszithet
a J jatékban, ha az S stratégidt kéveti. Az S stratégia j szamdra nyerd stratégia, ha S-et
kévetve j garantdltan nyer, barhogyan is jdtszik az ellenfele.

Milyen tulajdonsigi is pontosan egy olyan csics, ahova az optimaélisan valasztott 1épés
vezet? Tegyiik fel, hogy éles jatékrol van szo, azaz a korabbi, betlijatékot kizaré Ny = ()
feltevésiink mellett most még Ny = () is teljesiil. Mivel ilyenkor dontetlen nem lehetséges, ezért
a jaték végén az egyik jatékos sziikségképpen nyer, a mésik pedig veszit. Ha tehat az egyik
jatékosnak nyerd stratégiaja van, akkor szamara az optimélisan valasztott 1épés olyan 1épést
jelent, amivel a sajat gy6zelmét garantéilja. Jeldlje K a G azon csticsainak halmazat, amelyek
egy gydzelmet garantald 1épés soran aktivva valhatnak. Vizsgaljuk meg, milyen tulajdonsagai
vannak a K halmaznak, vagyis mindazon cstcsok halmazénak, amelyek barmelyike ha aktiv,
akkor a soron kovetkezd jatékos semmiképp sem tudja a sajat gyézelmét garantalni. Vilagos,
hogy ha a gy6zelemre tord jatékos egy K-beli cstuicsba 1ép, akkor az 6t kovets jatékos innen nem
léphet K-beli csicsba, hiszen ezzel nyerhetne. Ez azt jelenti, hogy a G grafnak nem vezet éle
K-beli csiicsok kozott. Masfelsl viszont ha az aktiv cstics nem K-beli, akkor a soron kévetkezd
jatékos garantalni tudja a gy6zelmét, ezért minden egyes K-hoz nem tartozé csticsbél biztosan
vezet legalabb egy él egy K-beli csicsba. Ez motivalja az alabbi definiciot.

1.4. Definicio. Az irdnyitott G grdif magja egy olyan Vo C V(G) fiiggetlen csicshalmaz, amire
igaz, hogy minden v € V(G)\ Vo cstcsra létezik olyan u € Vi csics, amire vu € E(G) a G grif
éle.

Ha tehat V) a G graf magja, akkor a G grafon jatszott éles jaték egy lehetséges nyerd
stratégiaja tgy néz ki, hogy a gy6zelmét garantalni tudd jatékos mindig a magba lép, az 6t
kovetd jatékos pedig kénytelen a magbol kilépni. Mivel minden nyelének a magban kell lennie
(hiszen nyel6 lévén nem vezethet belSle ¢l a magba), ezért amikor véget ér a jaték, akkor
az aktiv cstics bizonyosan magbeli. Eles jatékrol lévén szé a nyeldbe (tehat a magba) 1éps
jatékos lesz a gyGztes. Azt kaptuk, hogy a nyers stratégia meghatarozasanak egy lehetséges
modja a G graf egy magjanak megkeresése. Noha nem minden irdnyitott grafnak van magja,
a DAG-oknak szerencsére mindig van, rdadasul egyetlenegy.

1.5. Tétel. Ha G véges DAG akkor G-nek pontosan egy magja van.

Bizonyitds. Minden DAG-nak van topologikus sorrendje, tehat a G graf cstucshalmaza megad-
hato V(G) = {v1,v2,...,v,} alakban, ahol minden v;v; € E(G) él esetén i < j teljesiil. Ez azt
jelenti, hogy G cstcsai sorba rendezhetk tgy, hogy G minden éle egy, a sorrendben korabbi
cstcsbol vezessen egy, a sorrendben késébbi csticsba. Forditott topologikus sorrendben haladva
a G graf minden egyes cstcsarol el tudjuk donteni, hogy a maghoz kell-e tartoznia vagy sem.

Vilagos, hogy v, nyeld, igy bizonyosan a Vi maghoz tartozik. Ha mar a vgy1,vgy2,...,Un
csticsok mindegyikérdl mar megéllapitottuk, hogy a maghoz kell-e tartoznia, akkor a vy cstcsrol
is egyértelmd dontést hozhatunk, hiszen ismerjiik vy kiszomszédainak statuszéat: ha van olyan
vrve €le G-nek, amire vy € V), akkor v-bol vezet él a magba, igy vi & Vo, azaz vy, semmiképp
sem lehet a magban. Ha pedig vg-bol nem vezet magbeli csticsba egyetlen él sem, akkor a vy
csicsnak muszaj a magba keriilnie: v € V.



Ha igy definidljuk a V{ cstcshalmazt, akkor gondoskodtunk egyrészt arrdl, hogy Vjp-beli
csticsok kozott ne vezessen él, masrészt azonban arrél is, hogy minden Vj-hoz nem tartozoé
csticsbol vezessen él Vy-ba. Ezért a fent definialt Vy halmaz csakugyan magja a G DAG-
nak. Lattuk azt is, hogy ha a fenti tulajdonsagokat megkivanjuk, akkor Vj csak egyféleképp
definidlhato, tehat a G DAG magja egyértelmii. O

Az Tétel egy kovetkezménye, hogy éles jaték esetén valamelyik jatékosnak mindig van
nyerd stratégiaja, mégpedig a ,magba 1épd stratégia™ ha az aktiv cstics magbeli, akkor a soron
kovetkezs jatékos nem tudja garantalni a gy&zelmét, ha azonban az aktiv cstics a magon kiviil
van, akkor a nyerS 1épés egy, az aktiv cstcsbél a magba vezeté él mentén torténik, aminek
nyoman az aktiv csics a magba keriil. Az tehat, hogy egy konkrét J = (G, s) kombinatorikus
jatékban melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja kizarélag azon milik, hogy az s kezdGcstics
magbeli-e vagy sem. Ha ugyanis s € Vj, akkor az I. jatékosnak, ha pedig s € Vj, akkor viszont
a Il. jatékosnak van nyerd stratégiija.

Az Tétel bizonyitasanak értelemszert kiterjesztésével nem nehéz igazolni, hogy tet-
sz6leges, nem feltétleniil éles J = (G, Ny, Ny, Np, s) kombinatorikus jaték esetén a G graf
minden cstcsat harom tipus valamelyikébe sorolhatjuk: a v € V(G) cstcs akkor I-es tipusi
(ill. akkor II-es tipusi), ha a G grafon jatszott jatékot v-bdl inditva az I. jatékosnak (ill. a
I1. jatékosnak) van nyer$ stratégidja. Jelolésben: T'(v) = I ill. T(v) = II. Minden egyéb
esetben v tipusa T'(v) = x. Ha * tipusu csticsbol indul a jaték, akkor egyik jatékosnak sincs
nyerd stratégiaja, &m mindkét jatékosnak van dontetlent garantild, nemvesztd stratégiaja. Ha
J éles jaték, akkor a G graf Vy magja tartalmazza a I[-es tipusi csicsokat, és a magon kiviili
cstcsok I-es tipusiak. A J = (G, Ny, Np, Ny, s) jaték T'(J) tipusa az s kezdGesucs tipusa, és
azt mutatja meg, hogy a J jatékban van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja, és ha igen,
akkor melyiknek.

1.3. Jatékok Osszege és ekvivalenciaja

A fenti megallapitasok felhasznalaséaval éles és betli jatékok esetén is konnyen megallapithato,
hogy melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja, és hogy pontosan mi is ez a stratégia az adott
jatékban. Legalabbis elméletben. Lattuk ugyanis, hogy mar viszonylag egyszerd jatékhoz tar-
tozd G graf mérete is akkora lehet, hogy semmi esély sincs arra, hogy a fent leirt modszerrel
hatarozzuk meg a Vj magot és ezaltal a nyerd stratégiat. Eppen ezért a tovabbiakban azt vizs-
galjuk, hogy ha egy J kombinatorikus jatékot tobb jatékbol rakunk Ossze, akkor az Gsszetevd
jatékok nyerd stratégidjanak ismeretébdél hogyan kdvetkeztethetiink a J-beli nyerd stratégiara.
Az alabbi definicioban hatarozzuk meg, hogy miféleképpen is rakunk Gssze egy 1j jatékot tobb
kisebb jatékbol.

1.6. Definicié. Legyenek J; = (G1, Ny, N+, N}, s1), Jo = (Go, N& N2, N2, 89), ..., Jp =
(Gr, NE,, Nk, N¥ si) kombinatorikus jatékok. A J = Jy+ ...+ Jy Osszegjaték az az éles jdték,
amihez a G = G1 X...xXGy, grdf tartozik. Utébbi grdf csicshalmaza V(G) = V(G1)%x...xV(Gg)
a jdatékokhoz tartozo grifok csucshalmazainak Descartes-szorzata, G-ben €l pedig akkor vezet
av = (vi,...,v5) csuesbol az w = (u1,...,u) csicsba, ha van olyan 1 < i < k, amire
viu; € E(G;) ésvj = uy teljesiil minden j # i esetén. A J dsszegjdték kezdd csicsa (s1,. .., Sg).

A J1 4+ ...+ J Osszegjaték tehat ugy képzelhetd el, hogy két jatékos egyszerre kezdi el
jatszani a Ji, ..., J jatékokat, azonban a soron kovetezs jatékos csak egyetlen (altala kivalasz-
tott) jatékban lép. Ha a J jaték lejatszasa kozben valamelyik J; jaték véget ér, ennek a hatésa
csupan annyi, hogy onnantél kezdve a jatékosok eggyel kevesebb jaték koziil valaszthatjak ki,
hogy melyikben teszik meg a kdvetkezd lépést. A J Osszegjaték akkor ér véget, ha a Ji,. .., Ji
jatékok mindegyike véget ér. Mivel a J Osszegjaték definicio szerint éles jaték, az a jatékos



nyer J-ben, akinek a lépésével az utolsé J; jaték fejez6dik be. A J Osszegjaték szempontja-
bol tehat érdektelen, hogy az egyes J; jatékok nyel6halmazai hogyan vannak nyerd, vesztd és
dontetlen nyelSkre felparticiondlva: minden Gsszegjaték megkaphato az egyes J; jatékok éles
valtozatainak Osszegeként is. (Szerencsétlen anomélia, ami a tovabbiakban remélhet8leg nem
fog félreértést okozni, hogy ha J; nem éles jaték, akkor az egytagu Ji Gsszeg nem Ji-et, hanem
annak éles véaltozatat jelenti.)

Osszegjatékra lattunk mar példat, még ha nem is igy hivtuk korabban. A k-nim jatékot
ugyanis felfoghatjuk tugy is, hogy parhuzamosan jatszunk k darab 1-kupacos nim jatékot, de a
soron kovetkez§ jatékosnak mindig csak az egyikben szabad 1épnie.

1.7. Példa. Tetszdleges k-nim jaték k db 1-nim jaték Osszege.

Az 1-nim jaték nyerd stratégidja nem tal 6rdongds: ha az egyetlen kupac legalabb 1 kavicsot
tartalmaz, akkor elvessziik az Osszes kavicsot, és nyeriink, ha viszont iires a kupac, akkor
szomoruan beletorédiink a vereségbe.

A 2-nim ennél valamivel szofisztikaltabb, de annyira azért az sem bonyolult, hogy ne le-
hetne egy atlagos 6vodast beidomitani a nyerd stratégiara. A magot itt mindazon jatékallasok
alkotjak, amelyikekben a két kupac mérete megegyezik. Ha tehat ilyen allasnél kell 1épniink,
akkor vagy nem tudunk lépni, mert elfogytak a kavicsok, és ezért vesztettiink, vagy ha tudunk,
akkor barmit is tesziink, a két kupac mérete nem lesz egyforma a lépésiink utdan. Ha azonban
a két kupacban nem egyforma a kavicsok szédma, akkor a nagyobb kupacbél kell elvenniink
annyit, hogy két egyforma meéretd kupacot kapjunk. A nyers lépés tehat mindig az, hogy
barmit is 1ép az ellenfeliink, mi azt a masik kupacon gondosan ,leméasoljuk”.

A 3-nim jatékban azonban mar sem a mag, sem a nyerG stratégia nem latszik ennyire
vilagosan. A tovabbiakban egy olyan eredményt fogunk igazolni, amibdl a péld4aul k-nim nyerd
stratégidja is konnyen kiolvashat6. Elgszor azt vizsgaljuk meg, hogy éles jatékok Osszegének
tipusa hogyan hatarozhaté meg a tagok tipusibol.

1.8. Allitas. Legyenek Jy és Jy éles jdtékok, és legyen J = Jy + Jo. Ha Jy II-es tipusi, akkor
J és Jo azonos tipusi jatékok.

Bizonyitds. Tegyiik fel eloszor, hogy T(Jy) = II. Ugy igazoljuk a T(J) = II egyenlGséget,
hogy megadunk a I1. jatékos szaméra a J jatékhoz egy nyerd stratégiat. Ez a nyerd stratégia
pedig nem més, mint hogy a II. jatékos mindig abban a J; jatékban 1ép, amelyikben az I.
jatékos az el6z6 1épését megtette, és ez a 1épés pedig a I1. jatékos J;-beli nyerS stratégiaja
szerint kovetendd 1épés. Ezzel a modszerrel a I1. jatékos garantaltan tud 1épni, és a 1épése a J;
jaték grafjanak egy Il-es tipust csticsdba vezet. Ezért a 1. jatékos fenti 1épése utan a kapott
jaték szintén két Il-es tipusu jaték Osszege. A I1. jatékos a fenti stratégiat kdvetve mindig
tud igy vélaszolni az I. jatékos lépésére, tehat a J jatékban az utolsé 1épést is bizonyosan a
11. jatékos teszi meg. Mivel J éles jaték, ezért az utolséonak 1épd I1. jatékos gybzelmet arat.
Most azt tegyiik fel, hogy T'(J2) = I. Allitjuk, hogy ekkor J-ben is az I. jatékosnak van
nyerG stratégidja. Legyen ugyanis az I. jatékos kezdd6lépése az I-es tipusu Jo jaték nyerd
stratégidja szerinti 1épés. Ezen 1épés utan a kapott jaték két I1-es tipusi jaték Osszege lesz.
Ebben a jatékban a I1. jatékos a kezdd jatékos, igy az el6zd bekezdésben elmondottak miatt
az ellenfelének, vagyis az I. jatékosnak van nyers stratégiaja. A J jaték tehat I-es tipusa. O

Fontos moédszerre mutat ra az alabbi megfigyelés bizonyitasa.
1.9. Allitas. Tetszdleges J kombinatorikus jaték esetén T(J + J) = I1.

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy a J + J jatékban a II. jatékosnak van nyerd stratégiaja.
Jatsszon a I1. jatékos az alabbi szisztéma szerint. Barmit is 1ép az 1. jatékos az egyik J
jatékban, a I'l. jatékos lépje meg ugyanezt a lépést a mésik J jatékban. Egy lépésvaltas utan



tehat a szituacio ugy néz ki, mintha egy J' + J’ jatékot kezdenének el a jatékosaink, ahol J’
az a jaték, amit J-bol kapunk az I. jatékos fenti kezddlépése utén.

Ezt az tn. stratégiamasoldsos modszert kovetve a I1. jatékos az I. jatékos minden 1épésére
tud vélaszolni, ezért a J + J jaték utolsd 1épését is a I1. jatékos fogja megtenni. Mivel éles
jatékrol van szo, a I1. jatékos ezzel az utols6 1épéssel megnyeri a J + J jatékot. O

A fenti bizonyitasban szerepld stratégiamasolas modszere szamos mas szituacioban is hasz-
nos eszkoz lehet egy nyerd stratégia konstrukcioja sordn. A tovabbiakban azt vizsgéljuk, hogy
egy J jaték hozzdadasa egy masik jatékhoz hogyan valtoztatja meg a méasik jaték tipusat.

1.10. Definicié. A Jy és Jo éles jatékok ekvivalensek (jelolésben Jy ~ Jo), ha T'(J1+J2) = I1.

Az . Allitasbol kozvetleniil adodik, hogy J ~ J teljesiil minden éles J jatékra. Mivel
T(Jy+ J2) = T(J2 + J1), ezért J; ~ Jy = Jo ~ J;. Kombinatorikus jatékok fent definialt
ekvivalencidja, ahogy az elnevezés is utal ra, ekvivalenciarelacié. Ennek belatadsdhoz mindossze
a tranzitivitast kell igazolni. Ezt tessziik meg az alabbiakban.

1.11. Allftés. Ha Jl ~ JQ és JQ ~ Jg, akkor J1 ~ J3.

Bizonyitds. A Ji ~ Js és Jo ~ Js feltevések, az Allitas és a jatékosszeadas kommutativitasa
és asszociativitasa miatt

T(h)=T(J1+ (Ja+ J3)) =T(J1 + J2) + J3) =T(J3)
adodik. Ezért az (1.8 Allitas miatt T'(J; + J3) = I, azaz J; ~ Js. O

Latjuk ugyan, hogy éles jatékok ekvivalencidja valoban ekvivalenciarelécid, de fennmarad a
kérdés, hogy miért is érdemes ,egyformanak” (pontosabban ekvivalensnek) tekinteni két jatékot
akkor, ha az Osszegiik I1-es tipusd. Az alabbi allitas adja meg a vélaszt erre.

1.12. Allitas. Ha Jy ~ Jo, akkor tetszdleges J jdtékra T(J + J1) = T(J + Jo) teljesiil.

Két jaték ekvivalencidjanak az tehat a szemléletes jelentése, hogy barmelyikiiket is adjuk
hozza egy jatékhoz, az Osszegjaték tipusat egyformén valtoztatjak meg.

Bizonyitds. Az[1.9, Allitas szerint T(Jo +J3) = I1, a J; ~ Jo ekvivalencia miatt pedig T'(J; +
Jo) = IT teljesiil. Ezért az . Allitas és a jatékosszeadas kommutativitasa és asszociativitasa
alapjan

TJ+J)=T(J+ )+ (Ja+J2)=T((J + J2) + (J1 + J2)) =T(J + Ja)
kovetkezik, és ezzel igazoltuk az Allitast. O

A jatékok fent definialt ekvivalencidja félrevezets lehet a figyelmetlen olvas6 szamara, aki
esetleg azt gondolja, hogy két ekvivalens jaték teljesen egyforma. Ez korantsem igaz. Két jaték
pusztan attol ekvivalens, hogy barmely masik J jatékhoz adjuk hozza az egyiket, ugyanolyan
tipust lesz az igy kapott Osszegjaték, mintha a masik jatékot adtuk volna hozza J-hez. A
fogalom, amivel a fent emlitett hipotetikus olvaso keverte az ekvivalenciat, az izomorfia. Két
jaték akkor izomorf, ha ugyanazon a grafon, ugyanazon kezd&csiicsbél indulva jatsszak azokat
ugyanazon nyel6particié mellett.

1.13. Definicié. A4 J; = (G1, Njy,, Nh, N1 s1) és Jo = (G2, N3, N2, N2, s?) jdtékok izomor-
fak, ha létezik olyan ¢ : V(G1) — V(G2) izomorfizmus a G1 és Go grdfok kozott, amire teljesiil,
hogy @(Nyi,) = N&,, o(N}) = N2, o(N+) = N2, valamint o(s') = s%.



Az osztajdték soran egy rogzitett m pozitiv egész osztoit az I. és I1. jatékos felvaltva irja
fel egy papirra, azzal a megszoritassal, hogy a papiron mér szerepls osztd tobbszordsét nem
szabad kés6bb felirni. Amelyik jatékos az 1-et felirja a papirra, veszit.

1.14. Példa. Az n x k méretd tdblan jdtszott mérgezett csoki izomorf az m = p"q* szimon
jatszott osztojdatékkal.

1.4. Az Grundy-szidmozas

Az[1.8 Allitasban azt igazoltuk, hogy T(I + IT) = I ill. T(II +II) = II, az[1.9] Allitas egy
kovetkezménye, hogy T'(I +I) = II ha egy I-es tipust jatékot dnmagéval adunk ssze. Sajnos
azonban altalaban nem igaz, hogy T'(I 4+ I) = II: az egykavicsos és kétkavicsos 1-nim jatékok
mindegyike I-es tipusu, akarcsak az Osszegikként ad6d6 2-nim jaték. Két egykavicsos 1-nim
Osszege viszont II-es tipusi, ezért csupan az 6sszeg tagjainak tipusabol nem lehet meghatarozni
az Osszegjaték tipusat. Ennél tobb informaciora van sziikség. Ezt a tobbletinforméciot a G
grafbol tudjuk kinyerni az alabbi definicié segitségével.

1.15. Definicid. Tegyiik fel, hogy a G irdnyitott grif csicshalmaza elédll V(G) = Vo U Vi U
...UV% alakban, ahol minden 0 < i < k esetén V; a G— (VyU...UV,_1) grif magja. Ekkor V;-t
a G grif i-edik magjanak, a (Vo, Vi,..., Vi) sorozatot pedig a G magfelbontasénak nevezzik.

A G graf 0-dik magja tehat a G (jelz6 nélkiili) magja, a Vi-gyel jelolt 1. magot ugy kapjuk,
hogy G-bdl elhagyjuk G magjat és az igy kapott graf magjat képezziik. Ha ezek utat a V-
beli csiicsokat is toroljiik, akkor az igy kapott graf Vo magja lesz a G graf 2. magja, és igy
tovabb. Figyeljik meg, hogy ha a v € V; egy i-edik magbeli cstics, akkor G-ben irdnyitott él
vezet v-bdl minden j-edik magba, ahol j < ¢, de v-b&l nem vezet irdnyitott él semelyik masik
i-edik magbeli csiicsba sem. Ezt a tulajdonsigot nevesitjiik az aldbbiakban. Lényegében arrol
van sz0, hogy egy (Vp, Vi,..., Vi) magfelbontast a cstucsok egy szamozasaval tudjuk kodolni,
mégpedig gy, hogy a V;-beli csticsok az i szamot kapjék minden 0 <4 < k esetén.

1.16. Definici6. A G irdnyitott graf Grundy-szamozasa a G csicsainak egy olyan g : V(G) —
N szdmozdsa, amire G minden u csicsa esetén teljesil, hogy

g(u) = mea{g(v) : wv € B(G)} ,

ahol a természetes szamok tetszdleges H C N halmaza esetén a ,minimum excludant” mex(H) =
min(N\ H) a legkisebb olyan természetes szam, ami nem fordul elé H-ban.

Egy Grundy-szamozés soran tehat gy szdmozzuk meg a G iranyitott graf csicsait, hogy
minden u csdcsra igaz legyen, hogy a rairt szdm a legkisebb olyan természetes szam, amit
nem irtunk ra u egyetlen kiszomszédjara sem. Nem minden iranyitott grafnak van Grundy-
szamozasa (példaul egy iranyitott 3-csticst kornek nincs), és ha van is, akkor sem feltételniil
egyértelmi (példaul egy iranyitott 4-csticsu kor esetében). A kovetkezs, a Grundy-szamozas és
a magfelbontas kozott kapcesolatot teremts megfigyelésbdl az kovetkezik, hogy DAG-ok esetén
azonban mindig van Grundy-szdmozas, és az egyértelmi is.

1.17. Megfigyelés. 1. Tegyiik fel, hogy g a G irdnyitott grif Grundy-szimozdsa és max{g(v) :
v € V(G)} = k. Ekkor (Vo,Vi,..., Vi) a G magfelbontdsa, ahol V; = g71(i) = {v € V(G) :
g(v) =i} minden 0 < i < k-ra.

2. Ha pedig (Vo,V1,..., Vi) a G egy magfelbontdsa, és minden 0 < i < k és u € V; esetén
g(u) =i, akkor az igy definidlt g figguény a G csicsainak egy Grundy-szimozdsa.

Az Megfigyelés szerint tehat a magfelbontésok és Grundy-szamozasok bijektiven
megfeleltethet6k egymésnak: G minden Grundy-szamozasa egyértelmiien meghatarozza G
egy magfelbontasat, és G minden magfelbontasa egyértelmiien meghatirozza G egy Grundy-
szamozasat.



Bizonyitds. 1. Azt igazoljuk, hogy V; nem feszit élt G-ben egyetlen 0 < ¢ < k esetén sem,
tovababa, hogy minden i < j < k és minden u € Vj esetén van olyan v € V;, amire uv € E(G).
Ebbdl allitas kovetkezik.

Ha v € V; akkor i = g(v) = mezx{g(w) : vw € E(G)} miatt nem létezhet olyan w csucs,
amire vw € E és g(w) = 1 teljesiil. Ez azt jelenti, hogy V; nem feszithet egyetlen vw élt sem.

Legyen most ¢ < j < k és u € V;. Ekkor j = g(u) = mez{g(v) : uwv € E(G)} miatt van
olyan v cstcs, amire uwv € F és g(v) = i teljesiil, azaz v € V;.

2. Legyen u € V; tetsz6leges csucsa G-nek. Mivel (Vp, Vi,..., Vi) a G egy magfelbontésa,

ezért v-bol vezet él a Vy, V7, ..., V;_1 halmazok mindegyikébe, de nem vezet él u-boél a V; halmaz
egyetlen masik csiucsaba sem. Ezért mex{g(v) : wv € E(G)} =i = g(u), vagyis g valoban a
csicsok egy Grundy-szamozasa. O

Az Megfigyelést illusztraljuk az alabbiakban.

1.18. Kovetkezmény. Ha J = (G,s) egy n kavicsot tartalmazd kupacbdl dllé 1-nim jaték,
akkor a G csicsai vy, v1,...,0, = S rendre a 0,1, ..., n kavicsbol dllo kupacoknak felelnek meg,
és a v; csics Grundy-szama g(v;) =i minden 0 < i < n esetén.

Bizonyitds. Az 1-nim szabalya miatt v;v; pontosan akkor éle G-nek, ha 0 < j < i < n. Ezért
G magja Vo = {vo}, G —Vp magja V1 = {1}, ..., G— (WU...UV,_1 pedig V; = {v;} minden
0 <i < n esetén. Ezért g(v;) = i teljesiil minden 0 < ¢ < n-re. O

Kombinatorikus jatékot leird grafnak mindig van Grundy-szamozasa.
1.19. Tétel. Ha G véges DAG, akkor G-nek egyértelmd Grundy-szamozdsa van.

Az [I.19] Tételt be lehet bizonyitani a az [I.5] Tétel bizonyitdsanak modszerével, forditott
topologikus sorrendben meghatarozva az egyes csicsok Grundy-szamat. Az[T.17 Megfigyelésre
tamaszkodva azonban hamarabb célt ériink.

Bizonyitds. Az Megfigyelés miatt tetszbleges irdnyitott G graf Grundy-szémozasai kol-
csOnosen egyértelmiien megfeleltetheték G magfelbontasainak. Ezért elegend§ azt igazolnunk,
hogy barmely G DAG-nak pontosan egy magfelbontasa van. Az Tétel szerint miatt G
Vo magja egyértelmi. Mivel G — Vj is DAG, ezért e graf Vi magja szintén egyértelmi az
Tétel miatt. Hasonldan, G — (Vo U V) is DAG, ezért a Vo mag egyértelmd, és igy tovabb.
Minden véges DAG-nak tehat pontosan egy magfelbontésa van, igy a Grundy-szdmozésa is
egyértelmd. O

Az[1.19] Tétel miatt kombinatorikus jatéknak nem csak a tipusarol, de a Grundy-szamarol
is beszélhetiink.

1.20. Definicié. A J = (G, s) éles kombinatorikus jdaték Grundy-szama g(J) = g(s), ahol g
a G graf Grundy-szamozdsa.

1.21. Megfigyelés. Egy J = (G, s) éles jaték Grundy-szamdat tehdt a jaték s kezddesicsdnak
egyértelmd Grundy-szimaként definidljuk. Figyeljik meg, hogy J Grundy-szdma meghatdrozza
J tipusdt: ha g(J) =0, akkor T'(J) =11, ha pedig g(J) > 0, akkor T'(J) = I.

Latjuk tehét, hogy a Grundy-szam J tipusdanak meghatarozasan til tobbletinformaciot is
ad a jatékrol. Korabban pedig azt lattuk, hogy az Osszegjaték tipusdnak meghatarozasahoz
kevés csupan az Osszegzésben szerepld jatékok tipusainak ismerete. Megmutatjuk a tovabbi-
akban, hogy a Grundy-szam maér tartalmazza a jaték tipusanak meghatarozasahoz sziikséges
tobbletiforméaciot: ha Ji,...,Jp éles jatékok és J = J; + ...+ Ji, akkor J Grundy-szamét
(és igy persze a tipusat is) kiszamithatjuk a g(J1),. .., g(Jx) Grundy-szamok ismeretében. Ezt
készitjiik el a kovetkezs szakaszban.
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1.5. A nim-0Osszeadas

A nim-6sszeadas egy els6 latasra kiilonos és haszontalan miveletnek tiinik, de mint latni fogjuk,
valojaban nélkiilozhetetlen az 6sszegjatékok nyerd stratégidjanak kiszamitasahoz.

1.22. Definici6é. Az a,b € N szdmok a & b nim-0sszegét gy kapjuk, hogy az a és b szamok
bindris alakjdt helyiérték-datvitel nélkil adjuk dssze, tehdt ha egy helyiértéken a és b kettes
szamrendszerbeli alakjdban azonos szamjegy dll, akkor a nim-dsszegben ugyanezen a helyiértéken
0 szerepel, ha pedig a két szdmjegy kilonbozd, akkor a nim-dsszegben az adott helyiérték 1.

Tehat az a @ b nim-Gsszeg binaris alakjaban az egyes helyiértékeket gy kapjuk, hogy az
a-ban ill. b-ben ugyanezen a helyiértéken allo szamjegyekre a xor miveletet alkalmazunk, ahol
zor(0,0) = zor(1,1) = 0 és zor(0,1) = zor(1,0) = 1.

1.23. Példa. 7&5 = 111@69 101@ = 010@ =2,4l. 966 = 1001@690110@ = 1111@ = 15.

Konnyen lathato, hogy 0 < a @ b < a + b teljesiil minden a,b € N szamparra. Sziikségiink
lesz a nim-0sszeadés néhany tovabbi alaptulajdonsagara.

1.24. Lemma. Tetszdleges a,b,c € N esetén (1) a®b=bda, (2)a® (bdc)=(a®b) B,
(3) a®a=0, (4) a®0=a, (5)adb=a®c=b=c, valamint
(6)c<a®b=a®dc<buvagybdc<a, véqiil

(7) c<a®b= 3d <a, amire ' ®b=c vagy IV < b, amire a b = c.

Bizonyitds. (1-4): trivialis. (5): Az (1-4) azonossagokat felhasznélva a kovetkez6t kapjuk:
abb=a®c=a®(a®b)=ad(a®c)=(aBa)db=(a®a)dc=08b=0Gc=b=c.

(6): Tegyiik fel, hogy a=ai...ang) b:bl...bn@) és a: ar...ai11aip1...an
a@b:xl...mn@, ahol z; = xor(a;,b;). Mivel ¢ < a @b, b: by...bj—10 biy1...b,
ezért ¢ = x1 ... 2;—10y;+1 - - “Yn@) és 1 = x; = xor(a;, b;). a®b: ... .2 11wipr... 2y
Tegyiik fel el6szor, hogy a; = 1 és b; = 0. Abbdl, hogy c: 21210 Yiy1...yn
x; = xor(a;, b;), adodik az a; = xor(z;, b;) egyenldség. bSc: ar...a;i—10 zi41...2n

Ezért bbc=ay...a;-102i41 ... Zn(@): igy aztdn b @ ¢ < a. Hasonléan igazolhatd, hogy a; = 0,
b; = 1 esetén az a @ c < b egyenlGtlenség teljestil.
(7): (6) miatt a®c < bvagy b @ c < a. Az elsd esetben b/ = a @ ¢ valasztassal

adb=a®(a®c)=(ada)dc=0dc=c
adodik. A masodik esetben pedig a’ = b @ c értékadas mellett
deb=(bdc)db=(cdb)db=cd(bdb) =cd0=c

kovetkezik. O

1.6. Az osszegjaték Grundy-szamozasa

Megtettiink minden el6késziiletet ahhoz, hogy az Gsszegjaték tipusat illetve nyerd stratégiajat
meghatarozzuk az 6sszegzésben szerepld jatékok Grundy-szamozasanak ismeretében.

1.25. Tétel (Sprague—Grundy-Tétel). Tegyiik fel, hogy g1 ill. go a J1 = (G1,s1) ill. Jo =
(Ga, s2) éles jatékok jatékok Grundy-szdmozdasai. Tetszdleges u € V(G1) és v € V(G2) csiucsok
esetén legyen g(u,v) = g1(u) ® g2(v). Ekkor az igy definidlt g : V(G1) x V(Ga) — N figguény
a J = J1+ Jo jaték Grundy-szimozdsa.
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Két jaték osszegének Grundy-szamozésa tehat kiszamithaté az Gsszegben szerepld jatékok
Grundy-szamozasaibol. Az utdbbi Grundy-szamozésok ismeretében igy minden lényegeset
megtudhatunk az 6sszegjatékrol.

Bizonyitds. Legyen uq,...,u, a G1, v1,...,vn pedig a Gy csiicsainak topologikus sorrendje.

t sz

(u1,01), .oy (U1, Um), (U2, v1) <. oy (U2, Um), (U3, v1) oo ooy (U, 1) oy (U, U)

a G graf egy toplogikus sorrendje. Ezen sorrend megforditasa szerint végighaladva a G csticsain
megmutatjuk, hogy g(u;,v;) = g1(u;) @ g2(v;) teljesiil G minden csticsara. Amikor tehat az
(ui,v;) cstcsot vizsgaljuk, akkor méar minden ¢’ > ¢ és j > j esetén igazoltuk, hogy az (u;, v;)
és (u;,vjr) cstucsok Grundy-szamai g(uy,vj) = g1(uir) ® ga(v;) ill. g(us, vy) = g1(ui) ® g2(vjr).
Ezen tényekbdl akarjuk igazolni azt, hogy az (u;, vj) cstics Grundy-szama g(u;, vj) = g1(u;) &
g2(vj). A Grundy-szam (mex fiiggvénnyel torténd) definicioja miatt elegends az alabbi két
allitast megmutatnunk. Egyrészt azt, hogy
a) nincs olyan (u;, v;)(uyvj ) éle G-nek, amire g(uyvjr) = g1(u;) ® g2 (v;), masrészt pedig, hogy
b) minden 0 < ¢ < g1 (u;)Dga(vj) esetén van olyan (u;, v;)(uyvj) éle G-nek, amire g(uyvj) = c.

Tegyiik fel, hogy (ui, vj)(uyvy a G graf egy éle, azaz i = i’ és vjvy a Go graf éle vagy u;uy
a G graf éle és j = j'. Ennek megfelelGen g(u;vj ) vagy g1(u;) @ g2(vyr) vagy g1(ui) ® ga(vj).
Az elsé esetben ga(vj) # g2(vjr, hisz a go Grundy-szamozast is a mex fiiggvény definialja,
a masodik esetben hasonldé okbol gi(u;) # g1(uy). Ezért az Lemma (5) része miatt
g(ugvyr) # g1(ui) ® g2(vj), és ezzel az a) allitast belattuk.

Legyen most 0 < ¢ < g1(w;) ® g2(vj). Az Lemma (7) része miatt vagy van olyan
a’ < g1(u;), amire o’ @ g2(vj) = ¢ vagy van olyan b’ < g¢o(v;), amire gi(u;) ® b = c. A
g1 és g2 Grundy-szamozasok definicioja miatt van olyan w;uy éle Gh-nek ill. olyan vjv; éle
Go-nek, amire g1(uy) = a' ill. ga(vjr) = b'. Ekkor viszont g(uyv;) = a’ @ ga(vj) = c ill.
g(uvjr) = g1(v;) @V = c. Tekintettel arra, hogy (ui, v;)(uy,v;) ill. (us, v5)(ui,vj) a G graf
élei, ezért a b) allitast is igazoltuk, és a tételt belattuk. ]

Az [1.25 Sprague—Grundy-tétel segitségével nem csupéan két, hanem tébb jaték 6sszegének
Grundy-szamozésa is meghatarozhato.

1.26. Kovetkezmény. Ha a Ji,...,J i €les jatékok Grundy-szdmozdsai g1, ...,gr akkor a
J=J1+ ...+ Jp dsszegjiték G grifja tetszdleges v = (vy,...,vx) csicsdnak a Grundy-szama

g(v) =g1(v1) B ... & gr(vk).

Bizonyitds. Az Osszeadott jatékok k szama szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. A k = 2
alapeset maga az Sprague—Grundy-tétel. Ha mar (k — 1) jatékra igazoltuk az allitést,
akkor J = J + Jg, ahol J' = J; + ...+ Ji_1. Ezért az Sprague-Grundy-tétel és az
induckids feltevés miatt

g(v) = ¢' (V) ® ge(vr) = [g1(v1) D ... D gr—1(vi—1)] D g (vi) = g1 (v1) B ... D g(vg) ,

ahol ¢’ a J' Grundy-szdmozasa és v = (vy,...,vx_1). Ezzel az indukcios lépést igazoltuk, és
a kovetkezményt belattuk. O

Az[1.26] Kovetkezmeény segitségével konny( nyers stratégiat adni barmely J = J1+...+Jy
jaték esetén, ha mindegyik J; jatéknak ismerjiik a Grundy-szémozasat. A J jaték grafjanak
tetszbleges v = (v1,...,v;) cstcsanak ugyanis g(v) = g1(v1) & ... ® gr(vg) a Grundy-szama.
Ha g(v) = 0, akkor v egy II-es tipusu csics, amivel nincs dolgunk a nyerd stratégia megha-
tarozasakor. Ha azonban g(v) # 0, akkor van olyan 1 < i < k és olyan 0 < ¢ < g;(v;), amire
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g1(11) B ... D gi—1(vi—1) D e® giv1(Vig1) ® ... D gx(vg) = 0. Ekkor a nyerd stratégia szerint a
J;i jatékban kell lépni, mégpedig egy olyan u; csicsra, aminek a Grundy-szama g;(u;) = c.

A fenti altaldnos nyerd statégiat specializdlva a k-nim jatékra egy konnyen elsajatithato
nyers stratégiat kapunk, amivel a nimben jaratlan ellenfeliinket konnyen legyGzhetjik és egy
szuperképesség latszatat kelthetjik.

1.27. Kovetkezmény (Bouton tétele). Legyen J az a k-nim jdték, amiben a kupacok mérete
ni,...,ng. Bkkor J pontosan akkor II-es tipusi, ha n1 @ ... H ng = 0.

Ha tehéat n1®...Pny # 0 akkor J I-es tipusi, és a nyerd 1épés sordn elGszor olyan 0 < ¢ < k
és 0 < ¢ < n; szamokat taladlunk, amire n1 & ... B ni—1 PcPnip1 B ... D n, = 0 teljesiil, majd
az i-edik kupac méretét n;-rél c-re csokkentjik.

Bizonyitds. Az Kovetkezmény miatt egy n kavicsot tartalmazé kupacbol allo 1-nim jaték
Grundy-szama n, ezért az Kovetkezmény miatt g(J) = n1 @ ... B ng. Az Megfi-
gyelésben pedig azt lattuk, hogy egy jaték pontosan akkor I7-es tipust, ha a Grundy-szama
0. O

Az Sprague—-Grundy-tétel segitségével éles jatékok ekvivalenciajat is kompakt médon
jellemezhetjiik.

1.28. Kovetkezmény. Tetszdleges Ji és Jo jdatékok pontosan akkor ekvivalensek, ha a Grundy-
szdmaik megegyeznek.

Bizonyitds. Legyen Ji, Jo és J jatékok Grundy-szamozasa rendre g1, g2, ill. g. Ekkor
J1~Jy = T(N1+J2) =11 < g(J1+J2) =0 <= gl(J1)EBgz(J2) =0 <~ gl(Jl) = QQ(JQ)

a jatékok ekvivalencidjanak definicioja, az Megfigyelés, az[1.25 Tétel és a nim-Osszeadas
alaptulajdonsagai miatt. ]

1.7. A hex jaték

Ebben a szakaszban egy olyan kombinatorikus jatékrol lesz sz6, ami amellett, hogy egy ver-
senyszertien jatszott, szorakoztatd jaték, a kombinatorikus jatékok egyik iskolapéldaja is.
A hex jatékban az I. és I1. jatékosok felvaltva he-

lyezik el a koveiket egy m X n-es hatszogracs me-

z6in azzal a megkotéssel, hogy egyetlen mezén sem

helyezhetd el egynél tobb ké. Az 1. jatékos akkor

nyer, ha a sajat koveivel fedett, egymashoz élben

csatlakoz6 mez6kon el lehet jutni a tabla bal szélé-

t6l a jobb széléig, a I1. jatékos gybzelméhez pedig az

sziikséges, hogy a sajat koveivel fedett, egyméshoz

élben csatlakozé mezGkon el lehessen jutni a tébla

also szélétdl a fels6 széléig. Egy 6 x 6-os hex tabla

1.29. Tétel. Egyetlen hex jaték sem végzddhet dontetlennel.

Bizonyitds. Hamarosan ... O
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1.8. Stratégialopas

A 2-nim ill. a T'(J + J) = II egyenlség kapcsan lattuk mar a stratégiamasolas modszerét,
aminek segitségével meglehetsen dltalanos feltételek mellett tudtunk nyerd stratégiat mutatni
a II. jatékos részére. Ebben a szakaszban egy masik, rendkiviil hasznos médszert mutatunk,
aminek a segitségével az I. jatékos szamara tudunk nyerd stratégiat garantalni. Azonban a stra-
tégiamasolassal ellentétben ebben az esetben csak a nyerd stratégia létezését tudjuk igazolni,
mig magérél a nyerd stratégiarol semmi érdemi sem deriil ki. A szoban forgd, stratégialopas-
nak nevezett érvelési technika John Nash nevéhez fiizddik, aki a hex esetén mutatta meg, hogy
létezik az I. jatékosnak nyers stratégiaja.

A stratégialopéasos érvelést legalabb két esetben alkalmazhatjuk sikerrel: akkor ha az I.
jatékos a legelst 1épésében passzolhat, illetve akkor, ha egyik jatékos szdméara sem okoz hatranyt
egy altala megtett tetszbleges extra 1épés. Ezt a két esetet illusztréljuk az alabbiakban.

1.30. Allitas. Az 1 x 1-es kivételével minden mérgezett csoki jaték I-es tipusi.

Bizonyitds. A mérgezett csoki betlijaték, igy nem végzédhet dontetlennel, tehat az egyik jaté-
kosnak bizonyosan van nyers stratégidja. Tegylik fel indirekt, hogy egy nem 1 x 1-es mérgezett
csoki jatékban a I1. jatékos rendelkezik nyerd stratégiaval.

Legyen az I. jatékos kezdd lépése a csoki jobb fels§ kockdjanak leharapasa. Figyeljiik meg,
hogy barmit is valaszol erre a I1. jatékos, ha ugyanezt a valaszlépést az I. jatékos tette volna
meg, akkor e 1épés utan ugyanazzal a csonka tablaval folytatddna a jaték, mint amit a fenti két
lépés eredményez. (Ilyenforman a kezdgslépés tekinthets ugy is, hogy az I. jatékos passzolt.)

A masodik jatékos valaszlépése utan tehat az I. jatékos tekintheti gy a jatékot, hogy a
valaszlépés volt a kezddSlépés. Ezért ettsl a ponttol kezdve az I. jatékos kovetheti a I1. jatékos
nyerd stratégidjat, ami garantalja a szamara a gy6zelmet. Azt kaptuk, hogy a 1. jatékos nyerd
stratégidjanak létezésébdl kovetkezik, hogy az I. jatékosnak van nyerd stratégidja. Ez pedig
ellentmondés: nem lehet egyszerre mindkét jatékosnak nyerd stratégiaja. Az indirekt feltevés
megddlt, igy a mérgezett csoki jatékban bizonyosan az I. jatékosnak van nyers stratégidja. [

A fenti bizonyitas voltaképpen azon a megfigyelésen mulik, hogy a mérgezett csokihoz
tartozd G grafnak van két specidlis cstcsa: az egyik a kezdGallapothoz tartozo s cstcs, ami
az érintetlen, teljes tablanak felel meg, a masik pedig a jobb fels§ sarok komplementeréhez
tartozo v cstcs. Erre a két csticsra két tulajdonsag igaz. Egyrészt sv € E(G), masrészt pedig
s-b6l v kivételével pontosan azokba a cstcsokba fut él, amelyekbe v-bdl is él mutat. Ha tehat
U a v kiszomszédainak halmaza, akkor

9(v) = mea{g(u) : u € U} és g(s) = mex({g(v)} U{g(u) :u € U}) .

Ezért aztan g(s) > g(v) > 0, igy g(s) # 0, azaz s I-es tipust.
A stratégialopésos érvelés akkor is miikodik, ha sose jarunk rosszul attél, ha eggyel tobbszor
léphetiink. Ezt illusztraljuk az alabbiakban.

1.31. Allitas. Tetszdleges hex jdaték I-es tipusi.

Bizonyitds. Az[1.29] Tételben lattuk, hogy a hex nem végzddhet dontetlennel. Ezért valame-
lyik jatékosnak bizonyosan van nyerd stratégidja. Indirekt tegyiik fel, hogy ez a I1. jatékos.
Jatssza a két jatékos a jatékot az alabbiak szerint.

A I1. jatékos kivesse a fenti, hipotetikus nyers stratégiat. Az I. jatékos az els6 lépésében
helyezze el a sajat kovét a tabla egy tetszéleges x mezején, majd jatsszon Ggy, mint ha az z
mez6 lres lenne, és ennek soran kévesse azt az indirekt feltevésben szerepls nyerd stratégianak
azt a valtoztat, amivel a I1. jatékos a tabla also és fels6 szélét tudja garantiltan Osszekotni.
Innentdél kezdve az x mezd6 az I. jatékos ,titkos mezeje”. Ha e stratégia kovetése sorédn az 1.
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jatékosnak a titkos mezdre kellene lépni, akkor 1épjen e helyett egy tetszéleges iires y mezdre,
és ez az y mezd vegye at a titkos mezs szerepét. A jaték el6bb-utobb véget ér, ami ugy is
megtorténhet, hogy az I. jatékos nem tud djabb titkos mez6t valasztani, mert mér egyetlen
mez3 sem ures.

Barhogyan is ér véget azonban a jaték, mindkét jatékos ugy latja, hogy 6 a nyerd stratégiat
kovette, tehat nyert. Ez természetesen nem toérténhet meg, vagyis ellentmondés kovetkezett
abbol a feltevésbdl, hogy a hex Il-es tipusa jaték. Az ellentmondés feloldasa csakis az lehet,
hogy a hex jaték I-es tipust. O

A fenti bizonyitashoz hasonléan igazolhato, hogy nem csak az amdébaban, de tetszGleges
hipergrafikus jatékban is van az I. jatékosnak nemvesztG stratégiaja. A hipergrafikus jatékban
adott egy nemiires H hipergraf egy V véges csticshalmazon, és a jatékosok felvaltva valasztanak
V-beli cstcsokat azzal a megkotéssel, hogy kordbban méar vélasztott csics tobbszor méar nem
valaszthato ki. Az a jatékos nyeri a jatékot, amelyik elGszor valasztja ki ‘H egy élének minden
csicsat. Ha ez nem kovetkezik be még akkor sem, amikor a teljes V' alaphalmaz mindegyik
csucsat kivalasztotta valamelyik jatékos, akkor a jaték dontetlennel ér véget.

2. Stratégiai jatékok

Hamarosan...
(Addig is: VKP 2, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.6, 2.7)

3. A cs6djaték nukledlusza és a Talmud-rejtély

Hamarosan...
(Addig is: diasor a honlapon.)

4. Osztozkodasi eljarasok

Hamarosan...
(Addig is: VKP 4.1, T 9.1, 9.2, ill. a ,,diasor] a honlapon.)

5. Szavazasi eljarasok

Az alabbi szavazéasi modellben dolgozunk. Adott a szavazok N = {1,2,...,n} és az alter-
nativak A = {a1,...,ax} halmaza, L pedig az A alternativahalmaz linearis rendezéseit jeloli.
Feltessziik, hogy minden szavazé preferenciajat egy L-beli linearis rendezés irja le (az i-dik
szavazoét <; jeloli), és rogzitjiik, hogy a szavazas végeredménye csak ezektdl a preferenciak-
tol fligghet. Itt az a <; b jelentése az, hogy az i szavaz6 szdmara a b alternativa jobb az a
alternativanal. A < preferenciarendezés szerint legjobban preferalt alternativat Top(=) jeldli.
Vilasztasi profil egy, a szavazok preferenciait felsorolo IT = (=<1,...,=,) vektor. A szavazés
kimenetele vagy egy preferenciarendezés vagy egy A-beli alternativa. Tdrsadalmi vdlasztdsi
szabdly (TVSZ) alatt a kimenetelt meghatarozo F : L™ — L fliggvényt, Tdrsadalmi vdlasz-
tasi fiigguény (TVF) alatt pedig a kimenetelt leiro f : L™ — A leképezést értiink. Ha a IT
valasztasi profil ill. a déntéshozatali mechanizmusban hasznalt F' TVSZ vagy f TVF vilagos a
szovegkornyezetbdl akkor kézds sorrend ill. kozds dontés alatt az F(II) sorrendet ill. az f(II)
alternativat értjiik.
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5.1. Példa. (1) A jovdhagydsos szavazds az az eljdrds, amelyikben minden szavazo tetszdleges
szdmu alternativdt jelélhet meg, és a nyertes alternativa az, amelyiket a legtobben megjelolték.
(Dontetlen esetén az a legtobb szavazatot kapo alternativak kozil a <1 szerinti legjobb.)

A jovdhagydsos szavazds nem TVE, mert nem kizdrélag a szavazdk preferenciarendezéseitdl
fiigg a kimenetel. A jovdhagydsos szavazds tehdt nem fér bele a fenti modellbe.

(2) A tobbségi szavazdsi eljards sordn az alternativdkat aszerint rangsoroljuk, hogy hdny
szavazo szamdra képuiselik a legjobb vdlasztast. (Dintetlen esetén =i alapjin dontink.) Az
igy kapott az FT(II) linedri rendezés a tobbségi vdlasztds FT TVSZ szerinti kimenetele. Az
tibbségi szavazdshoz tartozé fT TVF szerinti fT(I1) kimenetel pedig legtébb szavazondl elsd
helyen szerepld alternativa.

A tébbségi szavazds nagyon tgyetlen lehet, mert lehet olyan jeldlt, aki mindenki szdmdra
nagyon jo, de senkinek se a legjobb, mig a legjobb helyen szerepld jeldltek mindegyike csak kevés
szavazondl van az elsd helyen, sokndl pedig csak a preferenciasorrend lequégén.

(3) A Borda-szavazds az az FB TVSZ, ami az alternativik Borda-pontszimainak csék-
kend sorrendbe rendezésével adddik (a diontetleneket esetén =<1 alapjdn rangsorolunk). Az a
alternativa Borda-pontszima B(a) = Y. Bi(a), ahol Bi(a) = n — k, ha az i-dik szavazd
preferenciasorrendjében az a alternativa a k-dik.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a alternativa legy6zi a b alternativdt, ha |{i : b <;
a}| > |{i : a <; b}, azaz, ha t6bb olyan szavazd van, aki szdmdra az a jobb h-nél, mint olyan
szavazo, aki b-t preferdlja a-val szemben. Az a alternativa Condorcet-gy6ztes, ha a minden
mds alternativdt legyéz. Az f TVF (ill. az F TVSZ) Condorcet-konzisztens, ha minden 11
vdlasztdsi profil esetén teljesil hogy ha egy a alternativa Condorcet-gydztes a 11 vdlasztdsi profil
esetén, akkor f(II) = a (ill. Top(F(I1)) = a). Akkor Condorcet-konzisztens tehdt eqy TVEF (ill.
TVSZ), ha Condorcet-gydztes alternativa nem veszithet.

5.3. Definicié. A Copeland-szavazas azt az FC¢ TVSZ-t jelenti, amelyikben az alternativdkat
csokkend Copeland-pontszdm szerint rendezziik, a déntetleneket <1 szerint rangsorolva. Az a
alternativa Copeland-pontszama C(a) = w(a) —E(a)EL ahol w(a) az a dltal legydzitt, £(a) pedig

Py

az a-t leqy62d alternativdk szdma.
5.4. Megfigyelés. A Copeland-szavazds Condorcet-konzisztens.

Bizonyitds. Ha a Condorcet-gyéztes, akkor w(a) = k — 1 és £(a) = 0, igy C(a) = k — 1. Ha
pedig nem az, akkor w(a) < k—2 és £(a) > 0, ezért C(a) < k—2. Tehat Top(FC (1)) = a. O

A tovabbiakban TVSZ-oktél és TVF-ektdl elvarhato tulajdonsagokkal foglalkozunk. Szim-
metrikus TVSZ esetén a <; szavazatok egyenértékiiek, nem szamit ki adta le azokat.

5.5. Definicié. Az F TVSZ szimmetrikus (néha anonim), ha F(II) = F(o(II)) teljestl min-

den Il = (X4, ..., 2y) vdlasztasi profil és a szavazdk tetszdleges o € S, permutdcidja esetén,
ahol o(I1) = (Zy(1); -+ +» 2g(n)) @2 a vdlasztdsi profil, amiben a szavazdk a o permutdcio sze-

rint helyet cserélnek. Hasonldan, az f TVF akkor szimmetrikus, ha f(II) = f(o (1)) teljesil
VIL, Vo € S, esetén.

5.6. Megfigyelés. Nem szimmetrikus egyetlen kordbban emlitett TVSZ és TVF sem, ha a don-
tetlenek felolddsdhoz a =1 preferenciarendezést haszndlja. Ha azonban az a; és a; alternativik
kézti dontetlent az i és j index nagysdgviszonya donti el, akkor az igy mddositott szabdlyok és
fiigguények szimmetrikussd vdlnak.

2Bz valojaban a mddositott Copeland-pontszam: a hivatalos definicié szerint C(a) = 2w(a) + t(a), ahol
t(a) az olyan |/ alternativak szdma, amelyekre a sem gy6zi le /-t és b sem gydzi le a-t. Konnyen lathato, hogy
barmely alternativa modositott Copeland-pontszdma (|A| — 1)-gyel kevesebb a hivatalosnal.
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A semlegesség az a tulajdonsag, hogy a TVSZ ill. TVF semmilyen médon sem kiilénbozteti
meg az alternativakat: ha példaul két alternativa a II profilban szerepld minden =; rendezés-
ben helyet cserél, akkor az igy kapott profilhoz tartozé F(II') ugy adodik, hogy F(II)-ben is
megcseréljiik a szoban forgod alternativakat. A semlegesség definicidja az alternativapar cseréje
mellett hasonl6 tulajdonsagot var el az alternativak tetsz6leges permutacioja esetén.

5.7. Definicié. Az F' T'VSZ semleges (néha partatlan), ha o(F(II)) = F(I1?) teljesil minden
IT = (21,...,=y) vdlasztdsi profil és az alternativik tetszdletes o € Sy permutdcidja esetén,
ahol a o(F(I1)) preferenciasorrend az F(II) preferenciasorrendbeli alternativik o szerinti per-
mutdcidjdval adodik, és a 117 = (0(=X1),...,0(=3y)) vdlasztdsi profilban szerepld o(=X;) preferen-
ciasorrendeket szintén a =; preferenciasorrendbdl kapjuk az alternativdk o szerinti permutdldsd-
val. Hasonléan, az f TVEF akkor semleges (S), ha o(f(II)) = f(I19) teljesil VII € L™ Vo € S,

esetén.

5.8. Megfigyelés. Az eldzd megfigyelésben szimmetrikusra mddositott TVSZ-ok a mddositds
eldtt semlegesek voltak, a mddositdssal azonban ez a tulajdonsdguk elveszik, hiszen a vdlasztds
sordn meghatdrozo tényezdvé vdlik az alternativdk indexelés szerinti sorrendje.

5.9. Definicié. Az F TVSZ egyhangu, ha minden (a,b) alternativapdrra igaz az aldbbi tulag-
donsdg. Ha a =<; b minden i-re akkor a <1 teljesil a <= F(II) kézds sorrendre.

Ha tehéat F egyhangu és minden szavazé egyforman latja az a és O alternativak viszonyét,
akkor ennek az F'(II) kozos sorrendjiikben is tiikrozédnie kell.

A lényegtelen alternativaktol valo fiiggetlenség azt jelenti, hogy barmely a és b alternativak
esetén ezek kozos sorrend szerinti egymaéashoz képesti viszonya kizardlag attol fligg, hogy az
egyes szavazok e két alternativa koziil melyiket preferaljak. Nem szamit tehat a tobbi alterna-
tiva a-hoz és 0-hez ill. egymashoz képesti viszonya.

5.10. Definici6é. Az F TVSZ fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol, ha minden (a,b) alter-
nativapdrra az aldbbi tulajdonsdg teljesil. Ha I1 = (=q,...,=,) és II' = (=<),...,=<]) olyan
vdlasztasi profilok, amelyikekben minden szavazoé egyformdn rendezi az (a,b) pdrt, akkor az
F(I) és F(II') kozis preferencidk is egyformdn rendezik az (a,b) pdrt. Ugyanez formuldkkal,
precizen:

Ha (a =3 b < a = b Vi € N) akkor (a =< < a =" 1), ahol == F(II) és
<'= F(1T').

5.11. Megjegyzés. Minden F TVSZ indukdlja az f = Top(F) TVF-t. Ha eqy TVF ér-
telmesen kiterjeszthetd az A részhalmazain értelmezett vdlasztdsi profilokra, akkor az f TVF
segitségével definidlhatunk egy f-et indukdlo F TVSZ-t az aldbbi modon. Az F(II) preferen-
ciarendezés legjobb eleme by = f(II). A mdsodik legjobb elem F(II)-ben by = f(Il|;-), ahol
H’E a I1-beli preferenciarendezésekbdl dll, miutdn mindeqyikbdl kihagyjuk a by alternativdt. A
harmadik legjobb alternativa F(I1)-ben by = f(H’H,E)’ és iqy tovdbb.

A kovetkezd megfigyelés arra mutat, hogy a lényegtelen alternativaktol valo fliggetlenség
elégséges ahhoz, hogy a TVSZ az alternativahalmaz részhalmazain is kénnyen értelmezhetd
legyen.

5.12. Megfigyelés. Tegyiik fel, hogy az F' TVSZ fiiggetlen a lényegtelen alternativdktol az
A alternativahalmazon, legyen A’ C A az alternativdk egy részhalmaza, valamint 11 = (=<3
ooy =) s I = (2,00, =20) pedig két vdlasztdsi profil. Ha minden i szavazd esetén =;
|ar ==! |4 teljesil, azaz minden szavazd ugyanigy rangsorolja az A'-beli alternativikat a =;
és <. preferenciarendezései szerint, akkor az F(II)|ar = F(II')|ar, vagyis az F(II) és F(IT')
kozos sorrendek is eqyformdn rangsoroljdk az A’-beli alternativikat.
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5.13. Megjegyzés. A fenti Megfigyelésbdl az is kiovetkezik, hogy ha eqy F TVSZ fiiggetlen
a lényegtelen alternativdktol, akkor F az A alternativahalmaz részhalmazain is indukdl egy
TVSZ-t.

Bizonyitds. Legyen a,) € A’ két tetszbleges alternativa. A II és II' profilokrol szolo feltevés
miatt barmely ¢ szavazé ugyanigy rangsorolja a-t és /-t =<; és <! szerint, ezért az F TVSZ
lényegtelen alternativaktol valo fiiggetlensége miatt a és / sorrendje ugyanaz F'(II)-ben mint
F(IT')-ben. Mivel ez barmely két A’-beli alternativara igaz, ezért F(II) pontosan gy rangso-
rolja a teljes A" alternativahalmazt mint F(IT'): F(I1)| 4 = F(IT)| . O

5.1. A Gibbard-Satterthwaite-tétel

Indokolt elvaras lehet egy TVF-t6l, hogy egyetlen szavazd se jarhasson jol azzal, ha nem
Gszintén szavaz. Egy TVF manipuldlhatosiga azt jelenti, hogy bizonyos koriilmények kozott
(azaz valamely konkrét IT valasztési profil mellett) az egyik szavazo képes tigy meghamisitani a
TVF kiszamitasahoz megadott preferencidit, hogy a végerdményként megsziilet§ kdzos dontés
a hamisito szavazo szamara kedvezdbb legyen, mint az, ami az Gszintén felfedett preferenciaibol
adoédott volna.

5.14. Definici6é. Az f : L™ — A TVF manipulalhato, ha van olyan I = (=Xq1,...,=y,)
vdlasztdsi profil és < preferenciarendezés, amire f(II) <; f(II_;, =}) teljesil. Ha egy f TVF

nem manipuldlhatd, akkor f-et szokds taktikazésbiztosnak is nevezni.
Egy F TVSZ-t akkor neveziink taktikazasbiztosnak, ha a Top(F) TVF nem manipuldlhato.

5.15. Példa. Tegyiik fel, hogy A = {IGEN, NEM,42,...} és mindeni € N szavazdhoz tartozik
egy nemnegativ w; suly. Minden I1 = (X1, ..., =<,) vdlasztdsi profil esetén definidljuk az IGEN-
szavazok Ny :={i € N : NEM <; IGEN} halmazdt. Legyen tetszéleges t € R esetén

) — IGEN ha Z{’u}iiiEN[}Zt
110 = NEM ha Y {w;:i€ N;} <t

az a TVF, ami szerint a kézos dontés mindenképpen NEM, kivéve akkor, ha az IGEN-szavazok
dsszsulya eléri t-t, amikoris IGEN a kizds dontés.

Figyeljiik meg, hogy ha egy © szavazo a szavazata megudltoztatdsdval el tudja érni, hogy
megudltozzon az fi TVF szerinti kézos dontés, akkor az igy kapott kdzos dontéssel i rosszabbul
jdr, mint ha dszintén szavazott volna. Ezért az fi TVF taktikdzdsbiztos.

Természetes elvaras egy TVF-t6l, hogy taktikidzasbiztos legyen, akarcsak a fenti példaban
szereplé f;. Van azonban a fenti f;-t6l lényegesen kiillonbo6z§ szintén taktikazasbiztos TVEF is.

5.16. Definicié. Az f TVF diktatorikus, ha van olyan j € N szavazo, hogy f(Il) = Top(=;)
teljesil minden 11 = (=X1,...,=y) vdlasztdsi profil esetén. Az F TVSZ diktatorikus, ha van
olyan j € N szavazo, hogy F(I1) ==; teljesiil minden I1 = (=1, ..., X,) vdlasztdsi profil esetén.
A definicioban szerepld j szavazd o diktator.

Az a ,szavazasi” mechanizmus, amelyikben mindig ugyanaz a szavazo (a diktator) hatarozza
meg a kozos dontést nyilvanvaléan taktikazasbiztos: aki nem diktator, barmit is szavaz, nem
tudja elérni, hogy megvaltozzon a ,ko6zos” dontés, mig a diktator szintén csak rosszul jarhat
azzal, ha nem &szintén szavaz.

Az alabbi, meglehetdsen kiabrandito eredmény szerint a két fenti példa nagyjabol le is irja
a taktikazasbiztos TVF-eket.

5.17. Tétel (Gibbard-Satterthwaite-tétel). Ha az f TVF taktikdzdasbiztos, szirjektiv és |A| >
3, akkor [ diktatorikus.
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A bizonyités kulcsa, hogy a TVF-ek taktikidzasbiztossigat egy szerencsésen valasztott foga-
lom segitségével jellemezziik. Ha egyetlen szavaz6 szavazatanak moédositasaval a kozos dontés
az a alternativa lesz, akkor ez az a alternativa az érintett szavazd szdmaéra ,elérhets”.

5.18. Definicid. Azt mondjuk, hogy az f TVFE és 11 wvdlasztdsi profil mellett az a € A alter-
nativa az t szavazd szamdra I1-elérhets, ha van olyan <€ L rendezés az alternativdkon, amire
fI_;, %) =a. Azi szamdra Il-elérhetd alternativdk halmazat A(I1,4) jeloli.

Vilagos, hogy az f TVF pontosan akkor manipulalhatd, ha van olyan II profil és i € N
ugy, hogy az i szavazd szaméara II-elérhetd egy olyan alternativa, ami ¢ szaméara jobb f(I1)-nél.
Ugyanezt fogalmazzuk meg méasképpen az aldbbiakban.

5.19. Lemma. Az f TVF pontosan akkor taktikdzdsbiztos, ha bdrmely I1 profil és bdrmely i
szavazo esetén az =<;-legjobb A(I1,4)-beli alternativa az f(Il) kézés dontés.

Bizonyitds. A két tulajdonsag helyett azok tagadéasainak ekvivalenciajat igazoljuk.

Ha egy f(I) =%; a és az a € A(Il,i), akkor ¢ tudja tgy modositani a szavazatéat, hogy a
legyen a kozos dontés, tehat f manipuldlhatd, igy nem taktikdzasbiztos.

Ha pedig f nem taktikdzésbiztos, akkor van olyan II valasztasi profil és i szavazd, aki
hamis szavazat leadéséaval elérheti, hogy egy olyanv «a alternativa legyen a k6z6s dontés, amire
f(II) =; a teljestil. Ekkor a € A(IL,4), igy az f(II) koz0s dontés nem az i szaméara Il-elérhets
legjobb alternativa. O

Figyeljiikk meg, hogy minden egyes szavazo csak a tobbi szavazo altal elérhetd alternativakat
tudja megvaltoztatni, a sajatjait nem.

5.20. Lemma. Tetszdleges (nem feltétlendil taktikdzdsbiztos) f TVF, 11 vdlasztdsi profil és <’
preferencia esetén A(I1,7) = A(IT',4) teljesiil, ahol II' = (I1_;, =') az a vdlasztdsi profil, amiben
az i szavazé ='-re mdédositja a profiljdt. [l

Héaromféle szavazatmanipulédciét fogunk vizsgélni a tovabbiakban.

5.21. Definicié. Rdgzitett Il = (=1,...,=y) vdlasztdsi profil mellett az i szavazo szavazatd-
nak atrendezésén egy olyan jfl szavazatot értink, amelyre igaz, hogy az f(Il) kézos dontést
pontosan azok az alternativdk el6zik meg <; szerint, amelyek jfi szerint megeldzik.

Az i szavazd szavazatdnak feljavitasa egy olyan jZF szavazat, amiben az f(II) kézos don-
téstdl kiilonbozd alternativdk sorrendje megegyezik az =; szavazat szerinti sorrenddel, tovdbbd
minden olyan a alternativdt, amit f(II) megeldz =; szerint, az f(Il) kozds dontés a feljavitott
jf szavazat szerint is megeldz.

Az 1 szavazd szavazatdnak jobbra shiftelése pedig egy olyan j;] szavazat, aholis a j;]
szavazatban eqy, a kozds dontésnél i szdmdra rosszabb és az i szavazd szdamdra elérhetetlen
a & A(IL,4) alternativdt a kézos dontés elé helyeziink, mikézben a tobbi alternativa egymdshoz
képesti sorrendjét vdltozatlanul hagyjuk.

Az alabbi példa illusztralja, mi is torténhet a fent definialt modositasok nyoman.

5.22. Példa. A i szamdra -elérhetd A(I1,i)-beli szavazatokat bekereteztiik.

Eredeti szavazat =i (1,2,3,4,5,6,7,] f(II) ,a,,'y,,s,C,)
Atrendezett szavazat jA (5,7,3,2,4,6,1,| f(II) ,@,8,%{,761,)
Feljavitott szavazat =<F: (1, f(I0)},5,6,7, . v,10¢,¢, )
Jobbra shiftelt szavazat =<7: (1,2,3,4 0,7,6 7 \—‘ . E € C .)
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5.23. Megfigyelés. Ha f taktikdzdsbiztos TVF, akkor egyetlen szavazd szavazatdnak dtrende-
zése, feljavitdsa vagy jobbra shiftelése sem vdltoztat a kozés dontésen, azaz ha II' = (I1_;, <))
az 1 szavazd szavazatdnak dtrendezésével, feljavitdsdval vagy jobbra shiftelésével kaphato 11-bdl,

akkor f(II) = f(IT').

Bizonyitds. Az Lemma miatt egyetlen szavaz6é sem tudja megvaltoztatni a sajat maga
altal elérhetd alternativdk halmazat, ezért A(Il,i) = A(Il',i). Az atrendezés, feljavitas és
a jobbra shiftelés transzformaciok egyike sem valtoztat az i szaméara elérhet§ alternativak
sorrendjén. Ezért a <; szerint legjobb A(II, ¢)-beli alternativa megegyezik a </ szerint legjobb
A(IT',4)-beli alternativaval. Mivel f taktikazasbiztos, ezért az Lemma miatt f(II) az
el6z6 mondatban elsgként, f(II') pedig a méasodikként koriilirt alternativa. Kovetkezésképp

f) = f(AT). O
Feljavitasok, atrendezések és jobbra shiftelések sorozata sem valtoztat a kozos dontésen.

5.24. Kovetkezmény. Ha az f TVF taktikdzdsbiztos és a Il wvdlasztdsi profilt dtrendezések,
feljavitdsok és jobbra shiftelések tetszdleges sorozata T -re mddositja, akkor f(I1) = f(I'). O

Ha taktikdzasbiztos TVF esetén minden szavazd egyetért abban, hogy mi a legjobb al-
ternativa, akkor ennek az alternativanak kell lennie a kozos dontésnek is, feltéve, hogy van
egyaltalan olyan valasztasi profil, amelyik esetén ez a konkrét alternativa a kozos dontés.

5.25. Lemma. Ha az f TVF taktikdzdsbiztos és sziirjektiv, tovdbba a 1l vdlasztdsi profil minden
szavazatdban az a alternativa dll az elsd helyen, akkor a kozos dontés f(II) = a.

Bizonyitds. A sziirjektivitas miatt van olyan II' valasztési profil, amire f(IT') = a. Mivel
a II valasztasi profil ennek a II' profilnak az Atrendezett-feljavitott valtozata, ezért az
Kovetkezmény miatt f(I1) = f(II') = a. O

A Gibbard—Satterthwaite-tétel bizonyitasahoz olyan valasztési profilokra lesz sziikség, ahol
az egyik szavazatot sem lehet jobbra shiftelni.

5.26. Definicio. A II vdlasztdsi profilt jobbra shiftelt profilnak nevezziik, ha egyetlen szavazo
sem tud a I1-beli szavazatdn jobbra shiftelni.

A 11 vdlasztdsi profilt akkor mondjuk teljesen jobbra shiftelt profilnak, ha minden, a 11-bdl
dtrendezések sorozatdval kaphatd II' profil jobbra shiftelt.

Egy jobbra shiftelt II profilban tehat minden szavazat az adott szavazé szaméra elérhetetlen
alternativakkal kezdédik, ezt koveti az f(IT) kozos dontés, majd az adott szavazo szaméra II-
elérhetd alternativak zarjak a sort. Megtorténhet, hogy egy jobbra shiftelt profilban az ¢ szavazé
szavazatanak atrendezése nyoman egy j szavazd szdmara egy korabban elérhetd o alternativa
elérhetetlenné valik. Mivel ez az a alternativa a j szavaz6 szavazatdaban a kozos dontést koveti,
ezért j képes a szavazatat az emlitett atrendezés utan jobbra shiftelni. Atrendezések és jobbra
shiftelések egymasutanjaval azonban tetszdéleges II profil teljesen jobbra shifteltté tehetd.

5.27. Lemma. Ha az f TVF taktikdizdsbiztos, akkor barmely 11 vdlasztdsi profilbol alkalmas
dtrendezések és jobbra shiftelések sorozatdval olyan teljesen jobbra shiftelt I1* profil kaphatd,
amire f(I1) = f(IT*) teljesiil.

Bizonyitds. Emlékezziink vissza arra, hogy egy a alternativa Il = (<1,..., =,,) valasztasi profil
szerinti Borda-pontszama B'(a) = Y,y Bl (a), ahol B'(a) = n — k, ha a a =; preferencia-
rendezésben a k-dik legjobb alternativa.

Figyeljik meg, hogy ha II profil jobbra shiftelése nyoméan egy II' profilt kapunk, akkor
BU(f(11)) > BY(f(I1)) = BY (f(I')), azaz a kozos dontés Borda-pontszama jobbra shiftelés
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soran csokken. Ha azonban a II' profil dtrendezéssel kaphato II-bél, akkor a kozos dontés
Borda-pontszama nem véltozik.

A II profilbol kiindulva jobbra shiftelések és atrendezések alkalmazasaval elérhetd, hogy a
kozos dontés Borda-pontszama a lehetd legkisebb legyen. Az igy kapott II* profilon jobbra
shiftelés mar nem alkalmazhato, hiszen attél csokkenne a Borda-pontszam. Ezért IT* jobbra
shiftelt profil. Ha pedig IT* egy atrendezése nem lenne jobbra shiftelt, akkor ezen az atrendezé-
sen alkalmazhatnank egy tjabb jobbra shiftelést. Ett6l a Borda-pontszam tovabb cstkkenne,
ami ellentmondana IT* valasztasanak. Ez azt jelenti, hogy I1* egy olyan teljesen jobbra shiftelt
profil, ami megkaphat6 a II profilbél jobbra shiftelések és atrendezések alkalmas sorozataval.
Az[5.24] Kévetkezmény miatt ekkor f(II) = f(II*). O

Jobbra shiftelt profilok fontos tulajdonsagat irja le a kovetkezs eredmény.

5.28. Lemma. Ha az f TVF taktikdazdsbiztos és sziirjektiv, tovdbbd II jobbra shiftelt profil,
akkor U;cy A(IL, i) = A, azaz minden alternativa I1-elérhetd legaldbb egy szavazd szimdra.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyik fel, hogy egy a alternativa egyetlen szavaz6 szamara
sem Il-elérhet6. Ekkor minden szavaz6 szavazata atrendezhetd dgy, hogy a legyen a szamara
legjobb alternativa. Ez a transzformécié az Kovetkezmény miatt nem valtoztat a kozos
dontésen, masrészt az[5.25] Lemma miatt a kozos dontés az a alternativa. Ez azt jelenti, hogy az
a alternativa minden szavazé szamara elérhetd, ami ellentmond az indirekt feltevésiinknek. [

Mindezen el6késziiletek utdn nekilatunk a Gibbard—Satterthwaite-tétel bizonyitasanak.

Az[5.17 Tétel bizonyitdsa. Legyen II egy tetszbleges valasztési profil, és legyen IT* az [5.27]
Kovetkezmény szerinti teljesen jobbra shiftelt profil. Megmutatjuk, hogy van olyan i szavazo,
akire A(IT*, i) = A, és minden més j # ¢ szavazora A(II*,j) = {f(I)}. Az Lemma miatt
ez az allitas azzal ekvivalens, hogy egy hijan minden szavazo6 I1*-lényegtelen, ahol egy szavazot
akkor neveziink IT*-lényegtelennek, ha a szamara kizarolag a f(II) kozos dontés az egyetlen
IT*-elérhetd alternativa. Ha egy szavaz6 nem II*-1ényegtelen, akkor IT*-lényeges.

Indirekt bizonyituk: feltessziik, hogy két kiilonb6zs 11*-1ényeges szavazd is van. Az 1. eset
az, hogy van olyan II*-lényeges i szavazo6, aki szaméra nem minden alternativa elérhets. Ekkor
A(IT*, i) # A, ezért valaszthatunk egy f(II) # a € A(IT*,q) és egy f(II) # b & A(II*,q)
alternativat. Az Lemma miatt van olyan j szavazd, akire b € A(IT*, j) teljesiil.

A TI. eset pedig az, hogy van minden IT*-1ényeges szavaz6 szaméra I[1*-elérhet§ minden
alternativa. Legyenek i és j kiilonbo6zd I1*-lényeges szavazok és valasszunk az f(II) kozos
dontéstdl kolonbozd a # b alternativakat. Ebben az esetben is talaltunk tehét egy ¢ és egy j
szavazot, akire a € A(IT*,4) és b € A(IT*, j) teljesiil.

Rendezziik at az i és j szavazok IT*-beli szavazatait agy, hogy i szavazataban f(II)-t a, b
szavazataban pedig f(IT)-t b kovesse. A II* profil teljesen jobbra shiftelt tulajdonsaga miatt egy
jobbra shiftelt IT; profilt kapunk, és a kozos dontés sem valtozik: f(IIy) = f(II*) = f(II). Ezek
utan modositsuk ¢ preferenciajat ugy, hogy az f(II) és a alternativék helyet cserélnek. Az[5.19]
és az Lemmak miatt f(II;) = a teljesiil az igy kapott II; profilhoz tartozé kozos dontésre.
Ezt kovetSen modositsuk gy a j szavazd preferenciajat, hogy az f(II) és a b alternativak helyet
cserélnek. Ez utobbi modositas j szavazatanak egy, a II; profil mellett torténg atrendezése,
ezért tovabbra is a = f(II; ;) koz0s dontés tartozik a modositas révén kapott II; ; profilhoz.

A 1I; ; profil azonban elGallithato gy is, hogy a II; profilban el6szor j, majd ezt kovetSen
i szavazatat modositjuk a fentiek szerint. Ha a fenti gondolatmenetben ¢ és j szerepét fel-
cseréljiik, akkor ezzel azt igazoljuk, hogy az els6 modositas utdn a kozos dontés b lesz, és ez
nem valtozik az ezt kivets atrendezés hatasara sem. A kapott a = f(Il; ;) = 0 ellentmondas
igazolja, hogy egy hijan minden szavazé IT*-lényegtelen. Az Lemma miatt tetszéleges
IT profilbol megkonstruélt teljesen jobbra shiftelt IT* profilhoz létezik egy d(II) szavazd, aki
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szamara minden alternativa IT*-elérhets (azaz A = A(II*,d(II))), minden mas szavazo pedig
[T*-1ényegtelen.

Vegyiik észre, hogy minden olyan I profil, amiben f(II) a d(f(II)) altal legjobban preferalt
alternativa megkaphat6 ITI*-bol atrendezések és feljavitasok alkalmas sorozatéaval, igy f (ﬁ) =
f(II). Ezek szerint a d(f(II)) szavazo egy f(II)-diktdtor: amennyiben d(f(II)) szaméara f(II)
a legjobb alternativa, akkor a k6zos dontés is ez lesz.

Tetszblegesen tetszolegesen valasztott II profilrdl igazoltuk tehat, hogy létezik egy f(II)-
diktator a szavazok kozott. Mivel f sziirjektiv, ezért minden o alternativahoz létezik olyan I,
profil, amire a = f(II,), vagyis minden « alternativahoz létezik egy d(a)-val jelolt a-diktéator.
Ha ezek utan d(a) # d(b) teljesiil az a # b alternativakra, akkor egy olyan valasztasi II profil
esetén, ahol d(a) szaméra a, d(h) szaméara pedig / a legjobb alternativa, a kozos dontésnek
a = f(II) = /-nek kell lennie, ami nyilvinvaléan lehetetlen. Ezért barmely két alternativa
esetén a hozzajuk tartozé diktatoroknak meg kell egyezniiik, azaz van egyetlen d szavazo, aki
a-diktator minden a € A esetén. Kz azt jelenti, hogy barogyan is szavaz d, a kozos dontés
a d szamara leginkdbb preferdlt alternativa lesz. Ezek szerint d diktator, és az f TVF pedig
diktatorikus. O

5.2. A demokratikus kozos dontés korlatai

Az imént igazolt Gibbard—Satterthwaite-tétel kévetkezményeként, egy masik lehetetlenségi té-
telt, Arrow hires tételét igazoljuk.

5.29. Tétel (Arrow-tétel). Ha |A| > 2, tovdbbd az F' TVSZ egyhangi és figgetlen a lényegtelen
alternativdktol, akkor F diktatorikus.

A tételt nem kozvetleniil igazoljuk, hanem az alabbi Lemma segitségével.

5.30. Lemma. Ha |A| > 2, tovdbbd az F TVSZ egyhangi és figgetlen a lényegtelen alterna-
tivaktol, akkor F' taktikdzdsbiztos.

Emlékeztetiink, hogy az F TVSZ taktikasbiztossaga azt jelenti, hogy az F' altal indukalt
F = Top(F) TVF nem manipulalhatd. Az alabbi bizonyitasban ,kozos sorrend” alatt az F
TVSZ altal meghatéarozott, a széban forgd valasztasi profilhoz tartozo sorrendet értjiik, és a
megfelels rendezést < fogja jelolni.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy F' nem taktikézasbiztos. Ekkor egy 7 sza-
vazd jol jarhat hazugsiggal: valamely 11 valasztasi profil mellett a sajat szavazatanak meg-
hamisitasaval elérheti, hogy az F(II) koz6s sorrend szerinti legjobb alternativa a legyen, ahol
a =; Top(F(IT)). Ennek érdekében az F' lényegtelen alternativaktol valo fiiggetlensége miatt
i-nek hazudnia kell az a és Top(F(II)) kozti preferenciajarol. Elss lépésként ¢ helyezze a-t
kozvetleniil Top(F(IT)) elé a sajat szavazataban. Mivel F' fliggetlen a lényegtelen alternati-
vaktol és Top(F(II)) viszonya egyetlen més alternativahoz képest se véltozik i szavazataban,
ezért a kozos sorrend legjobb alternataja Top(F(IT)) marad, igy a < Top(F(II)). Ha most i
felcserélné a-t és Top(F (II))-t, akkor a kozos sorrenden az indirekt feltevés miatt a lenne a
legjobb alternativa, és a = Top(F(II)) allna. Egyel6re azonban nem lépjiik meg ezt a cserét: i
szavazataban az a alternativa marad kozvetleniil Top(F(IT)) el6tt.

Legyen © olyan alternativa, amire a # b # Top(F(II)) és /-t mozgassuk a mogé minden
szavazO szavazataban. Ekkor F' lényegtelen alternativaktol vald fliggetlensége miatt tovabbra
is a < Top(F(II)), tovabba F egyhangtsagabol adéodoan / < a, igy b < a < Top(F(II)) a
kozos sorrend szerinti viszony.

Cserélje fel ekkor minden szavazo a-t és O-t. Az egyhangusag miatt a < 0, az F' lényegtelen
alternativaktol valo fliggetlensége miatt a H < Top(F(II)) relaci6 megmarad, igy a < b <
Top(F(II)) lesz a harom vizsgalt alternativa egymashoz képesti viszonya a kozos sorrendben.
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Cserélje fel i a szavazataban az egyméast kovets a és Top(F(II)) alternativakat. Az F
lényegtelen alternativaktol valo fiiggetlensége miatt a és b ill. b és Top(F(II)) viszonya nem
valtozik, azonban a manipulalhatosagrol tett indirekt feltevéstink miatt a és Top(F(II)) viszo-
nya megfordul a k6zos sorrendben: a </ < Top(F(II)) < a. Ellentmondas. O

Az Tétel bizonyitdsa. Az Tétel és az Lemma miatt a Top(F) TVF diktatorikus.

Legyen d a diktator és tegytik fel, hogy az F(II) kozos sorrend pedig a; = as > ... > .
A Top(F) TVF diktatorikus volta azt jelenti, hogy a d diktator szavazataban a; volt a legjobb
alternativa. Megmutatjuk, hogy d szavazata megegyezik a fenti kozos sorrenddel.

Helyezze minden szavazd ai-et a sajat szavazata végére. Az F' TVSZ egyhangiisaga miatt
a koz0s sorrendben a; keriil a sor végére, de mas nem valtozik, mivel F' fiiggetlen a lényegtelen
alternativaktol. Ezért az j kozos sorrend as-vel kezdddik, igy Top(F') TVF diktatorikus volta
miatt as-nek kell lennie a d diktator eredeti szavazata szerinti masodik legjobb alternativanak.

Hasonléan az eddigiekhez, helyezze ao-t minden szavazé a sajat szavazata végére. Ezzel ao
keriil a megszavazott kozos sorrend végére. Mivel d a Top(F) TVF diktéatora, az igy kapott
kozos sorrend els6 elemének, ag-nak a <, szerinti harmadik alternativanak kell lennie.

Hasonlo érveléssel <; nem csak az F(IT) szerinti legjobb alternativat, hanem a 2.-at, 3.-at,
stb is meghatéarozza.

Kovetkezésképp d az F' TVSZ diktatora. O

6. Arverési mechanizmusok

Az alabbi arverési modellben dolgozunk. Adott a licitalok N = {1,2,...,n} és az alternativak

s 212 2

A halmaza. Az i licitalo szaméra az a € A alternativa értékét 0;(a) € R jeloli. Ennyi pénzt
Az arverés soran minden licitdlonak meg kell adnia egy licitet. A licit nem mas, mint minden
alternativahoz egy licitérték hozzarendelése. Az i licitalo licitje tehat egy v; : A — R fiiggvény,
ahol v;(a) jelenti az i licitalonak az a alternativara vonatkozo licitjét. Az ¢ licitalo lehetséges
licitjeinek halmazat S; jeloli, S = S7 x Sy x ... x S, pedig a lehetséges licitprofilok halmaza:
ha v € S, akkor v = (v1,...,v,). (Itt is elkovetjiik a jelolésrendszer korabban megszokott
abuzusat, és (v_j, 0;)-vel azt a licitprofilt jeloljiik, amit v-bél ugy kapunk, hogy az i licitalo
licitjét a v-belir6l v;-re cseréljiik.)

Az arverési mechanizmus egy M = (f,p1,...,pn) (n+1)-es,ahol f: S — Aésp;: S =R
fiiggvények. Az M arverési mechanizmus a kévetkezképp miikodik: a licitalok licitjei alkotta v
licitprofil ismeretében az f(v) € A alternativa fog megvalosulni, és ezért a licitalok kifizetéseit
a p figgvények irjak le, az i licitalé konkrétan p;(v) Osszeget fizet. Miutan ez az arverés
lezajlott, az ¢ licitdlé nyeresége a kimeneteli alternativa értéke és az ezért kifizetett Gsszeg
kiilonbsége: u;(v) = 0, f((v)) — pi(v). Az arverési mechanizmustol egy fontos tulajdonsagot,
a taktikazasbiztossdgot varjuk el. Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy barhogyan is licitalnak
a tobbiek, egyetlen licitdlé sem jarhat jol azzal, ha nem a valodi értékelését licitalja. Minden
licitalo akkor jar tehat a legjobban, ha a licitje az alternativak valodi értékelésével egyezik meg.
A pontos definici6 az alabbi.

6.1. Definicio. Az M = (f,p1,...,pn) drverési mechanizmus taktikdzasbiztos, ha u;(v) <
ui(v_y, ;) teljesil minden v € S licitprofilra és minden i € N licitdlora.

A tovabbiakban egy specialis drverési mechanizmustipussal foglalkozunk.

6.2. Definicié. A Vickrey—Clarke-Groves-mechanizmus (réviden VCG-mechanizmus) olyan
M = (f,p1,...,pn) drverési mechanizmus, ahol minden v = (v1,...,v,) licitprofil esetén
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1. f(v) a licitosszeget mazimalizdlo alternativa, azazVa € A: Y " vi(f(v)) > Y0 vi(a)
s

N

2. pi(v) = hi(v_i) — 32,4 0;(f(v)) teljesil minden i € N esetén, ahol h; : S—; — R
fligguény.

A VCG-mechanizmus tehat arverési mechanizmusok egy osztélya. Ebbd6l az osztalybol egy
konkrét mechanizmus megadasa a h; alapkifizetési fiiggvények rogzitésével torténik. Bérho-
gyan is adjuk meg azonban ezeket a fiiggvényeket, a mechanizmus rendelkezik a fent elvart
tulajdonsaggal.

6.3. Tétel. A VCG-mechanizmus tetszdleges h; fiigguények esetén taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. Legyen v = (v1,...,v,) € S tetszbleges licitprofil, és i € N pedig egy tetszSleges
licitalo. Jelolje v/ = (v_j, 0;) azt a licitprofilt, amit az 7 licitalo Gszinteségi rohama eredményez.
Ekkor ¢ nyereségérél az aldbbiakat allapithatjuk meg.

wi(v') = i(f(v') = pi(v') = 0u(F (V) = ha(Vy) + Y vs(f(V) =
J#
> 6i(f(v)) = hi(v) + D vi(f(v) =
J#
= i(f(v) = hi(v_a) + D vi(f(v) = 5:(F (V) = pi(v) = us(v)
J#

ahol az els6 két egyenléség kozvetleniil adodik u; és p; definiciojabol az ezt kovets egyenlStlen-
ség pedig abbol, hogy a v’ licitprofil mellett az f(v’) alternativa maximalizalja a licitosszeget.
Felhasznaltuk még, hogy v_; = v’ ;, és az utolso két egyenlGség is a definicié kozvetlen alkalma-
zésa. A lanc eleje és vége kozotti egyenlGtlenség a taktikazasbiztos tulajdonsagot igazolja. [

Bar a tétel szerint minden VCG-mechanizmus taktikazasbiztos, az osztalyban talalhato
konkrét mechanizmusokkal szemben lehetnek jogos ellenvetések. Példaul a hy = hy = ... =
hn, = 0 valasztas esetén ha a v; licitek pozitivak, akkor a licitdlok azon tul, hogy jol jarnak
a kivalasztott alternativaval, még negativ Osszeget is fizetnek ezért. Akkor lehet tehat meg-
valositani egy ilyen mechanizmust, ha valahonnan a rendszeren kiviilrgl valaki kifizeti ezt az
Osszeget a licitaloknak. Ez altalaban irrealis elvards. Egy konkrét VCG-mechanizmust akkor
neveziink szubvenciémentesnek, ha p;(v) > 0 teljesiil minden v € S licitprofil és minden i € N
licitalo esetén.

Egészen masfajta probléma adodhat abbdl, ha a h; alapkifizetés tul magas. Ekkor ugyanis
hidba taktikazésbiztos a mechanizmus, el6fordulhat, hogy egy vagy tobb licitalonak tobbet kell
fizetnie annal, mint amit a gyd&ztes alternativa szamaéra képvisel, igy egyikiiknek sem érdeke
az arverésben valo részvétel. Azonban ez nem torténhet meg akkor, ha a mechanizmus vesz-
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teségmentes, ami azt jelenti, hogy ha egy licitalé Gszintén licital, akkor nem érheti veszteség.
Formalisan: ha a v = (v1,...,vy) licitprofilban az i licitdlo szinte (azaz v; = 0;), akkor
u;i(v_i, 0;) > 0 vagy, ami ezzel ekvivalens, p;(v) < 0;(f(v)) &ll fenn. Az alabbi szabaly a két

fent emlitett probléméat kiiszoboli ki.

6.4. Definici6. A Clarke-szabéaly dltal meghatdrozott M = (f,p1,...,pn) VCOG-mechanizmus-
ban a v_i = (v1,...,vn) licitprofil mellett i alapkifizetése h;(v_;) = max{}_,,;vj(a): a € A}.

A Clarke-szabaly szerint végrehajtott VCG arverés esetén tehat az ¢ altal fizetett Gsszeg a
megegyezik azzal a ,yveszteséggel”, amit 7 a jelenlétével okoz a tobbieknek. Ha ugyanis ¢ nem
lenne jelen az arverésen, akkor az az alternativa gy6zne, amelyik a maximaélis licitosszeget éri
el, de csak az i-t6l kiilonboz6 licitalok kdrében. Az a tény, hogy i is részt vesz az arverésen azt
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eredményezheti, mas alternativa gy&z, mint ha nem venne részt. Ezaltal a tobbiek licitosszege
a gylGztes alternativara kevesebb az ¢ licitalo részvétele esetén mint nélkiile. Ezért kell i-nek
a Clarke-szabaly alkalmazasakor azt a kiilonbséget kell megfizetnie, amennyivel kevesebbre
értékeli a tobbi licitald egylittese az i részvétele esetén gydztes alternativit az ¢ részvétele
nélkiil ad6édo gydztesnél.

6.5. Allitas. Ha 0; > 0 teljesil minden i € N licitdlora, akkor az a Clarke-szabdly szerinti
VCG-mechanizmus szubvencio- é€s veszteségmentes.

S0 (f(9)) < max{d vj(a) ra € A} = hi(v_) |

JFi J#i
ezért p;(V) = hi(v_i) — > ;. v;(f(v)) = 0, tehat a mechanizmus szubvenciémentes.
Tegytik fel most, hogy i &szintén licital, azaz v; = v; és v = (v1,...,v,). Ekkor a Clarke-

szabaly, 0; nemnegativitasa és f definicidja alapjan

hi(v_;) = max{z vj(a) : a € A} < max{v;(a) + Zvj(a) ra€ A} =

i i
max{) vj(a) :a € A} =Y v;(f(v)) = 6i(f(v)) + D vi(f(V)) ,
j=1 Jj=1 J#i
fgy pi(v) = hi(v_i) = 32, vi(f(v)) < 0:(f(v)), ami a veszteségmentességet igazolja. O

7. Ujraelosztasi feladatok

A kovetkezd —Gjraelosztasi— feladatban minden jatékos rendelkezik egy-egy joszaggal, és bar
ennél tobbre nincs ugyan sziiksége, irigyelheti mas jatékos joszagat. Ugy szeretnénk tjraelosz-
tani a jatékosok kozott a javaikat, hogy senki se jarjon rosszul (ami 6nmagaban nem nehéz:
mindenki tartsa meg a maga joszagat), és emellett mindenki a szamara lehetd legjobb kapja a
szamaéra elérhetd joszagok koziil. Az irodalomban lakéspiac néven fut ez a modell, aholis a ja-
tékosok N = {1,2,...,n} halmazanak elemei a lakastulajdonosok, a joszagok pedig a lakésaik.
Minden lakéstulajdonos rendelkezik egy preferenciarendezéssel a piacon talalhatd lakasokon
(az i tulajdonosét =<; jeloli), ami formalisan egy lineéaris rendezés az N halmazon: j <; k azt
jelenti, hogy az i tulajdonos szdmara a k tulajdonos lakasa jobb, mint a j tulajdonosé. A prob-
léma inputja tehat a tulajdonosok N halmaza és a II = (<X1,...,=,) € P" preferenciaprofil,
ahol P jeloli az N halmaz lineéris rendezéseinek halmazat. Az ujraelosztési mechanizmus egy
f: P" — Sy leképezés, ahol Sy az N halmaz permutécidinak halmazat jeloli. A mechanizmus
altal szolgaltatott konkrét Gjraelosztast az f(II) = o output-permutécio irja le: o(i) = j azt
a o~ 1(i) tulajdonos fog elfoglalni). Az tjraclosztasi mechanizmussal kapcsolatban természetes
az alabbi elvaras.

7.1. Definicid. Legyen o € Sy egy rogzitett djraelosztds a fent definidlt ijraelosztdsi feladat-
ban. Lakdstulajdonosok egqy B C N halmaza a o Gjraelosztast gyengén blokkold koaliciot alkot,
ha a B-beli tulajdonosok el tudjdk osztani a sajdt lakdsaikat eqymds kozott ugy, hogy senki se
jarjon rosszabbul, mint a o ujraelosztdas mellett, és legaldbb egy B-beli tulajdonos helyzete szigo-
ruan javuljon o-hoz képest. Formdlisan: a B halmaz akkor blokkolja gyengén o-t, ha van olyan
m € Sp permutdcid B-n és olyan i € B tulajdonos, hogy o(i) <; w(i) mellett o(j) =; 7(j)
teljesiil minden j € B lakdstulajdonosra.

Az er6s mag mindazon o € Sy ujraelosztasokbdl dll, amelyeket egyetlen koalicico sem blokkol

gyengen.
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Természetes igény, hogy az ujraclosztési feladatra er6s magbeli megoldéast talaljunk. Fi-
gyeljiik meg, hogy az egyfés gyengén blokkol6 koalicié hidnya azzal ekvivalens, hogy az tjrael-
osztas soran egyetlen lakastulajdonos sem keriil olyan lakésba, amit a sajat, eredeti lakdsanal
rosszabbnak {tél.

A tovabbiakhoz sziikséglink van az alabbi fogalomra. A lakistulajdonosok tetszéleges S
halmazahoz definialjuk a D(S) = (S, A(S)) iranyitott segédgrafot, ahol A(S) = {ij : i,j €
Sésk =, jVk € S}. A segédgraf iranyitott élei ugy kapjuk tehat, hogy minden S-beli
lakéstulajdonos ramutat arra az S-beli tulajdonosra, akinek a lakésa a legjobban tetszik neki. A
D(S) segédgraf nem feltétleniil egyszert, hiszen ha példaul i a sajat lakasat tartja a legjobbnak
az S-beli tulajdonosok lakésai koziil, akkor D(S)-ben iranyitott hurokél illeszkedik az i csticsra.
Mivel a D(S) digraf minden csticsanak pontosan 1 a kifoka, ezért D(.S)-ben bizonyosan van
iranyitott kor, ami elfajulo (tehat hurokél vagy egy oda-vissza irdnyitott élpar) is lehet. (Egy
konkrét kor megtalaldsdhoz tetszéleges csticsbol indulva addig kell az irdanyitott élek mentén
haladni, amig egy korabban bejart csticsba nem ériink.) Jelolje C(D(S)) a D(S)-beli iranyitott
korok csicshalmazainak uni6jat.

Az alabbi felss korcsere (angolul top trading cycles, réviden TTC) algoritmus az alabbiak
szerint keres a fenti Gjraosztéasi feladatban egy ujraelosztést.

1. Legyen S1 =N ési=1.

2. Ha S; = 0, akkor az algoritmus véget ér.

3. Ha S; # 0, akkor N; = C(D(S;)) és Siy1 = S; \ N;.

4. Definialjuk a o premutaciot N; elemein tgy, hogy o(j) = k, ahol jk € A(S;).
5.1 =1+ 1, GoTo 2.

Szavakban: az algoritmus i-edik fazisdban azok a lakastulajdonosok vesznek részt, akik
nem hagytak el a piacot az els6 ¢ — 1 fazis valamelyikében. Az i-dik fazis minden résztvevgje
ramutat arra a résztvevore, aki a szamara legszimpatikusabb lakés tulajdonosa. (Ilyenkor egy
lakastulajdonos akar sajat magéra is mutathat.) Ezek utan megkeressiik azt az N; halmazt,
amit mindazon lakastulajdonosok alkotnak, akik egy kér mentén egymasra mutatnak. (Akar
tobb kort is alkothatnak az N;-beli lakastulajdonosok.) Az Nj-beli lakastulajdonosok lakast
cserélnek a megtalalt korok mentén, és tavoznak a piacrél. (Ezt a lépést nevezziik az i-dik
fazisban megtalalt cserekorok eliminalasédnak.) Ezzel a lépéssel ér véget az i-edig fazis, és
kezdédik a kovetkezd, (i + 1)-edik fazis, aholis a megmaradé lakastulajdonosok hajtjak végre
a fenti eljarast. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mindenki tavozott a piacrol.

A fels§ korcsere algoritmusnak arra a fontos tulajdonsagéra mutatunk ra elGszor, hogy ha a
tulajdonosok egy B részhalmazanak valamely egymaés kozti lakascseréje soran egy ¢ tulajdonos
a fels6 korcsere algoritmusban kapott lakasnal jobb lakashoz jut, akkor van olyan j tulajdonos
is a B halmazban, aki a B halmazon beliili cserje soran a fels6 korcseréhez képest kifejezetten
rosszabbul jar.

7.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy a 0 € Sy a felsd korcsere algoritmus outputja, m € Sp pedig
olyan permutdcié a B C N halmazon, amire o(i) <; w(i) teljesil eqy i € B tulajdonosra. Ekkor
van olyan j € B tulajdonos, akire m(j) <; o(j) teljesil.

Bizonyitds. A fels6 korcsere algoritmus soran minden tulajdonos valamikor tavozik a piacrol.
Azt mondjuk, hogy a j tulajdonos indexe ¢(j) = k, ha j a k-adik fazisban tavozik, azaz ha
j € Ng. Figyeljiikk meg, hogy ha ¢(j) = k, akkor a fels6 korcsere algoritmus futésa folytan
a j tulajdonos szamara legjobb olyan lakéis, amelyiknek a tulajdonosa az Np U Ngiq U ...
halmazban van éppen az &ltala megszerzett o(j) tulajdonos lakdsa. Ezért ha o(i) <; (i),
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akkor az indexiikre p(7(i)) < ¢(7) teljesill, azaz az i tulajdonos szamara a 7 permutéacioban
kiosztott lakas tulajdonosa az i tulajdonosnal hamarabb hagyta el a piacot a fels6 korcsere
algoritmus futasa soran. Ezért abban a korben, amelyik mentén az ¢ tulajdonos a 7w permutacio
szerint lakast cserél, lennie kell egy olyan j tulajdonosnak is, aki a TTC soréan korabban hagyta
el a piacot, mint a 7 szerint kapott lakdsanak a tulajdonosa, azaz akire ¢(j) < (7 (7)) all fenn.
A bizonyités elején tett megfigyelésiink miatt ekkor 7(j) <; o(j), vagyis j rosszul jar a felsé
korcseréhez képest. O

A kovetkezd eredmény a felsé korcsere algoritmus taléan legfontosabb tulajdonséga.

7.3. Tétel (Shapley—Scarf-tétel). A fent leirt barmely ujraelosztdsi feladat erés magja pontosan
eqy permutdcidt tartalmaz, mégpedig a felsd kircsere algoritmus outputjdt.

Bizonyitds. Els6ként azt igazoljuk, hogy a fels6 korcsere algoritmus o outputja az erés magban
van, vagyis o mellett nincs gyengén blokkol6 koalicié. Legyen ugyanis B C N a tulajdonosok
egy tetszbleges részhalmaza, és tegyiik fel, hogy m € Sp olyan permutécié B-n, amire o(i) <;
(i) all fenn egy ¢ € B tulajdonosra. Ekkor a Lemma miatt van olyan j € B tulajdonos,
akire 7(j) <; o(j) teljesiil, ami azt jelenti, hogy B nem lehet gyengén blokkolé koalici6. Az
erGs mag tehét valoban tartalmazza a fels§ korcsere algoritmus o outputjét.

A kovetkez6 célunk annak belatasa, hogy a magban nem lehet a fels6 korcsere algoritmus
outputjatol kiilonbo6z6 permutécié. Legyen m € Sy tetszbleges, a fels§ korcsere algoritmus o
outputjatol kiilonb6zs permutacio, és legyen i € N egy olyan tulajdonos, akire o(i) # (i)
teljesiil és emellett az ¢(7) indexe a lehetd legkisebb. Megmutatjuk, hogy ha (i) = k, akkor
a felsg korcsere futasa soran definidlt N gyengén blokkolja a m permutaciot.

Alljon ugyanis a o, permutécié mindazon ciklusokbol, amelyek mentén az Nj-beli tulajdo-
nosok elcserélték a lakasaikat a fels§ korcsere algoritmus k-adik fazisaban, amikor elhagytak a
piacot. Tegyiik fel, hogy egy j € Nj tulajdonosra oy (j) # 7(j). Ekkor oi(j) <; 7(j) esetén
a Lemma bizonyitasanak elején szerepld megfigyelés miatt ¢(m(j)) < ¢(j) = k teljesiil.
Ezért annak a kornek, ami mentén j a m permutécio szerint lakast cserél, egy olyan j’ tulajdo-
nost is tartalmaznia kell, akire p(j') = ¢(7(j)) < k és 7(j") # or(j') teljesiil. Ez ellentmond 4
valasztasanak.

Ezek szerint m(j) <; ox(j) 4ll fenn minden olyan j € Nj, tulajdonosra, akire o (j) # 7(j).
Mivel i egy ilyen tulajdonos, ezért Ny a op permutécion keresztiil gyengén blokkolja a 7
permutéciét, ami tehét nem lehet az erés magban. Ezek szerint az erds magnak valéban csak
egyetlen egy eleme van, mégpedig a felsG kircsere algoritmus o outputja. O

7.1. A fels6 korcsere manipulalhatésaga

Nagyon {géretes tehat a TTC algoritmus, hiszen valamilyen értelemben a lehetd legjobb meg-
oldast talalja meg a vizsgalt lakdspiac-modellben megfogalmazott Gjraelosztési feladatra. A
tovabbiakban errél az algoritmusrél, mint mechanizmusrél mutatjuk meg, hogy igazmondasra
Osztonoz. Az aldbbi formalis definici6 szerint egy mechanizmus akkor manipuldlhat6, ha van
olyan preferenciaprofil, ami mellett egy lakastulajdonos jobb lakadshoz tud jutni a mechaniz-
muson keresztiil, ha alkalmas médon meghamisitja a sajat preferenciéit.

7.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a lakdspiac-modellben megfogalmazott wjraelosztdsi feladat-

hoz tartozo f : P" — Sy mechanizmus manipulalhato, ha van olyan II = (=4,...,=<,) € P"

preferenciaprofil és olyan <’ preferenciarencezés, amire f(I1)(j) <; f(I1—;, =})(4), teljesiil.
Az f mechanizmus akkor taktikdzasbiztos, ha nem manipuldlhato.

7.5. Tétel. A felsd korcsere algoritmus taktikdzdsbiztos a lakdspiac-modellben megfogalmazott
ujraelosztdsi feladatra.
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A Tétel helyett a taktikazasbiztos tulajdonsag egy erésebb valtozatat igazoljuk. Egy
mechanizmus akkor csoportosan taktikidzasbiztos, ha a lakastulajdonosok egyetlen részhalmaza
sem képes tigy meghamisitani a preferenciait, hogy a mechanizmus futtatasa utan egyikiik se
jarjon rosszabbul, mint a valédi preferenciaik megadésaval, de legyen kozottiik legalabb egy
olyan lakastulajdonos, aki kifejezetten profital a hamisitasbol.

7.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a lakdspiac-modellben megfogalmazott jraelosztdsi fel-
adathoz tartozé f : P™ — Sy mechanizmus csoportosan manipulélhato, ha van olyan N-hez
tartozo 11 = (X1,...,=,) € P™ preferenciaprofil, olyan M C N tulajdonoshalmaz és olyan
M-hez tartozs Tyy € PWMI preferenciaprofil, amelyekre f(I1)(5) =, f(T_ar, Tar)(4), teljesiil
minden j € M tulajdonosra és van olyan i € M tulajdonos, akire f(II)(i) <; f(H_pr, ar)(4)
dall fenn.

Az f mechanizmus csoportosan taktikazasbiztos, ha nem manipuldlhaté csoportosan.

7.7. Tétel. A felsé korcsere algoritmus csoportosan taktikdzdsbiztos a lakdspiac-modellben
megfogalmazott djraelosztdsi feladatra.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy lakistulajdonosok egy M C N halmaza
képes csoportosan manipulélni: léteznek olyan IT = (=<y,...,=,) és I, € PM]| preferencia-
profilok, amelyre o(j) =<; o (j) teljesiil minden j € M lakastulajdonosra, és legalabb egy
J € M tulajdonos esetén o(j) <; oa(j) all, ahol rendre o ill. ops jeldli a fels6 korcsere algo-
ritmus outputjat a IT ill. (IT_ps, ITy;) preferenciaprofilok mellett.

Vizsgaljuk meg a (I1_ 7, IT5s) preferenciaprofilok mellett futtatott felss koresere algoritmus
els§ olyan fazisat, amelyikben egy olyan C' cserekor jon létre, ami nem szerepel a o permutaciod
cserekorei kozott. Figyeljiik meg, hogy ha j egy, a C cserekdrben részt vevs lakdstulajdonos,
akkor a o(7) tulajdonos nem tévozhatott a piacrdl a hamisitott preferenciak mellett futtatott
fels6 koresere algoritmus egy korabbi fazisaban, hiszen akkor nem C' lenne a legkorabbi fazisban
keletkezd olyan cserekor, ami nem szerepel o cserekorei kozott. Az M-en kiviili lakastulajdo-
nosok a valodi preferencidikkal vesznek részt a manipuldlt TTC-ben, ezért a C cserekorben
szereplé minden M-en kiviili j lakastulajdonosra o(j) <; oa(j) teljesiil, hiszen a szoban forgo
fazisban j vagy o(j)-re, vagy egy szaméara még ennél is jobb lakas tulajdonosara mutat ra.

Mivel C' nem szerepel o permutécié cserekorei kozott, ezért C-ben bizonyosan részt vesz
olyan ¢ lakastulajdonos is, aki nem a o(¢) tulajdonos lakasat kapja, igy oar(¢) # o(€) teljestil.

Ha oy (0) <¢ o(¢), akkor £ € M, ugyanis lattuk, hogy a C' cserekdrben részt vevé M-en
kiviili tulajdonosok nem jarhatnak rosszabbul oj;-mel, mint o-val. Ez azonban ellentmond az
indirekt feltevéstinknek, miszerint az M-beli lakdstulajdonosok sikeresen tudnak csoportosan
manipulalni.

Ezért op(¢) ¢ o(f) a fennmarado eset. A Lemma miatt ekkor a C' cserekdrben részt
vesz egy olyan ¢’ lakastulajdonos is, akire o7 (¢') <p o(¢') teljesiil. Erre az ¢ lakastulajdonosra
is érvényes az el6z6 bekezdésben f-re elmondott érvelés, igy az indirekt feltevésbdl ebben az
utolsé esetben is ellentmondéas kovetkezik. Ez pedig a fels6 korcsere algoritmus csoportos
taktikazasbiztossagat igazolja. O

7.2. Lakaspiaci egyensily

Ramutatunk végiil a felsG korcsere algoritmus egy masik fontos alkalmazési lehet&ségére.

7.8. Definicié. Az N tulajdonoshalmaz és 11 = (X1, ..., =<y) preferenciaprofil dltal meghatd-
rozott lakdspiacon a p: N — Ry leképezés és o € Sy egyiittesét piaci egyensilynak nevezzik,
ha p(o(i)) < p(i) mellett o(i) <; j = p(7) > p(i) teljesil minden i,j € N esetén.

A fenti definiciéban arakat rendeliink a piacon 1évs lakasokhoz (konkrétan p(7) jeloli az j
tulajdonos lakasanak arat), és o(j)-vel jeloljiik annak a lakdsnak a tulajdonosat, amelyik az
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j tulajdonos széamaéra a legjobb a sajatjanal nem dragabb lakasok koziil. A piaci egyensily
azt jelenti, hogy az igy definidlt o az N halmaz egy permutécidja, azaz olyan arazast sikeriilt
taldlni a lakasokra, amelynek hatésira minden tulajdonos egyszerre meg tudja venni az sza-
méra elérhets legjobb lakast. Vilagos, hogy egy piaci egyensuly arfiiggvénye mar egyértelmiien
meghatarozza az egyensiilyhoz tartoz6é o permutaciot. Megmutatjuk, hogy ezzel egyuttal az
erés magot is megadtuk.

7.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy (p,0) piaci egyensily az (N,II) lakdspiacon, és C egy olyan
kor, aminek a mentén a tulajdonosk lakdst cserélnek a o permutdcioban. Ekkor p(j) = p(k)
teljesiil minden j,k € C tulajdonosra, azaz a piaci egyensilyban szerepld lakdscserék sordn
minden tulajdonos a lakdsdnak a teljes vételdrdt az tij lakdsdra forditja.

Bizonyitds. A piaci egyensily definicija szerint a C-beli tulajdonosok mindegyike legfeljebb
annyit fizet az 1j lakdsaért, mint amennyit a sajat lakasaért kap. Egyuttal az is igaz, hogy
a C-beli tulajdonosok &ltal Gsszességében kifizetett pénzmennyiség megegyezik a C-beli tulaj-
donosokhoz befolyd Osszeggel. Nem torténhet meg tehat, hogy valaki szigortian tobbet kap a
lakasaért, mint amennyit az Gj lakasara kolt. Tehat a sajat lakasa teljes vételarat mindenki az
1j lakaséba forgatja. O

7.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy (p,o) piaci egyensily az (N,II) lakdspiacon. Ekkor o az erds
magban van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tulajdonosok B C N halmaza tgy tudja egymas kozott elcse-
rélni a lakasait egy m € Sp permutacié mentén, hogy ennek soran egy ¢ € B tulajdonos jobban
jar, mint a o szerinti cserével, azaz o(j) <; 7(j). Mivel o(j) a j szdmara legjobb olyan lakas,
ami nem dragabb a sajat lakasa p(j) aranal, ezért a 7(j) tulajdonos lakasa biztosan dragabb a j
tulajdonsénal: p(j) < p(w(j)). A m permutacié mentén tehat az j tulajdonos egy, a sajatjanal
dragabb lakasba koltozik.

Kell lennie tehat olyan k& € B tulajdonosnak is, aki a sajat lakadsanél olcs6bb lakasba keriil a
7 permutacio altal leirt cseresorozat utan: p(w(k)) < p(k). A piaci egyensily definicioja miatt
egyrészt o(k) a legjobb olyan lakas, ami k szamara elérhetd (azaz aminek az ara nem tobb k
lakasa aranal), masrészt a Lemma miatt a o(k) lakis ara megegyezik k sajat lakasanak
araval: p(k) = p(o(k)). Ezért p(n(k)) < p(k) = p(o(k)), azaz k a sajatjanal olcsobb lakasba
koltozik, igy a 7 cserével rosszabbul jar, mint a o cserével. Kovetkezésképp a tulajdonosok
egyetlen B részhalmaza sem alkothat o-ra nézve gyengén blokkolé koaliciot, tehat o csakugyan
az erfs magban van. O

A piaci egyensily nagyszert dolog, hiszen anélkiil kényszeriti ki a magmegoldast, hogy
a tulajdonosoknak fazisok hosszi sorédn kelljen egymaéasra mutogatniuk. Természetes kérdés,
hogy vajon minden esetben van-e a lakdspiacon piaci egyenstly. Es ha van, akkor ismeriink-e
hatékony algoritmust piaci egyensuly keresésére. A vélasz mindkét esetben pozitiv.

7.11. Tétel. Tetszdleges (N,1I1) lakdspiac esetén taldlhato (p, o) piaci egyensily.

Bizonyitds. Futtassuk le a felss korcsere algoritmust az (N, II) inputon. Az output o permuté-
ci6 mellett megkapjuk a tulajdonosok halmazanak egy N = Ny UNsU. ..U N, particiojat, ahol
Ny a piacrol az f-edik fazisban tavozo tulajdonosok halmaza. Vélasszunk p1 > ps > ... > py >
0 szamokat, és definialjuk az arfiiggvényt ugy, hogy p(j) = p; ha j indexe i, azaz, ha j € N;.
Ezen arazas szerint egy lakds annal dragabb, minél korabbi fazisban tavozott a tulajdonosa a
piacrol. Azt allitjuk, hogy az igy definialt (p, o) piaci egyenstly.

Ehhez pusztan azt kell igazolnunk, hogy minden j € N; tulajdonos esetén a j szaméra
elérhets legjobb lakas tulajdonosa o(j). Ez pedig abbol kovetkezik, hogy a j szaméra nem
elérhetd (tul draga) lakdsok pontosan azok, amik a j cseréje el6tt kikeriiltek a piacrol, azaz az
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NjU...N;_;-beli tulajdonosok lakasai. A fels6 korcsere folytan pedig az N\ (N1 U...N;_1)-
beli tulajdonosok lakésai koziil a o(j) tulajdonos lakdsa a j szamara a legjobb, ezért (p,o)
csakugyan piaci egyensiily. O

8. Stabil parositasok

Az eddigi modellekben a kozosség egészét érinté dontéseket tgy probaltuk meghozni, hogy
vagy valamiféle konszenzus legyen a dontésrdl a jatékosok kozott (szavazas esetén), vagy meg-
fizettettiik az egyes jatékosokkal a helyzetiiknek a dontés hatasara torténd javulasat (drverések
esetében), vagy pedig természetben (a lakasukkal) kellett fizetniiik azért, hogy javuljon a hely-
zetlik. A most kévetkez6 modellben is szeretne mindenki a lehet$ legjobban jarni, de itt az
egyes jatékosok célja nem valamiféle konkrét vagyontérgy megszerzése, hanem az egyméssal
val6 kapcsolataikkal iizletelnek, és ebbdl prébélja mindenki kihozni a maximumot.

8.1. A stabil hazassag probléma

Az alabbi héazassagi modellben dolgozunk. A jatékosok mindegyike vagy fia vagy lany és a
koztiik lehetséges hézassagokat egy G paros graf irja le: ennek szinosztalyai a fidk F' és a
lanyok L halmazai, és egy f/¢ €l jelentése az, hogy f és £ kozott lehetséges a hazassdg. Minden
a jatékos rendelkezik egy =, linearis rendezéssel az a-ra illeszked§ éleken, azaz a potencialis
héazastarsain. A cél egy M parositas mentén ugy Osszehazasitani a jatékosokat, hogy lehetsleg
senki se legyen elégedetlen. Ez utobbi feltétel most a maghoz tartozast jelenti, azaz ne legyen
az M parositas mellett blokkold koalicio. Jatékosok egy B részhalmaza akkor blokkolo koalicio
M -re nézve ha a B-beli jatékosok képesek arra, hogy 6nerébdl javitsak a helyzetiiket, azaz ha
van olyan N parositas B-n, ami egyetlen B-beli jatékos szamara sem rosszabb M-nél, de van
legalabb egy olyan B-beli b jatékos, aki N-nel jobban jar, mint M-mel. Utébbi kitétel azt
jelenti, hogy b jobb part kap N-ben, mint M-ben, vagy pedig b fedetlen M-ben, de van parja
N-ben.

Vizsgéljuk meg, hogyan is néz ki egy blokkolé koalicié! Tegyiik fel, hogy a B koalicio
az N parositds mentén blokkolja az M parositdst. Van tehat egy olyan ba € N él, amivel
b jobban jar az M-beli helyzetéhez képest. Ez azt jelenti, hogy a nem b-vel all parban M-
ben, és mivel a € B is teljesiil, ezért a-nak is jobban kell jarnia a ba éllel, mint M-mel. Igy
aztan tetszdleges B blokkolo koalicio tartalmaz egy kétfGs blokkold koalicidt. Ezért a maghoz
tartozés eldontésekor a fenti definicié helyett elegendd csupan annyit megkovetelni, hogy ne
létezzen kétfss blokkold koalicid, azaz blokkold él.

8.1. Definicidé. Adott a G = (V, E) grdf és mindenv € V csucsdhoz a v-re illeszkedd élek E(v)
halmazdn a v csics preferencidjdt leiré =, linedris rendezés. Azt mondjuk, hogy v szdmdra az
e él jobb az f €élnél, ha f <, e. A G graf M pdrositdisa mellett az uv & M élt akkor nevezziik
tehdt blokkolo élnek, ha u és v is jobban jdr az wv éllel, mint M -mel, azaz ha M nem tartalmaz
se olyan €lt, ami u szdmdra, sem pedig olyan élt, ami v szamdra jobb az uv élnél. Ha az M
pdrositds mellett nincs blokkolo él, akkor M-et stabil parositasnak nevezzik.

8.2. Megjegyzés. Erdemes bevezetni az aldbbi fogalmat. Az e él a v cstcsnal dominalja
az f €élt, ha f <, e teljesil. E fogalom segitségével a stabil pdrositds olyan M pdrositdsként
definidlhato, ami minden M -en kivili élt domindl valamely csicsban. A blokkold €l pedig olyan,
a pdrositdshoz nem tartozo €él, amit a pdrositds egyetlen éle sem domindl.
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A fenti definicié nem csak paros grafokra értelmes. Konnyd meg-
adni olyan G gréafot és a csicsaihoz tartozo preferenciarendezéseket
agy, hogy ne létezzen stabil parositas. Példaul ha egy 3-csticstt korben
a preferencidk olyanok, hogy minden cstcs az egyik szomszédjanak a
legjobb, a masiknak pedig a legrosszabb valasztasa, akkor nincs stabil
parositas. A stabil parositas létezésének eldontésének ill. stabil parosi-
tas keresésének f6 eszkoze az alabbi Eltorlési Lemma.

8.3. Lemma. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és legyen =, linedris rendezés |
a v-re illeszkedd élek E(v) halmazdn minden v € V esetén. Tegyiik fel, hogy az u
csucs legjobb éle e = uv, €s e =, f = wv, azaz v szdmdra e jobb, mint f. Ekkor

a G és a G— f grifoknak ugyanazok a stabil pdrositdsai.

Bizonyitds. Legyen M stabil parositas G-ben. Ha f € M, akkor e € M, és mivel e az u cstcs
legjobb éle, ezért e blokkold él M mellett. Ezért f & M, igy M a G — f graftban is parositas.
Tekintettel arra, hogy M mellett nincs G-ben blokkol6 él, M mellett G — f-ben sincs blokkold
él, ezért M stabil G — f-ben is.

Most azt tegyik fel, hogy M a G — f graf stabil parositasa. Természetesen ekkor M G-
ben is péarositast alkot, amit az f élen kiviil egyetlen él sem blokkolhat. Ha most indirekt
feltessziik, hogy f blokkol6 él M mellett, akkor e ¢ M. Ekkor azonban e is blokkolja M-et,
ami ellentmond az M parositas (G — f)-beli stabilitasanak. Ezzel igazoltuk, hogy M stabil
G-ben. O

A Eltorlési Lemma komoly segitség a stabil parositasok keresésében: az alkalmazéasa
révén ugyanis ugy tudunk élt térolni, hogy nem véltozik a stabil parositasok halmaza, igy
a feladatot egy egyszertibb feladatra vezetjiik vissza. Az aldbbi eredmény példat mutat az
Eltorlési Lemma egy lehetséges alkalmazaséra.

8.4. Megfigyelés. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és legyen w : E — R egy olyan
élsilyozds, ahol nincs két egyforma sulyu €l. A csicsok =, élpreferencidit gy definidljuk, hogy
tetszdleges v-re illeszkedd e, f élek esetén f <, e ha w(e) < w(f). Ekkor G-nek pontosan egy
stabil pdrositdsa van.

Bizonyitds. Az Eltorlési Lemma alkalmazasaval egymas utan torliink éleket az eredeti G graf-
bol. Amikor ennek soran egy G’ graffal dolgozunk, és e a G’ egy komponensének legkonnyebb
éle, akkor az Eltorlési Lemma szerint minden e-hez csatlakozo él tordlhets. Igy egy olyan
komponens keletkezik, ami csak az e élt tartalmazza. Miutdn mar tobb éltérlés nem végez-
hetd, az eljaras végén kapott G* grafban minden komponensének legfeljebb egy éle lesz, azaz
M = E(G*) egy parositas. Vilagos, hogy G*-nek egyetlen stabil parositasa van, mégpedig M.
Az Eltorlési Lemma miatt tehat G-nek is M az egyetlen stabil parositasa. O

Térjiink vissza most a bevezetésben emlitett hazassidgi modellhez, amikoris a széban forgd
G graf paros. Az deriil ki, hogy ebben az esetben tetszéleges preferenciak esetén van stabil
pérositas. S6t: Gale és Shapley aldbbi lanykérd algoritmusa ilyet talal.

1. Minden fitt megkéri a szamara legszimpatikusabb lany kezét.
2. Minden lany a legjobb kivételével kikosarazza az Osszes kérGjét.
3. Ha nem volt kikosarazas, akkor STOP: a lanykérésekhez tartozo parositas az output.

4. Ha volt kikosarazas akkor GoTo 1

A lanykérs algoritmus segitségével igazolhatjuk az alabbi stabil hazassag tételt.
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8.5. Tétel (Gale-Shapley-tétel). Ha G pdros grif, és =, linedris rendezés E(G)-n minden
v €V esetén, akkor G-nek van stabil pdrositdsa.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a lanykérs algoritmus outputja stabil parosités, és ezzel iga-
zoljuk a tételt. Ehhez figyeljiik meg, hogy az algoritmus futisa sordn minden kikosarazas egy
olyan éltorlésnek felel meg, ami a . Eltorlési Lemmaban szerepld éltorlés speciélis esete. Itt
ugyanis az f él a w csucs legjobb éle, mig az Eltorlési Lemmaban ezt nem varjuk el. A lanykérs
algoritmus soran tehét egyetlen kikosarazas miatti éltorlés sem valtoztat a stabil parositasok
halmazan. Abban az el6bb-utobb elérkezd pillanatban, amikor a fiuk csupa kiilonb6zd lany
kezét kérik meg, a lanykérések egy M stabil parositast alkotnak az éltorlések utdn megmaradéd
a G’ grafban. Ha ugyanis egy ff ¢l nem szerepel M-ben, akkor M tartalmazza az f szama-
ra legjobb G’-beli élt, igy f¢ nem blokkolhat. Marpedig ha egyetlen ¢l sem blokkolja az M
parositas, akkor M stabil parosités. ]

Lattuk, hogy az Eltorlési Lemma miatt a fenti bizonyitasban szerepls G és G’ grafok stabil
pérositasai megegyeznek. Ebbdl a megfigyelésbdl azonban nem csupéan a lanykérs algoritmus
helyessége ad6dik, hanem az aldbbi eredmény is.

8.6. Megfigyelés. A ldnykérd algoritmus outputja olyan M stabil pdrositds, amiben minden
fii a legjobb olyan pdrt kapja, aki stabil pdarositisban a szdmdra elérhetd. Egyuttal minden ldny
a lehetd legrosszabb olyan partnert kapja, aki szamdra stabil pdrositdsban elérhetd.

Bizonyitds. Lattuk, hogy a lanykérs algoritmus soran felléps kikosarazéasok felfoghatok egy-
egy Eltorlési Lemma alapjan torténd éltorlésnek, tovabbé, hogy az M péarositasban minden
fit a szaméra legjobb él mentén van kiparositva a kikosarazasok utan megmaradé G’ grafban.
Mivel ezen éltorlések soran nem toéroltiink olyan élt, ami G stabil parositasaban felléphet, ezért
az M péarositasban minden fit a legjobb, szamara stabil parositasban elérhets partnert kapja.

A lanykérs algoritmus végrehajtasa utan kapott G’ grafbol tordljiink most minden olyan
élt, ami egy ¢ lany szadméara rosszabb, mint az M parositas f¢ éle. Mivel minden ilyen éltor-
lés valojaban egy Eltorlési Lemma szerinti éltorlés, ezért ezen éltorlések soran nem torliink
egyetlen olyan élt sem, ami stabil parositasban szerepelhet. Ez viszont azt jelenti, hogy az M
parositasban minden ¢ lany a szdmara lehetd legrosszabb olyan férjet kapja, akit G valamely
stabil parositasaban megkaphat. O

A [B:6] Megfigyelésben leirt tulajdonsag miatt a lanykérd algoritmus altal megtalalt stabil
pérositast szokas fii-optimdlis stabil parositdasnak nevezni. Természetesen ha a lanykérd al-
goritmust a nemek szerepcseréjével futtatjuk, akkor a lany-optimalis stabil parositast talaljuk
meg, amiben minden lany a szaméra elérhets legjobb stabil hazastarsat kapja. Kénnyt olyan
példat talalni, ahol a fig-optimaélis és lany-optimaélis stabil parositasok kiilonbo6zék. S6t, olyan
élpreferencidkkal ellatott paros grafot sem nehéz mutatni, amelyikben a stabil parositasok sza-
ma a graf csicsszaméanak exponencialis fliggvénye. A stabil parositasok struktirajarol szol a
kovetkezs tétel.

8.7. Tétel. Ha My és My az élpreferencidkkal elldtott (nem feltétleniil pdaros) G grdaf két stabil

parositdasa, akkor V(My) = V(Ms), azaz a G grdf barmelyik stabil pdrositdsdt is vdlasztjuk,

mindig ugyanazok a csucsok lesznek kipdrositva, €s ugyanazok a csicsok maradnak fedetlentiil.
v fi_up ex vy

O%/& ety —— M
U - é/(?}/\O _____ MQ

Bizonyitds. Azt fogjuk igazolni, hogy az M és My parositasok My AMy = (Mq\ M7)U(M2\ M)
szimmetrikus kiilonbsége olyan alternalé korokbdl all, amelyek mentén tgy tudunk végigha-
ladni, hogy mindig egyre jobb élre 1épiink. Ebbdl mar kovetkezik a feladat allitasa, hiszen
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egyrészt a két stabil parositas kozos élei (azaz My N Ms) altal fedett csticsokat mindkét paro-
sitas fedi, masrészt pedig az el6bb leirt preferenciakérokhoz tartozd Mi-beli és Mo-beli élek is
ugyanazokat a cstcsokat fedik.

Legyen tehat ey € My \ My. Mivel e & My, ezért eq nem blokkolja Ma-t. Kell lennie tehat
My \ Mi-ben egy olyan fi élnek, aminek van ej-gyel egy kozos vy cstcsa, és amire e <y, fi
teljesiil. Hasonlé gondolatmenetet kévetve abbol, hogy f1 € M; és fi nem blokkolja M;-et,
kovetkezik, hogy van egy olyan es € M \ My él, ami dominélja fi-et, azaz fi <, €.

Ezt a sort folytatva kapjuk az eq, f1, ea, fo, ... éleket, ahol e; = u;v; és f; = v;u;11, tovabba
ei <u; fi il fi <y, eir1 teljesiil. Mivel a G graf véges, el6bb-utobb ismétlédés lesz ebben
a sorozatban. Ez az ismétl6dés csak egyféleképp torténhet, mégpedig tugy, hogy exry1 = e1

valamely k-ra, és innent6l ciklikusan folytatédik minden, azaz fi = fri11, €2 = egro sit.
Ezzel igazoltuk a fent megfogalmazott allitast, miszerint az My A M, szimmetrikus kiilonbség
paronként diszjunkt preferenciakorokbal all. ]

Lattuk, hogy ugyanazon péros grafon rogzitett preferencidk mellett tobb stabil parositas
is létezhet. A lanykérs algoritmus outputja, a fit-optimaélis stabil parositas a fiuk szaméra a
lehetd legjobb és a lanyok szamara a lehetd legrosszabb a stabil parositasok kozott. (Hasonlo
mondhato el a szerepcserével kapott legénykérd algoritmus lany-optimalis outputjarol.) Mivel
atlaldban nem egyértelmi a stabil parosités, felmeriil a kérdés hogy adott stabil parositast
szolgaltatdé mechanizmus mellett (mint amilyen példaul a lanykérd algoritmus), tudja-e egy-
egy szereplé manipulédlni a végeredményt, azaz hazugsiggal elérni azt, hogy a mechanizmus
szolgaltatta parositas a hazug jatékos szdméra kedvez6bb legyen, mint ha Gszinte lett volna.

Figyeljiikk meg, hogy a hazassagi modellben minden ¢ lany elérheti a preferenciasorrendjének
alkalmas meghamisitasaval, hogy a lanykérs algoritmus altal szolgaltatott stabil parositasban
¢ a lany-optimalisbeli (tehat lehets legjobb) parjaval legyen Osszepéarositva. Ehhez minddssze
annyit kell tennie, hogy torli a preferencialistajanak a végét, azaz minden, a lany-optimalisbeli
partnerénél szamara rosszabb (de még elfogadhato) élt elfogadhatatlannak deklaral. Ha tehét
G Osszes stabil parositasa ¢ szaméra legalabb két kiilonb6z6 partnert is tartalmaz, akkor £
manipulalni tudja a lanykérs algoritmust. Az deriil ki azonban, hogy a fitk nem képesek
hasonlo triikkre: a lanykérs algortimus a fitk szaméra taktikazasbiztos.

8.8. Tétel. Legyen G = (V, E) pdros grif, =, pedig eqy linedris preferenciarendezés a v-re
illeszkedd élek E(v) halmazdn minden v € V esetén. Tegyiik fel, hogy G szinosztdlyai a fiuk F
és a lanyok L halmaza, €és legyen j’f eqy tetszdleges rendezés E(f)-en valamely f € F fiira.
Jelolje M ill. M' a fii-optimdlis stabil pdrositdst a G grdfban az eredeti <, preferencidkra ill.
azon modositott preferencidk esetén, amiben =y-et j}—fel helyettesitjik.

Ekkor ha ft = ¢ € M', akkor van olyan m € M él, amire ¢’ <y m teljesil, azaz a hamis
preferencidt megado megadd fid nem jdrhat jol azzal, ha hazudik, amennyiben a mechanizmus
mindig a fid-optimadlis stabil pdrositdst vdlasztja ki.

A bizonyitashoz sziikség van egy, a Gibbard—Satterthwaite-tétel kapcsan megismert fogalom
megfelelGjére. Adott G = (V, E) graf, <, preferenciak, M stabil parositas és v € V csiics esetén
a v cstcs =, preferencidjanak M -feljavitdsa olyan <! preferenciasorrendet takar, amiben az
M-hez nem tartozo élek egymashoz képesti sorrendjét megdrizziik, a v-t fedé M-beli élt pedig
(ha van ilyen egyaltalan) el6bbre soroljuk a preferenciasorrendben.

A Tétel bizonyitésa el6tt azt vizsgaljuk meg, hogy milyen hatasa van annak, ha egy f
fia a preferenciasorrendjén M-feljavitast hajt végre, tovibba annak, ha f gy hamisitja meg
a preferenciait, hogy a legkevésbé kedvelt partnereit elfogadhatatlannak mindsiti (ami a mi
modelliinkben azt jelenti, hogy tordljiik az elfogadhatatlannak mindésitett éleket a grafbol).
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8.9. Lemma. Legyen G = (V, E) tetszdleges pdros grif, <, minden v € V-re egy-eqy prefe-
renciarendezés a v-re illeszkedd élek E(v) halmazdn, és legyen M a G egy stabil pdrositdsa, f
pedig a G egy fii csiucsa.

1. Ha f preferencidjdt az eredeti <y preferencia M-feljavitdsdval helyettesitjik, akkor M
stabil pdrositds marad az igy maodositott preferencidk mellett is.

2. Ha G-bdl tetszdleges szdmii M -hez nem tartozo élt torlink, akkor M az igy kapott grifnak
stabil pdrositdsa marad.

3. Ha M a fid-optimdlis stabil pdrositds, és annak m éle fedi f-et és tordlyik G mindazon
e €leit, amire e =y m teljesiil (azaz m-et és az f szdmdra m-nél rosszabb éleket), akkor az igy
kapott grdf egyetlen stabil pdrositisa sem fedi az f csicsot.

Bizonyitds. 1. Indirekt bizonyitunk: ha M nem lenne stabil az M-feljavitas nyomén, akkor
lenne G-nek olyan e éle, ami blokkolja M-et a modositott preferencidk szerint. Ha azonban
az e él az M-feljavitott preferencia esetén blokkol, akkor e az eredeti preferencidk mellett is
blokkol6 él. Vagyis M nem volt stabil, ami ellentmondés. Ez a Lemma 1. allitasat igazolja.
2. Mivel G-bdl kizardlag M-en kiviili éleket torliink, ezért ha a torlés el6tt egyetlen él sem
blokkolta M-et, akkor M-et a torlés utan sem blokkolja egyetlen él sem, azaz M stabil marad.
3. Legyen M’ tetsz6leges stabil parositas a torlések utan kapott G’ grafban. Tegyiik fel
indirekt, hogy az M’ parositas egy €’ éle fedi az f cstucsot. Ekkor M’ stabil parositas marad a
G-bél torolt élek tjbol hozzaadasa utan is, ugyanis kizarolag e’ altal dominalt éleket adunk G-
hoz. Ezek szerint a G graf M’ stabil parositasanak ¢’ éle f szamara jobb a fi-optimalis stabil
pérositas f-et fed§ élénél. Ez ellentmond M fit-optimalitdsédnak, igy az indirekt feltevésiinket
cafolja. Kovetkezésképp a torlések utan kapott graf egyetlen stabil parositasa sem fedi f-et. [

A Lemma segitségével mar konnyen igazolhatjuk, hogy a lanykérs algoritmussal stabil
parositast talaldo mechanizmus taktikidzasbiztos a fiik szamara.

A Tétel bizonyitdsa. A j’f preferencia M’-feljavitasaval elérhets, hogy €’ legyen az f altal
leginkabb preferalt él. A Lemma 1. része miatt M’ tovabbra is stabil parositas marad az
igy modositott preferencidk mellett. Toroljiink ezek utan minden f-re illeszkedd, e’-t6] kiilon-
boz6 élt a grafbol! Mivel a torolt élek mindegyikét dominélja M’, ezért M’ stabil parosités
marad az igy kapott G’ grafban is. Figyeljilk meg, hogy barmi is volt a médositott =<', prefe-
rencia, a kapott G’ grafot a modositott preferencidkkal tgy is megkaphatjuk, hogy az eredeti
preferencidkkal rendelkezd G grafbol toroljiik az osszes f-re illeszkedd, €’-t8] kiilonbozo élt.

Ha a fit-optimalis M pérositas nem fedi f-et, akkor a Lemma 2. része miatt M a G'-nek
is stabil parositdsa. Ez azt jelenti, hogy G’'-nek M és M’ is stabil parositasai, raadasul M’
fedi, M pedig nem fedi f-et. Ez ellentmond a Lemmanak, ezért a fid-optimélis M stabil
pérositasnak fedie kell f-et. Legyen m az M pérositas f-et fedd éle.

Azt kell igazolnunk, hogy ¢’ < m teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy m <y €. A Lemma
3. része miatt ha toroljik G-bdl az m és f szerint m-nél rosszabb éleket, akkor a kapott graf
egyetlen, eredeti preferencidk szerint stabil parositasa sem fedi f-et. Ha ezek utén torliink
minden f-re illeszkeds, €’-t6l kiilonbozo élt, akkor a Lemma 2. része és a Lemma miatt
tovabbra is igaz marad, hogy az igy kapott G’ graf egyetlen stabil parositas sem fedi f-et. Ez
ellentmond annak, hogy M’ a G’ egy f-et fedd stabil parositasa. Ez az ellentmondas pedig a
Tétel allitasat bizonyitja. O

Igazoltuk tehat, hogy a lanykérs algoritmus taktikdzasbiztos a fitik szamara. Eredemes
megjegyezni, hogy a csoportos taktikdzasbiztossag méar nem teljesiil a lanykékd algoritmusra:
meg lehet adni olyan példat, amiben néhany fitt meg tudja tgy hamisitani a preferenciasor-
rendjét, hogy a hamis preferencikakkal ellatott graf fit-optimalis M’ stabil parositasa egyetlen
hamisité szamara se legyen rosszabb, mint az Gszinte preferenciak szerinti fiG-optimalis M sta-
bil parosités, de legyen legalabb egy hamisité fiti, aki M’-ben jobb partnert kap, mint M-ben.
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A lanykérs algoritmus csoportos taktikazasbiztossaga a fitk szaméra azonban gyenge érte-
lemben teljesiil: nem lehetséges, hogy néhany fit gy hamisitsa meg a preferenciasorrendjét,
hogy a fit-optimalis stabil parositassal minden egyes hamisit6é szigortian jobban jarjon, mint
az Gszinte preferenciak mellett fit-optimélis stabil parositassal. Ennek az utobbi allitasnak a
bizonyitésa konnyen megkaphato a [8.8) Tétel bizonyitasanak értelemszert modositasaval.

8.2. Az egyetemi felvételi probléma

A stabil hazassag probléma egy fontos altalanositasaban a szereplSk az egyetemi szakok és a
szakokra jelentkezd tanulok, akik rendre az S ill. T halmazokat alkotjak. A G = (SUT, E)
péros graf szinosztalyai az S ill. T halmazok, az élek pedig a jelentkezések: a ts él azt jelenti,
hogy a t jelentkez$ jelentkezik az s szakra. Akarcsak a stabil parositédsok esetén, minden
résztvevs esetén adott egy preferenciarendezés az adott résztvevéhoz kapesoldodo éleken, a t
jelentkezd ill. s szak esetén ezeket rendre =, ill. < jeldli. Mindezen tul minden s € S szakhoz
tartozik egy ¢s keretszam, az s szakra felvehetd hallgatok maximélis 1étszama.

Felvételi séma alatt egy olyan F' C E élhalmazt értiink, amelyikre igaz, hogy minden t € T
jelentkezd legfeljebb 1, minden s szak pedig legfejebb ¢, F-beli élnek cstucsa. Egy felvételi
séma tehat jelentkezések egy olyan halmaza, ami megvaldsithatd: egyetlen jelentkezének sem
tartalmazza egynél tobb jelentkezését és egyetlen szak hallgatoi 1étszama sem haladja meg az
adott szak keretszamat. Egy F' felvételi séma akkor stabil, ha egyetlen él sem blokkolja. Itt
blokkolo élen olyan e = ts élt értiink, amivel mindkét végpontja jobban jarna, mint a séma
szerinti élekkel: egyrészt tehat nincs olyan f € F' él amire e <; f, masrészt pedig nincsenek
olyan fi,..., fs, € F élek sem, amelyekre e < f; teljesiil ¢ = 1,2,...,q, esetén. Egy ts él
akkor nem blokkol, ha a t jelentkez&t felvették az s szakndl preferaltabb szakra vagy ha az s
szak a teljes keretszaméat egyt6l egyig t-nél jobb jelentkezdkkel toltotte fel.

Az egyetemi felvételi probléma esetén a feladat egy stabil felvételi sémat keresése a fent
leirt modellben. Vilagos, hogy ha minden létszdmkorlat pontosan 1, akkor az egyetemi felvételi
probléma egy péros graf stabil parositasanak keresésével ekvivalens. Megmutatjuk, hogy az
egyetemi felvételi probléma 1-nél nagyobb keretszamok esetén is visszavezethets paros graf
stabil parositasanak keresésére.

A fenti egyetemi felvételi probléma esetén miden s egyetemi szak helyett vegyiink s-bél ¢
példanyt: S = {s' : s € S,1 < i < ¢s} és definidljuk a G’ = (S’ UT, E') paros grafot az
E' = {ts':ts € BE,1 < i < ¢} élhalmazon. A G’ grafot tehat tgy kapjuk, hogy minden s
szakot ¢, példanyban klonozunk. A G’ graf s' € S’ cstcsahoz tartozo preferencia az s szak
preferenciajabol 6roklsdik, azaz s't <L st <= st <, st'. Azt jelentkez6 G’-hoz tartozod
preferencidja pedig szintén a felvételi problémabeli <;-bél szarmazik azzal a kiegészitéssel, hogy
ugyanazon szak klonjai koziil a kisebb index® mindig jobb a nagyobb indextinél. Formulaval
megadva ez azt jelenti, hogy ts <} t2/ ha s # z és ts <; tz vagy ha s = z és i > j. Végiil
az F' C FE’ élhalmaz P(F’) vetiilete a F-beli éleknek megfelels E-beli élek halmaza, azaz
P(F') = {ts € F: 31 <i < q5 amire ts' € F'}. Ugy is fogalmazhatunk, hogy ha egy s szak
kereteszama g5, akkor az s szakot helyettesitjiik ¢, db ,hellyel”. Minden jelentkezs egy szak egy
helyére szeretne bejutni, de minden helyhez kiilon jelentkezés tartozik. Az s szakhoz tartozo
helyek preferenciaja megegyezik az s szakéval, a jelentkezGk preferencidja pedig els6 sorban a
szak, méasodsorban pedig a szakon beliili hely sorszdma alapjan dél el. Az alabbi eredmény
mutat a két modell k6zott egy fontos kapcsolatot.

35



8.10. Tétel. A G = (SUT,E) grdf, {qs : s € S} keretszamok és {=Zy:t € T} ill. {<5:s € S}
preferencidk dltal definidlt eqyetemsi felvételi problémdban F' pontosan akkor stabil felvételi séma,
ha a G' grdfnak van olyan F' stabil pdrositisa, amire F'= P(F") teljesiil.

A Tétel szerint tehat a stabil felvételi sémak lényegében azonosak G’ stabil parositasaival.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F’' a G’ egy stabil parositasa. Ekkor F' = P(F') felvételi séma,
hiszen barmely jelentkezére legfeljebb egy él illeszkedik, és barmely s szak pedig legfeljebb
annyi F-beli élnek végpontja, ahdny klonja szerepel s-nek G’-ben. Ha ts ¢ F', akkor a vetités
folytan ts',ts2,... & F'. Mivel F’ stabil parositas, ezért a ts' élek egyike sem blokkolja F'-t.
Ezért vagy van egy tz/ € F’ él, amire ts' <} tz/ (amikoris tz € F, ts <; tz, tehat ts nem
blokkol F-ben) vagy pedig van egy t;s' € F' él, amire ts’ '</si t;s'. Ha minden s-re az utobbi
lehetSség 4ll fenn, akkor #1s,t2s,...,tq,s € I és ts <, t;5, azaz az F' felvételi sémaban s-re
gs olyan él illeszkedik, amelyek mindegyike jobb ts-nél. Azt kaptuk, hogy egyetlen ts és sem
blokkolhatja az F' felvételi sémét, ami ilyenforméan bizonyosan stabil.

Tegyiik fel most, hogy F egy stabil felvételi séma. Definialjuk az F’ parositast G’-ben tugy,
hogy ts' € F' <= ts az s-re illeszked§ F-beli élek koziil az s szdméara i-edik legjobb. E
definicio kovetkezménye, hogy P(F') = F. Azt kell igazolnunk, hogy F’ a G’ stabil parositasa,
azaz F'-t egyetlen ts; él sem blokkolja.

Legyen tehat ts' € E \ F’ tetszoleges él. Tegyiik fel el6szor, hogy ts € F, és ts a j-edik
legjobb él F'-ben az s-re illeszkedd élek kozott. Ha j < i, akkor ts? € F és ts' <} ts! a <}
definici6ja alapjan, igy ts® nem blokkolja F’-t. Ha azonban j > i, akkor ts az s-bdl induld
i-edik legjobb éle F'-nek. Legyen t's az F’ i-edik legjobb s-re illeszkeds éle. Ekkor ts <, t's
¢s F definicioja szerint ¢'s' € F ill. ts' <} t's', igy ts' ebben az esetben sem blokkolja F”-t.
Ha pedig ts ¢ F’, akkor vagy van egy ts' € F’ él, amire ts <; ts’, vagy pedig F’ tartamaz
t18,t2,...,tq, s éleket, amelyek mindegyikére t1s > 125 =5 ... =4 14,8 =5 ts teljesiil. Az els6
esetben ts'* € F valamely k-ra, és ts' <} ts'®, és ts' ezért nem blokkolja F-et. A masodik
esetben pedig ts' >, ;s € F' minden 1 < i < ggre, és ts' ismét nem blokkol. Ezzel a
Lemmaét igazoltuk. O

8.11. Kovetkezmény. A G = (SUT,E) grif, {qs : s € S} keretszamok és {=4: t € T}
ill. {Zs: s € S} preferencidk dltal definidlt egyetemi felvételi problémdban mindig van stabil
felvételi séma. A felvételi sémdk kozott van egy egyetem-optimdlis, amelyikben mindegyik szak
a lehetd legjobb jelentkezdket veszi fel, amit eqy stabil felvételi séma sordn felvehet, és van egy
jelentkezd-optimdlis, amelyikben minden jelentkezd a legjobb olyan szakra nyer felvételt, amire
eqy stabil felvételi sémdaban felvehetd. Igaz tovdbbd, hogy bdrmely két stabil felvételi sémdban
ugyanazok a jelentkezdk nyernek felvételt, és minden szak ugyanannyi jelentkezdt vesz fel a két
séma szerint. Rdaddsul ha eqy s szak eqy stabil felvételi sémdban a qs-nél kevesebb jelentkezdt
vesz fel, akkor s barmely stabil felvételi sémdban ugyanazokat a jelentkezdket veszi fel.

Bizonyitds. Az utolso &llitas kivételével minden kozvetleniil adodik a a 87 és a [8:I0] Té-
telekbdl. Az utolso allitas bizonyitasa két stabil felvételi séma szimmetrikus kiilonbségének
vizsaglataval igazolhato, a részleteket az olvasora bizzuk.

O]

8.3. A vonalhtzéasi probléma

Az el6z6 részben targyalt egyetemi felvételi modell 1ényeges leegyszertisitést tartalmaz a va-
losaghoz képest. Magyarorszagon ugyanis az egyetemi szakok preferencidjat a jelentkezékon
nem egy lineéris rendezés, hanem egy pontszamokon alapulé rangsor hatarozza meg. Ezért
barmely szak jelentkezsi kozott elGfordulhat pontszamegyenléség. A jogi kdrnyezet azonban
nem engedi meg, hogy ugyanarra a szakra azonos felvételi pontszammal rendelkezd jelentkezk
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kiilonboz§ elbirdlasban részesiiljenek. Ezért nem egy felvételi séma explicit meghatarozéasaval,
hanem implicit médon, az egyes szakok ponthatirainak megéllapitasa révén dél el, hogy az
egyes jelentkez6k hova is nyernek felvételt.

Az altalunk vizsgélt, tovabbfinomitott modell tehat egy G = (SUT, E) grafon alapul, ahol
tovabbra is S a szakok, T' a jelentkezk, F pedig a jelentkezések halmaza. Itt minden t € T
jelentkezd preferenciait egy, a t-re illeszked§ éleken adott =<; lineéris rendezés irja le, tovabba
minden ts € FE jelentkezéshez tartozik a t jelentkezs altal az s szakon elért rg € N felvételi
pontszam. Vonalhizds alatt egy tetszGleges £ : S — N fiiggvényt értiink, az s szakhoz a
vonalhizas altal hozzarendelt £(s) értéket pedig az s szak ponthatdrinak mondjuk. Egy p € N
nemnegativ egész esetén (¢_g, p) jeloli azt a vonalhuizéast, amit gy kapunk az ¢ vonalhizasbol,
hogy az s szakhoz tartozo ¢(s) ponthatart p-re modositjuk. Rogzitett £ vonalhuzas mellett egy
ts € E jelentkezés akkor eredményes, ha rg > £(s) (vagyis a t jelentkezd felvételi pontszama
eléri az s szak ponthatarat), és egy ts jelentkezés akkor sikeres, ha ts a t jelentkezd legjobb
eredményes jelentkezése. Az ¢ vonalhtizashoz tartozo sikeres jelentkezések halmazat F[/] jeloli.
Az ¢ vonalhtuzas megengedett, ha F[{] felvételi séma, azaz ha minden s szakra igaz, hogy az
s-hez érkezs sikeres jelentkezések szama legfeljebb ¢s. Az ¢ vonalhtizas kritikus az s szakra
nézve, ha vagy £(s) = 0 vagy pedig az teljestil, hogy ha ¢(s)-t 1-gyel csokkenénk, akkor az igy
kapott ¢/ = (£_g, £(s) — 1) vonalhizés mellett s-hez gs-nél tobb sikeres jelentkezés érkezne. Az ¢
vonalhizast akkor mondjuk stabilnak, ha ¢ megengedett és egyuttal kritikus is minden szakra
nézve.

Vonalhizdsi feladat alatt egy stabil vonalhizis meghatéarozasat értjiik a fent ismertetett
modellben. A vonalhuzési feladat megoldésahoz érdemes atfogalmazni a stabil vonalhiizas
definici6jat. Ennek érdekében bevezetiink egy operatort a vonalhtuzasokon. Legyen £ egy
tetsz6leges vonalhiizas és minden s szakra definialjuk a

p(€)(s) = max{min{p : |[F[(¢—s,p)](s)| < gs},0}

pontszamot. A ¢(f) vonalhuzéas tehat ugy szarmazik ¢-bdl, hogy minden s szak a lehetd
legalacsonyabbra allitja a sajat ponthatarat ami mellett az s-hez érkezé sikeres jelentkezések
szama még nem lépi tul a keretszamot abban az esetben, ha minden maéas szak ponthatara
megmarad az £ vonalhtizas szerinti szinten, kivéve, ha s még 0 ponthatar mellett sem 1épné tul
a keretszamat, amikoris ¢(€)(s) = 0 lesz.

8.12. Megfigyelés. Egy ¢ vonalhizds pontosan akkor stabil, ha ¢(f) = £, azaz ha ¢ a ¢
operdtor firpontja.

Bizonyitds. Ha ¢(f) = ¢, akkor ¢ megengedett, és a ¢ operator definicioja miatt egyuttal
kritikus is minden szakra nézve. Ha ¢ stabil, akkor megengedett és minden szakra nézve
kritikus, igy ¢(¢) = £. O

8.13. Megfigyelés. A ¢ operdtor monoton, azaz ha £ < ' akkor o(£) < ¢(¢').

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel hogy ¢(¢) £ p(¢'). Ekkor van olyan s szak, amire
e(0)(s) > (') (s). Jelolje £* = ({_s,(¢')(s)) azt a vonalhtzést, amit ¢-bdl tgy kapunk, hogy
az s szak ponthatarat p(¢')(s)-re modositjuk. Mivel p(£)(s) > p(¢')(s), ezért a ¢ operator
definiciojabol adodoan |F(£*)(s)| > q(s), azaz az ¢* vonalhtizas mellett az s szakhoz annak
q(s) keretszamanal tobb sikeres jelentkezés érkezik.

Tekintsiik azt az £ vonalhizést, amit £*-bol tgy kapunk, hogy minden s-tdl kiilonbozo z
szak ((z) ponthatarat ¢'(z)-re emeljiikk. Mivel egyetlen s-t6l kiilonb6zd szakon sem csokken a
ponthatar, ezért az 7 vonalhiizas mellett az s szakra érkezé sikeres jelentkezések szama legalabb

annyi, mint amennyi az ¢* vonalhtuzas mellett volt, vagyis |F[¢](s)| > q(s), azaz az s szakhoz
a keretszaméanal tobb sikeres jelentkezés érkezik.
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Az 7 vonalhtizast azonban gy is megkaphatjuk, hogy ¢'-ben az s ponthatarat ¢(¢')(s)-
re modositjuk. A ¢ operdtor definicidja miatt ekkor [F[€](s)| < g(s), azaz s-hez legfeljebb
keretszamnyi sikeres jelentkezés érkezik az ¢ vonalhizés mellett. Ez ellentmond a korabbi

megfigyelésiinknek, igy az indirekt feltevést cafolja. O

A fenti megfigyelésbdl kozvetlentil adodik az alabbi kdvetkezmény.

8.14. Kovetkezmény. Ha { < ¢({), akkor o(£) < @o(p(f)), ha pedig £ > o({), akkor p(£) >
o(p(0)) teljesiil. .

A fenti kévetkezmény segitségével konnyen talalhatunk stabil vonalhtizast. Ha ugyanis
kiindulunk a 0 ponthatarbol, ami tehat minden szakhoz O-t rendel, akkor 0 < ¢(0) miatt
©(0) < p(p(0)) teljestil, amire ismét alkalmazva a fenti kovetkezményt

0<0(0) < p(p(0) < ... <p®™(0) < ... (1)

adodik. Figyeljiik meg, hogy a vonalhtzasi probléméban az értelmes vonalhtizasok szama véges,
hiszen minden s szakon 0 és max{rs : t € T} 41 kozé kell esnie a ponthatarnak. (A ponthatar
akkor lehet az utobbi érték, ha az s szak keretszama 0.) A lehetséges vonalhtuzasok véges szama
miatt lennie kell tehat egy olyan k-nak, amire p*)(0) = *+1(0), azaz (7 := ©*)(0) stabil
vonalhtuzés. A ¢ operatornak a 0 vonalhtuzéasbol kiindulo —beli iteralasa a ponthatdrnoveld
algoritmus, aminek az outputja az a ¢! vonalhtzés.

Tegyiik fel, hogy 0 < £ egy tetsz6leges stabil vonalhiizas. A ¢ operator monotonitasa miatt
ekkor p(0) < p(f) = £, és az iteralt leképezésre is hasonlo igaz: 7 = p*)(0) < o®)(1) = ¢.
Ez azt jelenti, hogy a ponthatarnovels algoritmus outputja a lehets legalacsonyabb stabil
vonalhiizas, amit szokas jelentkezd-optimdlis vonalhtizasnak is nevezni.

A stabil vonalhtizas operéatoriteraléssal torténé konstrukci6jat nem csak a 0 vonalhtizastol
indithatjuk, ahogy ezt a ponthatarnévels algoritmus teszi. Tegylik fel az egyszertiség kedvéért,
hogy 75t < 500 teljesiil minden felvételi pontszamra. Ekkor ¢(501) < 501 (itt 501 a konstans
501-es vonalhuzast jelenti), ezért ¢ monotonitasabol

501 > ¢(501) > ... > o (501) > ...

kovetkezik, és ismét csak bekovetkezik egy ismétlédés, mondjuk ("™ (500) = (™1 (500).
Ekkor £+ := (™) (500) a ¢ operator fixpontja, ezért stabil vonalhizas, amirdl a fentihez hasonlo
modon igazolhato, hogy ¢ < ¢+ teljesiil tetsz6leges £ stabil vonalhtizéas esetén. Az ¢+ vonalhtizast
eqyetem-optimdlis vonalhuzasnak hiviuk, és a fenti eljarast, amivel £*-et megkonstrualtuk,
ponthatdresokkentd algoritmusnak nevezzik.

A fenti gondolatmenettel igazolt megfigyeléseket fogalalja Gssze az aldbbi eredmény.

8.15. Tétel. Tetszdleges vonalhizdsi probléma esetén van stabil vonalhizds. A ponthatdrno-
veld ill. -csokkentd algoritmusok €1 ill. 0% outputjai stabil vonalhizdsok, és tetszdleges £ stabil
vonalhizdsra T < 0 < ¢+ teljestil.

Ha ¢ < {' stabil vonalhizdsok, akkor az £ vonalhizds alkalmazdsa esetén legaldbb annyi je-
lentkez6t vesznek fel, mint az ¢ vonalhizds alkalmazdsdval. Kovetkezésképp a legtobb jelentkezd
a jelentkezd-optimdlis vonalhizds alkalmazdsa esetén nyer felvételt.

Bizonyitds. Csupan a tétel masodik bekezdése szorul bizonyitasra, az els§ részt még a tétel
kimondésa el6tt igazoltuk. A masodik részhez pedig mindossze annyit kell megfigyelni, hogy
egy jelentkezs felvétele pusztdn azon mulik, hogy van-e eredményes jelentkezése. Marpedig
ha egy t jelentkezének az s szakra torténd jelentkezése az ¢/ vonalhiizas esetén eredményes,
akkor ugyanez a jelentkezés ¢ esetén is eredményes. Ezért aztan minden jelentkezs, akit az
¢ vonalhuzéas mellett felvesznek valamelyik szakra, felvételt nyer valahova az ¢ vonalhizés
alkalmazésa esetén is. O

38



8.16. Megjegyzés. 1. Tegyiik fel, hogy valamely ¢ vonalhizdsra { < p(f) vagy £ > ¢({)
teljesiil. Iterdljuk a ponthatdrnéveld és ponthatdrcsékkentd algoritmusokhoz hasonloan a o ope-
ratort az { vonalhizdson. Ekkor vonalhizdsok egy monoton £ < p(f) < ... < B () < ...
il. 0> p(0) > ... > () > ... sorozatdt kapjuk, aminek a @ operdtor egy fizpontjdaban kell
stabilizdlodnia.

2. Az eldzd megjeqyzésben szerepld tulajdonsdggal rendelkezd £ vonalhizdst példdul a kivet-
kez6képpen kaphatunk. Tegyiik fel, hogy {1, s stabil vonalhizdsok, és legyen ¢ = max(f1, ) és
£ =min(¢1,03). Ekkor £ < {; <1 miatt o(£) < o(£;) < @(0) teljesiil i = 1,2 esetén, ezért

@(£) < min(p(£1), p(l2)) = min(£y, ly) = £ ill. ©(€) > max(p(£1), p(l2)) = max(ly,l) =L,

vagyis £ > ¢(£) és £ < @(f). Kinnyen ldthatd, hogy a fenti megjegyzés szerint a @ operdtort
az £ vonalhizdson iterdlva a legnagyobb olyan stabil £% vonalhizdst kapjuk meg, ami az 1 és lo
vonalhizdsok mindegyikénél kisebb. Hasonléan ldthatd, hogy a £ vonalhizdson iterdlt operdtor

az T vonalhiizdsban stbilizalodik, ami az €1 és Lo vonalhizdsokndl nagyobb stabil vonalhizdsok
legkisebbike.

3. A ponthatdrnoveld és -csékkentd algoritmusok kapcsan elmondott érvelések szorosan
kapcsolédnak Knaster és Tarski 1928-ban (Knaster dltal) publikdlt fixzponttételéhez. Ezt a tételt
gyakran Tarski-féle fizponttételnek nevezik annak okdn, hogy Tarski dltaldnosabb formdban, és
bizonyitdssal egyitt csak joval késébb (1955-ben) publikdlta az eredményt. A tétel eredeti for-
mdjdban azt mondja ki, hogy ha az f : 25 — 2% halmazfigguény az X alaphalmaz minden
részhalmazdhoz X eqy-egy részhalmazdt rendeli és f monoton (azaz A C B = f(A) C f(B)),
akkor az f halmazfigguénynek van fixpontja, azaz olyan A részhalmaza az X alaphalmaznak,
melyre A = f(A) teljesil. Konnyen lathatd, hogy ha X véges, akkor f iterdldsdval X rész-
halmazainak egy bévils O C f(0) C ... ldncdt kapjuk, aminek el6bb-utcbb egy fixzpontban kell
stabilizdlodnia. A fixponttétel végtelen alaphalmaz esetén is igaz, és érdekes mddon Tarski az
1955-6s cikkében arra mutat rd, hogy tobb, az analizisbdl ismert kozépértéktétel (mint amilyen
példaul a Weierstrass-tétel) levezethetd a széban forgo fixponttételbdl. Az, hogy a fixponttételnek
véges halmazok esetén is érdekes kovetkezményei vannak (mint példdul az, hogy a lainykérd al-
goritmus tekinthetd egy monoton halmazfiigguény iterdldsanak), nem olyan nagyon régen derilt

k.

8.4. Népszeri parositasok

Ebben a részben két korabbi modellt kapcsolunk 6ssze. Egy szavazéasi problémérol lesz szo,
amiben a szavazok egy G = (V| E) graf csucsaiban iilnek, és a kozosségi dontés lehetséges
alternativai a G graf parositasai. Ahogyan a stabil parositasok esetén lattuk, agy itt is minden
v € V cstucshoz tartozik egy =, linearis preferenciarendezés a v csicsra illeszkedd élek E(v)
halmazan. Két alternativa (mondjuk az M és N parositas) kozotti valasztaskor tehat minden
v cstcs arra a parositasra szavaz, amelyiknek a v-t fedd éle megel6zi a masikat a <, preferen-
ciasorrendben. (Ha M és N kozott v szempontjabol nincs kiilonbség, akkor v tartozkodik, ha
pedig (mondjuk) az M péarositas fedi, N pedig elkeriili v-t, akkor v M-re szavaz.)

A csticsok ilyetén megszavaztatasaval 6ssze tudjuk hasonlitani G barmely két parositasdnak
a népszertiségét. Azt mondjuk, hogy az M péarositas népszeribb az N parositasnal (jelolésben
N < M), ha az M és N kozti valasztas esetén tobben szavaznak M-re mint N-re. Egy M
pérositast akkor mondunk népszerd pdrositisnak, ha G-ben nincs M-nél népszeriibb parositas,
azaz ha M gyenge értelemben vett Condorcet-gy6ztes ebben a szavazasi modellben.

Emlékezziink vissza, hogy TVF-ek és TVSZ-ok kapcsdn korabban mar definidltunk az al-
ternativik kozott egy ,legy6zési” relaciot. Ennek specidlis esete a fent definidlt népszertiségen
alapul6 Gsszehasonlitas. Arra is lattunk mar példat, hogy a szavazasi modellben el6fordulhat,
hogy bizonyos alternativak korbeverik egymast.
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Nincs ez méasképp a népszertiség esetében sem. Az abran lathato
G grafon az My = {ac,df,eg} és az My = {cd,eqg, fh} parositéasokat
érdemes megfigyelni. E két parositas osszehasonlitasakor az e, g és b
csicsok tartozkodnak, a és f az M parositésra, mig ¢, d és h Mo-
re szavaznak, ezért My < Ms. Ha definidljuk az M3 = {bd,ce, fh}
és My = {ac,bd,ef} parositasokat, akkor hasonld érvelés mutatja az
My = My = M3 = My = M; korbeverést. Qg

Természetes kérdés, hogy van-e mindig népszert parositas. Ha van, akkor mennyire nehéz
ilyet talalni? Erre a kérdésre ad részleges valaszt Gérdenfors alabbi megfigyelése, ami nem
csak paros grafokra igaz.

8.17. Tétel. Minden stabil pdrositds népszeri.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy M stabil, N pedig tetsz6leges parositis G-ben. Megmutatjuk,
hogy N nem lehet népszeriibb M-nél, azaz M és N Osszehasonlitasakor M-nek legalabb annyi
szavazOja van, mint N-nek.

Legyen u az N egyik szavaz6ja ebben az Osszehasonlitdsban. Ekkor az N-beli uv él nem
éle M-nek. Tekintettel arra, hogy uv nem blokkolja M-et, a v cstcs bizonyosan M-re szavaz.
Ezért N minden szavazojanak N-beli parja M-et valasztja, igy N < M, vagyis M népszert,
ami igazolja Gérdenfors megfigyelését. O

Az alabbi tétel azt mutatja, hogy a stabil parositdsok minimalis méretd pérositasok a
népszert parositasok kozott.

8.18. Tétel. Ha M stabil pdrositis és az N pdrositisra |N| < |M]| teljesil, akkor N nem
népszer.

Bizonyitds. Mivel M stabil, ezért N egyetlen éle sem blokkolja M-et, igy N minden szavazo-
janak N-beli parja M-re szavaz. Mivel |[M| > |N|, ezért van olyan cstics, amit az M parositas
fed, N viszont elkeriil. Minden ilyen cstics M-re szavaz, és ezekkel egyiitt M-nek szigortan
tobb szavazdja van, mint N-nek. Ezért aztan N < M, vagyis N bizonyosan nem népszerd. [J

Ha olyan modellben dolgozunk, ahol népszerd péarositas a tarsadalmi elvarés, akkor termé-
szetes igény lehet, hogy maximalizalhatjuk az Gsszeparositott jatékosok szdméat, més szoval a
lehetd legtobb élt tartalmazo népszerd parositast (vagy ezek egyikét) talaljuk meg. Kavitha
rendkiviil szellemes algoritmusa ezt a feladatot oldja meg péaros grafok esetén. Az algoritmus
inputja a fiak F' és a lanyok L szinosztalyain egy G = (F'UL, E) péros graf és minden v € FUL
csticshoz a v-re illeszkedd élek egy =<, preferenciasorrendje. Az algoritmus outputja G egy
maximalis méretd népszert parositasa. Kavitha algoritmusa az alabbiak szerint miikodik.

A lanykeérs algoritmust hajtjuk végre a G grafon azzal a modositassal, hogy minden olyan
f fia, akit minden lany visszautasitott, személyiségfejlesztd tréningen vesz részt. Ezt kovetSen
f elfelejti, hogy 6t mar visszautasitottak, és el6rdl kezdi a lanykérést a szaméra legszimpatiku-
sabb lannyal. A személyiségfejleszt§ tréning hatasa az, hogy minden lany szimpatikusabbnak
talal barmely tréningen atesett fiit minden személyiségfejlesztetlen fiinal. Ha azonban egy /¢
lanynak két tréninget elvégzett fiut kell dsszehasonlitania, akkor azt talalja vonzobbnak ko-
ziiliik, aki el6bb van a <, rangsorban. Ha az igy moédositott lanykérs algoritmusban egy f
fiat a tréning elvégzése utan is kikosaraz minden lany, akkor f beletérédik a sorsaba, és facér
marad. Kavitha algoritmusa akkor ér véget, amikor az eljaras egy fazisaban nem torténik
visszautasitds. Ekkor az output a lanykérések altal meghatarozott M parositas.

8.19. Tétel. Tetszdleges G = (F' U L, E) pdros grafon és tetszdleges <, preferenciarendezések
esetén Kavitha algoritmusdnak outputja a G egy maximdlis méretd népszerd pdrositdsa.
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A [BI9] Tétel bizonyitasa helyett egy erésebb eredményt fogunk igazolni. Ehhez elGszor
megértjik, hogy mi is térténik valdojaban Kavitha algoritmusanak végrehajtéasakor. Definidljuk
a GK grafot a G graf cstcshalmazan az alabbi modon. A G minden e = f¢ éléhez két
parhuzamos f¢ él fog tartozni: egy piros eP, és egy z0ld e® él. Azonos szind élek kozott a
preferencia a G-beli preferenciaboél 6roklédik. A lanyok barmely piros élt elgbbre rangsorolnak
barmely zold élnél, a fitk szamara viszont egy zold él mindig jobb egy piros élnél. Formalisan:
GE = (FUL,EPUE?), EP = {e? : e € E}, E* = {€* : e € E}. Ha az f € F cstics G-beli
preferenciasorrendje e; > ez =7 ... >y e, akkor f GX_-beli preferenciasorrendje

K K K K p K _p K K _p
€§>‘f €§>‘f >‘f €Z>‘f €1>‘f €2>‘f >‘f ek,

ha pedig egy ¢ € L cstics G-beli preferenciasorrendje fi > fo ¢ ... >=¢ fm, akkor £ GE-beli
preferenciasorrendje

K K K K K K K
Ry A -y = A LA A EU =y M A= AR = R e

Figyeljiikk meg, hogy Kavitha algoritmusa nem mas, mint a G¥ grafon a <X preferencidk
mellett végrehajtott lanykérs algoritmus, ami —mint lattuk— a GX graf fic-optimalis stabil
parositasat taldlja meg. A Tétel tehat azonnal adodik az alabbi eredménybél.

8.20. Tétel. Ha M’ a fent definidlt GX grdaf stabil pdrositdsa, akkor az M'-nek megfeleld G-beli
élek M ={e € E: {el,e*} N M' # 0} halmaza G egy mazimdlis méretd népszerd pdrositdsa.

Bizonyitds. Legyen N a G egy tetsz6leges péarositasa. ElGszor M népszertiségét ugy igazoljuk,
hogy megmutatjuk, hogy N nem lehet M-nél népszertibb. Ezutan azt bizonyitjuk be, hogy ha
|IN| > |M|, akkor G tartalmaz N-nél népszertibb parositast. Innen mar azonnal adodik, hogy
M a G egy maximélis méretidi népszertd parositasa. Vizsgaljuk meg tehdt G csicsainak az M

és N alternativak Gsszehasonlitasakor leadott szavazatat.
Mivel M és N kozos éleinek cstucsai az M és N altal egyarant fe-

detlen csticsokhoz hasonléan tartézkodnak a szavazastol, ezért csupan
azon élek végpontjaira kell figyelniink, amely élek a két parositas koziil
pontosan az egyikhez tartoznak. Vildgos, hogy N minden szavazdja
egy ilyen N-beli él végpontja. Legyen f¢ € N, és vizsgaljuk meg, hogy
M hogyan fedi az f és ¢ csticsokat. Mindkét cstics esetén harom lehe-
t&ség van: az adott cstcsot M piros vagy zold éllel fedi vagy elkeriili.
A mellékelt abra a 9 lehet&séget mutatja. Harom lehetSséget azonnal
kizarhatunk: ha f-et M z0ld élen fedi f pedig fedetelen, akkor a piros
f¢ él blokkolna M-et, igy M nem volna stabil G¥-ban. Hasonléan, ha
f-et M piros éllel fedi és ¢ fedetlen, akkor a zold f£ él blokkoln& M-et.
Ha pedig M az f és ¢ csiicsok egyikét sem fedi, akkor a piros és zold
f2 élek barmelyike blokkolja M-et.

Négy olyan eset van, amikor az f¢ él két végpontja koziil legalabb az egyik M-re szavaz. Ha
M-ben f-et és £-et ugyanolyan szint él fedi, akkor az ugyanilyen szinti f¢ él nem blokkolhatja
M-et, igy a két csiics koziil legalabb az egyik M-re szavaz. Ha M piros élen fedi f-et, és elkeriili
f-et, akkor a piros f¢ él nem blokkolhatja M-et, ezért ¢ M-re szavaz. Hasonl6an, ha M zold
élen fedi f-et, és elkeriili £-et, akkor a z6ld f£ él nem blokkolhatja M-et, tehat f is M-re szavaz.

Két eset maradt ki. Ha M f-et piros, f-et pedig zold éllel fedi, akkor a f M-re szavaz mivel
a piros f£ él nem blokkolja M-et, és £ is M-re szavaz, hisz a zold f£ él sem blokkolja M-et. Ha
tehat az ff élt elhagynank N-bdl, akkor az mit sem valtoztatna az egyes csiicsok szavazatén.
Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy ez az eset nem valosul meg M és N viszonyaban. Az
utolso eset az, ha M f-et z6ld, f-et pedig piros élen fedi. Kizarolag ebben az egyetlen esetben
fordulhat el6 az, hogy f és £ egyarant N-re szavaznak.

S~
(S

s
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Vizsgaljuk meg az M AN szimmetrikus kiillénbség komponenseit. Minden ilyen komponens
vagy egy M N-alternalé kor vagy egy M N-alternald ut. A 8. esetet kizérd feltevésiink miatt
minden ilyen alternalé korben az M-hez tartozo6 élek egyszintiek, ezért a kor csticsainak legalabb
a fele M-re szavaz. Ha egy alternalé ut komponens nem tartalmaz az abran a 9. esetnek
megfelel6 N-beli élt, akkor a komponens minden N-beli élének legalabb az egyik végpontja
M-re szavaz, ezért a komponens csicsainak ismét legaldbb a fele M-et valasztja. Végil ha
az utkomponens egyik N-beli éle a 9. esetnek felel meg, akkor a kizart 1. és 2. esetek miatt
az utkomponens egyik végén piros, a masikon pedig zdld M-beli élre végzddik. Az ut két
végpontja tehat M-re szavaz, és ez ellenstiilyozza az N-re adott legfeljebb két szavazatot a 9.
esetben szerepld N-beli él végpontjaiban. Azt kaptuk, hogy ez az utolséd fajta komponens is
olyan, amelyikben a cstcsoknak legalabb a fele M-re szavaz. Tehat a tetsz6legesen valasztott N
pérositas nem lehet népszertibb M-nél, ezért a korabbi allitasunknak megfelelGen M csakugyan
népszerd.

A masodik cél eléréséhez engedjitk meg a 8. eset el6fordulasat és tegytik fel, hogy |[N| > |M]|.
Ekkor az M AN szimmetrikus kiillonbségben kell lennie egy olyan P utkomponensnek, amelyik
tobb N-beli élt tartalmaz, mint M-belit. Ekkor P mindkét végpontjat elkeriili az M péarosités.
Ez azt jelenti, hogy P egyik végpontjaban a 6., a masikban pedig a 7. eset valésul meg,
tovabbé, hogy P-nek muszaj 1-gyel tobb olyan N-beli élt tartalmaznia, ami a 8. esethez tartozik
mint olyat, amelyik a 9-edikhez. Ezért P cstcsai koziil legalabb 2-vel tébb az M-szavazok
szama az N-szavazokénal. Igy az N és N' = NAP parositasok Osszehasonlitasakor csak P
csticsal szavaznak, és koziiliik is legalabb 2-vel tobben N'-t valasztjak. Ez azt jelenti, hogy N’
népszertibb N-nél, vagyis nem létezhet G-ben olyan népszert parositas, amelyik a G graf egy
stabil parositasanél tobb élt tartalmaz. O
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