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Bevezetés

Ez a jegyzet a 2024/25-ös tanév első félévében VISZAC01 kód alatt futó algoritmikus játékel-
mélet kurzus segédanyagának 2025-ös félkész továbbfejlesztése. A kurzus 3-dik, 4-dik, 5-dik és
6-dik heti anyagához egyelőre nem tartozik hasonló leírás, de előbb-utóbb készül majd ilyen is.

A jelen segédanyaggal kapcsolatos mindenféle megjegyzést és kritikát köszönettel fogadok.
Fleiner Tamás

1. Kombinatorikus játékok

Ebben a szakaszban olyan játékokkal fogunk foglalkozni, amelyekben két játékos felváltva lép,
és így próbálja egymást legyőzni. Ebbe az osztályba tartozik számos táblás játék (mint amilyen
a sakk, a go vagy akár az amőba), de általában nincs szükség táblára egy kombinatorikus
játékhoz, még akkor sem, ha -mint látni fogjuk- minden ilyen játékot „táblásíthatunk”.

1.1. Példák és alapfogalmak

Kezdjük is két olyan kombinatorikus játékkal, amit nem a szokásos értelemben vett táblán
játszanak.

1.1. Példa. A mérgezett csoki játékot egy n × k méretű olyan csokoládétáblán játssza két
játékos, amelyiknek a bal alsó kockája meg van mérgezve. A soron következő játékos lépése
abból áll, hogy kiválaszt egy kockát a tábla el nem fogyasztott részén, és „leharapja” ezt a kockát
minden olyan kockával együtt, ami a kiválasztottól jobbra és felfelé helyezkedik el. Az a játékos
veszít, aki a mérgezett kockát elfogyasztja.

Természtes kérdés, hogy hogyan kell játszani annak érdekében, hogy ne nekünk kelljen a
mérgezett kockát lenyelni. De itt egy másik játék is, amihez még ennyire se kell tábla.

1.2. Példa. A k-nim játék k kupac kaviccsal indul, melyekben rendre n1, n2, . . . , nk db kavics
van. Minden lépésben a soron következő játékos kiválaszt egy (nemüres) kupacot, és onnan
elvesz tetszőleges számú, de legalább egy kavicsot. (Akár az összeset is elveheti a kiválasztott
kupacból.) Az nyer, aki az utolsó kavicsot veszi el.

A fent említett játékok mindegyike leírható az alábbi általános modellben.
Kombinatorikus játék alatt egy J = (G,NW , NT , NL, s) ötöst értünk, ahol G egy véges

DAG (azaz irányított aciklikus gráf), nyelőinek halmaza N = NW ∪ NT ∪ NL, ahol a jobb
oldalon álló csúcshalmazok páronként diszjunktak, és s pedig a G egy csúcsa.

A fent megadott kombinatorikus játékot az I. és II. játékosok játsszák. A játék az s
csúcsból indul (kezdetben ez az aktív csúcs), és a játék lefolyása alatt mindig a G gráf egyetlen
csúcsa (az éppen akkor aktív csúcs) jellemzi a játék aktuális állapotát. A két játékos felváltva
lép, az első lépést az I. játékos teszi meg. Minden lépés abból áll, hogy a soron következő játékos
kiválaszt egy, a játék aktuális állapotát jellemző aktív csúcsból kilépő élt. Ennek hatására a
játék aktuális állapota a kiválasztott él másik végpontjába kerül, és ez a végpont lesz aktív,
a korábbi aktív csúcs inaktívvá válik. Úgy is gondolhatunk a kombinatorikus játékra, hogy a
két játékos egy bábuval lépked a G gráf csúcsain úgy, hogy mindig a soron következő játékos
az általa választott él mentén lépteti át a bábut a következő csúcsba. Ebben a felfogásban az
az aktív csúcs, amelyiken a bábu éppen áll.

Amennyiben egy nyelő válik aktívvá, akkor a játék véget ér. Ha az így elért aktív csúcs egy
NW -beli nyelő, akkor az ide lépő játékos nyeri meg a játékot, ha pedig NL-beli, akkor az utolsó
lépést végrehajtó játékos veszít. Végül, ha NT -beli nyelőben ér véget a játék, akkor döntetlen
a végeredmény. Ha a nyelőbe lépő játékos minden körülmények között nyer (azaz ha N = NW
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és NL = NT = ∅), akkor éles játékról, ha pedig a nyelőbe lépő játékos mindig veszít (azaz ha
N = NL és NW = NT = ∅), akkor betli játékról beszélünk.

A két játékos a játék során végig tisztában van azzal, hogy mi is pontosan a G gráf és
annak melyik csúcsa aktív, más szóval a játék teljes információs. Azt pedig, hogy a két játékos
felváltva lép, úgy szokás még kifejezni hogy a játék szekvenciális. A kombinatorikus játék
fenti modellje kapcsán a legtermészetesebb kérdés talán az, hogy hogyan kell játszaniuk az
egyes játékosoknak ahhoz, hogy a játék végkimenetele számukra a lehető legjobban alakuljon.
Mielőtt erre rátérnénk, térjünk még vissza a fent említett konkrét játékokra.

Nem teljesen nyilvánvaló ugyanis a korábban felsorolt játékokról, hogy hogyan is illeszked-
nek a fenti modellbe. Első közelítésként azt mondhatnánk, hogy például a sakk esetében a
játékot leíró G DAG csúcsai a sakktáblán elképzelhető állások lehetnének, de erről azonnal
látszik, hogy kevés. Minden állás esetén azt is el kell kódolni a gráf csúcsaiban, hogy az adott
állásnál sötét vagy világos teszi-e meg a következő lépést. Ez a pluszinformáció nagyságrendi-
leg megkétszerezi a gráf méretét, és az is látszik belőle, hogy az így kapott gráf páros. A gráf
éleit értelemszerűen a lehetséges lépések alapján definiáljuk, a patt- és mattállapotok pedig a
nyelők. Sajnos azonban ez még nem elegendő ahhoz, hogy kombinatorikus játékról beszélhes-
sünk, ugyanis az így definiált G gráf nem aciklikus: megengedett lépések alkalmas sorozatával
visszajuthatunk a kiindulási állapotba. Kicsit jobban elmélyedve a sakkjáték szabályaiban az
derül ki, hogy a sakk nem tarthat a végtelenségig, ugyanis amint ugyanaz az állás ötödször
forul elő a játék folyamán, akkor a játék döntetlennel ér véget. (Megjegyzendő, hogy a soron
következő játékos a harmadik előfordulásnál már igényelhet döntetlent.) Ez a szabály már ön-
magában garantálja a játék végességet. Azonban ugyancsak döntetlen a végeredmény akkor,
ha 75 lépésen keresztül nincs sem ütés, sem gyaloglépés. (A részletszabály itt az, hogy 50
ilyen lépés után már igényelhető a döntetlen.) Mindezek miatt a játék egy állapotának leírá-
sához nem elég csupán a figurák helyzetét és a soron következó lépést végrehajtó figura színét
megmondani. Olyasfajta további információkra is szükség van, hogy mozdultak-e korábban a
királyok és bástyák, hány lépéssel korábban lépett gyalog illetve történt ütés, valamint, hogy
pontosan milyen felállások és hányszor fordultak elő korábban a játék folyamán. Szóval ha az
eredetileg gondolt gráf nem lett volna reménytelenül nagy (persze, hogy az volt), akkor az a
gráf, ami valójában a sakkhoz tartozik ennél sok nagyságrenddel nagyobb. Konkrétan: a sakk
esetén a játék lehetséges állásainak számát nagyságrendjét 1045 körülinek szokták tekinteni,
ám ha a fenti szempontokat figyelembe véve építjük meg a játékot leíró G gráfot, akkor a
csúcsszám sokkal inkább a 10120 nagyságrendű Shannon-szám közelébe esik, ami a lehetséges
sakkjátszmák száma. A nagyságrend érzékeltetése miatt éredemes ezt a becslést összevetni az
univerzumban található elemi részecskék számával, ami (a sötét anyaggal nem számolva) a mai
tudásunk szerint bizonyosan nem több 1090-nél.

A go esetén kicsit egyszerűbb a helyzet, mert a táblaképen és a soron következő játékos
kilétén kívül a G gráf csúcsaiban „csak” a játék során korábban előforduló táblaképeket kell
eltárolni, ugyanis van egy olyan szabály, ami szerint korábbi állás nem ismétlődhet. (A gót a
sakknál bonyolultabb játéknak szokás tekinteteni, mert szemben a sakk 1045-jével, a lehetséges
go-táblaképek száma nagyságrendileg 10170.)

Egészen másfajta probléma merül fel akkor, amikor az amőbára próbálunk kombinatorikus
játékként tekinteni. A nehézség itt abban áll, hogy az amőbának végtelen sokféle állása lehet,
márpedig a definícióban szereplő G gráf csúcsszáma definíció szerint véges1. Ha azonban az
amőbát rendes kockáspapíron játsszuk (ahogyan ezt minden, a világ dolgaira fogékony, elméjét

1A kombinatorikus játék fogalmát ebben a jegyzetben nem a legáltalánosabb módon definiáltuk. Az eltejedt
definíció bizonyos megszorításokkal megengedi, hogy a játékhoz tartozó G DAG végtelen legyen. A szokásos
elvárás annyi, hogy G egyetlen csúcsából sem léphet ki végtelen sok él, továbbá, hogy ne legyen G-ben végtelen
hosszú irányítot út. Rajtunk egyébként most ez nem segít, mert az amőbát végtelen táblán játszva minden
állásban végtelen sokféle lépés tehető, így a G gráf minden csúcsából végtelen sok él lép ki.
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pallérozni kész tanuló teszi földrajz vagy énekórán), akkor a véges méretű tábla miatt a játékot
leíró G gráf is véges lesz. Ez persze azt jelenti, hogy annyiféle amőbajáték van, ahányféle
táblán azt játszani tudjuk, és a konkrét amőbajáték leírásához hozzátartozik a tábla pontos
meghatározása is. Így a játékosok által követendő optimális játékmód függ a konkrét játékhoz
tartozó táblától is.

A korábban említett mérgezett csoki és k-nim játékok esetén nem kell a fentiekhez ha-
sonló kérdésekkel foglalkoznunk: a játékot leíró gráf csúcsai a játék során kapható lehetséges
csokoládétábla-maradványoknak illetve a kupacok méreteit leíró számsorozatoknak feleltethe-
tők meg. Van azonban egy lényeges különbség a két játék között: bár egyik játék sem érhet
véget döntetlennel (azaz NT = ∅ mindkét játék esetén), a mérgezett csoki betli-, míg a k-nim
éles játék. Figyeljük meg azonban, hogy minden betlijáték visszavezethető éles játékra, sőt,
ennél általánosabban az is igaz, hogy minden kombinatorikus játék visszavezetető olyan kom-
binatorikus játékra, amelyikben NL = ∅. Ehhez csupán annyit kell tenni, hogy ha NL ̸= ∅
egy konkrét kombinatorikus játék G gráfja esetén, akkor bevezetünk G-be egy új x csúcsot,
amit NW -beli nyelőnek deklarálunk. Ennek megfelelően x-ből nem lép ki él, azonban min-
den NL-beli nyelőből irányított élt vezetünk x-be. Ezáltal az NL-beli csúcsok nem lesznek
nyelők többé, azonban minden ilyen csúcsból kizárólag x-be lehet lépni, tehát az NL-beli nye-
lőbe lépéskor nem azonnal ér véget a játék, hanem az NL-be lépő játékos ellenfele x-be lép,
és így nyer. Az eredeti játék játékmenetei tehát úgy felelnek meg kölcsönösen egyértelműen
az új játék játékmeneteinek, hogy a játék győztese ugyanaz marad az egymásnak megfelelő
játékmenetekben.

A mérgezett csoki esetén a fent leírt konstrukció egy, a mérgezett csokinál kevésbé gyilkos
játéknak felel meg: ebben nincs megmérgezve a bal alsó kocka, azonban leteszünk a csoki mellé
egy csavaranyát is, amit csak azt követően lehet elvenni, hogy a csoki már teljesen elfogyott.
Az így módosított játék nyertese pedig a csavaranyát megkaparintó játékos lesz.

Látjuk tehát, hogy tetszőleges betlijáték esetén az optimális játékmód megtalálása vissza-
vezethető egy éles játék játékosainak optimális játékmódjának meghatározására. Emiatt a to-
vábbiakban nem is fogunk általában foglalkozni betlijátékokkal. Éles kombinatorikus játékok
esetén viszont egyszerűsíthetjük a jelölést: az J = (G,NW , NT , NL, s) játékra a továbbiakban
a J = (G, s) jelölést használjuk.

1.2. Nyerő stratégia

Mindezek után rátérünk a korábban említett kulcskérdésre, a már sokat kerülgetett „optimális
játékmód” meghatározására. Mit jelent az, hogy egy játékos optimális módon játszik? Nyil-
vánvalóan azt, hogy a „lehető legtöbbet” hozza ki az adott állásból a maga számára: mindig
azt a lépést választja, ami megfelelő játék esetén a legjobb végeredményt garantálja. Legjobb
esetben ez az adott játékos győzelmét, de ha ez elérhetetlen, akkor a döntetlent jelenti vagy,
ha ez sem garantálható, akkor olyan lépés a cél, amivel az ellenfelet megpróbálja megzavarni
és hibára kényszeríteni. Mi a továbbiakban az első két esetet vizsgáljuk, és azt szeretnénk
megérteni, hogy mikor és miféleképpen garantálhatja az egyik játékos azt, hogy semmiképpen
se veszítsen a játékban, sőt, ha módja van rá, akkor nyerjen.

Azt érdemes jól megértenünk, hogy a játék lejátszása folyamán a G gráf aktív csúcsa teljes
mértékben jellemzi a játék aktuális állását, így például tökéletesen érdektelen a soron következő
játékos számára a saját lépése kiválasztásakor, hogy milyen lépéssorozat után érkezett el a játék
a konkrét álláshoz. Minden olyan gráfcsúcshoz tehát, amelyikről a soron következő játékos
garantálni tudja a győzelmét (vagy a döntetlent) a maga számára, van legalább egy legjobb
lépés, amit az adott szituációban érdemes meglépni a cél érdekében. Ez a lépés a G gráf egy
konkrét élét jelenti, ami a G egy olyan csúcsába vezet, ahonnan az ellenfél nem tudja garantálni
a maga részére a győzelmet, sőt, ha a mi játékosunk a győzni tud, akkor még a döntetlent sem.
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Az optimális lépés során a cél tehát egy ilyen csúcsra lépni, pontosabban egy ilyen tulajdonságú
csúcsba vezető él kiválasztása.

1.3. Definíció. A J = (G,NW , NT , NL, s) kombinatorikus játékban stratégia alatt egy S :
V (G) → V (G) függvényt értünk, amelyikre igaz, hogy minden v ∈ NW ∪ NT ∪ NL esetén
S(v) = v egyébként pedig vS(v) ∈ E(G). Ha egy játékos az S stratégiát követi és éppen lépnie
kell, akkor mindig az S(v) csúcsra lép, ahol v az aktív csúcs.

Az S stratégia a j játékos számára a fenti J játékban nemvesztő stratégia, ha j nem veszíthet
a J játékban, ha az S stratégiát követi. Az S stratégia j számára nyerő stratégia, ha S-et
követve j garantáltan nyer, bárhogyan is játszik az ellenfele.

Milyen tulajdonságú is pontosan egy olyan csúcs, ahova az optimálisan választott lépés
vezet? Tegyük fel, hogy éles játékról van szó, azaz a korábbi, betlijátékot kizáró NL = ∅
feltevésünk mellett most még NT = ∅ is teljesül. Mivel ilyenkor döntetlen nem lehetséges, ezért
a játék végén az egyik játékos szükségképpen nyer, a másik pedig veszít. Ha tehát az egyik
játékosnak nyerő stratégiája van, akkor számára az optimálisan választott lépés olyan lépést
jelent, amivel a saját győzelmét garantálja. Jelölje K a G azon csúcsainak halmazát, amelyek
egy győzelmet garantáló lépés során aktívvá válhatnak. Vizsgáljuk meg, milyen tulajdonságai
vannak a K halmaznak, vagyis mindazon csúcsok halmazának, amelyek bármelyike ha aktív,
akkor a soron következő játékos semmiképp sem tudja a saját győzelmét garantálni. Világos,
hogy ha a győzelemre törő játékos egy K-beli csúcsba lép, akkor az őt követő játékos innen nem
léphet K-beli csúcsba, hiszen ezzel nyerhetne. Ez azt jelenti, hogy a G gráfnak nem vezet éle
K-beli csúcsok között. Másfelől viszont ha az aktív csúcs nem K-beli, akkor a soron következő
játékos garantálni tudja a győzelmét, ezért minden egyes K-hoz nem tartozó csúcsból biztosan
vezet legalább egy él egy K-beli csúcsba. Ez motiválja az alábbi definíciót.

1.4. Definíció. Az irányított G gráf magja egy olyan V0 ⊆ V (G) független csúcshalmaz, amire
igaz, hogy minden v ∈ V (G)\V0 csúcsra létezik olyan u ∈ V0 csúcs, amire vu ∈ E(G) a G gráf
éle.

Ha tehát V0 a G gráf magja, akkor a G gráfon játszott éles játék egy lehetséges nyerő
stratégiája úgy néz ki, hogy a győzelmét garantálni tudó játékos mindig a magba lép, az őt
követő játékos pedig kénytelen a magból kilépni. Mivel minden nyelőnek a magban kell lennie
(hiszen nyelő lévén nem vezethet belőle él a magba), ezért amikor véget ér a játék, akkor
az aktív csúcs bizonyosan magbeli. Éles játékról lévén szó a nyelőbe (tehát a magba) lépő
játékos lesz a győztes. Azt kaptuk, hogy a nyerő stratégia meghatározásának egy lehetséges
módja a G gráf egy magjának megkeresése. Noha nem minden irányított gráfnak van magja,
a DAG-oknak szerencsére mindig van, ráadásul egyetlenegy.

1.5. Tétel. Ha G véges DAG akkor G-nek pontosan egy magja van.

Bizonyítás. Minden DAG-nak van topologikus sorrendje, tehát a G gráf csúcshalmaza megad-
ható V (G) = {v1, v2, . . . , vn} alakban, ahol minden vivj ∈ E(G) él esetén i < j teljesül. Ez azt
jelenti, hogy G csúcsai sorba rendezhetők úgy, hogy G minden éle egy, a sorrendben korábbi
csúcsból vezessen egy, a sorrendben későbbi csúcsba. Fordított topologikus sorrendben haladva
a G gráf minden egyes csúcsáról el tudjuk dönteni, hogy a maghoz kell-e tartoznia vagy sem.

Világos, hogy vn nyelő, így bizonyosan a V0 maghoz tartozik. Ha már a vk+1, vk+2, . . . , vn
csúcsok mindegyikéről már megállapítottuk, hogy a maghoz kell-e tartoznia, akkor a vk csúcsról
is egyértelmű döntést hozhatunk, hiszen ismerjük vk kiszomszédainak státuszát: ha van olyan
vkvℓ éle G-nek, amire vℓ ∈ V0, akkor vk-ból vezet él a magba, így vk ̸∈ V0, azaz vk semmiképp
sem lehet a magban. Ha pedig vk-ból nem vezet magbeli csúcsba egyetlen él sem, akkor a vk
csúcsnak muszáj a magba kerülnie: vk ∈ V0.
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Ha így definiáljuk a V0 csúcshalmazt, akkor gondoskodtunk egyrészt arról, hogy V0-beli
csúcsok között ne vezessen él, másrészt azonban arról is, hogy minden V0-hoz nem tartozó
csúcsból vezessen él V0-ba. Ezért a fent definiált V0 halmaz csakugyan magja a G DAG-
nak. Láttuk azt is, hogy ha a fenti tulajdonságokat megkívánjuk, akkor V0 csak egyféleképp
definiálható, tehát a G DAG magja egyértelmű.

Az 1.5. Tétel egy következménye, hogy éles játék esetén valamelyik játékosnak mindig van
nyerő stratégiája, mégpedig a „magba lépő stratégia”: ha az aktív csúcs magbeli, akkor a soron
következő játékos nem tudja garantálni a győzelmét, ha azonban az aktív csúcs a magon kívül
van, akkor a nyerő lépés egy, az aktív csúcsból a magba vezető él mentén történik, aminek
nyomán az aktív csúcs a magba kerül. Az tehát, hogy egy konkrét J = (G, s) kombinatorikus
játékban melyik játékosnak van nyerő stratégiája kizárólag azon múlik, hogy az s kezdőcsúcs
magbeli-e vagy sem. Ha ugyanis s ̸∈ V0, akkor az I. játékosnak, ha pedig s ∈ V0, akkor viszont
a II. játékosnak van nyerő stratégiája.

Az 1.5. Tétel bizonyításának értelemszerű kiterjesztésével nem nehéz igazolni, hogy tet-
szőleges, nem feltétlenül éles J = (G,NW , NT , NL, s) kombinatorikus játék esetén a G gráf
minden csúcsát három típus valamelyikébe sorolhatjuk: a v ∈ V (G) csúcs akkor I-es típusú
(ill. akkor II-es típusú), ha a G gráfon játszott játékot v-ből indítva az I. játékosnak (ill. a
II. játékosnak) van nyerő stratégiája. Jelölésben: T (v) = I ill. T (v) = II. Minden egyéb
esetben v típusa T (v) = ⋆. Ha ⋆ típusú csúcsból indul a játék, akkor egyik játékosnak sincs
nyerő stratégiája, ám mindkét játékosnak van döntetlent garantáló, nemvesztő stratégiája. Ha
J éles játék, akkor a G gráf V0 magja tartalmazza a II-es típusú csúcsokat, és a magon kívüli
csúcsok I-es típusúak. A J = (G,NW , NT , NL, s) játék T (J) típusa az s kezdőcsúcs típusa, és
azt mutatja meg, hogy a J játékban van-e valamelyik játékosnak nyerő stratégiája, és ha igen,
akkor melyiknek.

1.3. Játékok összege és ekvivalenciája

A fenti megállapítások felhasználásával éles és betli játékok esetén is könnyen megállapítható,
hogy melyik játékosnak van nyerő stratégiája, és hogy pontosan mi is ez a stratégia az adott
játékban. Legalábbis elméletben. Láttuk ugyanis, hogy már viszonylag egyszerű játékhoz tar-
tozó G gráf mérete is akkora lehet, hogy semmi esély sincs arra, hogy a fent leírt módszerrel
határozzuk meg a V0 magot és ezáltal a nyerő stratégiát. Éppen ezért a továbbiakban azt vizs-
gáljuk, hogy ha egy J kombinatorikus játékot több játékból rakunk össze, akkor az összetevő
játékok nyerő stratégiájának ismeretéből hogyan következtethetünk a J-beli nyerő stratégiára.
Az alábbi definícióban határozzuk meg, hogy miféleképpen is rakunk össze egy új játékot több
kisebb játékból.

1.6. Definíció. Legyenek J1 = (G1, N
1
W , N1

T , N
1
L, s1), J2 = (G2, N

2
W , N2

T , N
2
L, s2), . . . , Jk =

(Gk, N
k
W , Nk

T , N
k
L, sk) kombinatorikus játékok. A J = J1+ . . .+Jk összegjáték az az éles játék,

amihez a G = G1×. . .×Gk gráf tartozik. Utóbbi gráf csúcshalmaza V (G) = V (G1)×. . .×V (Gk)
a játékokhoz tartozó gráfok csúcshalmazainak Descartes-szorzata, G-ben él pedig akkor vezet
a v = (v1, . . . , vk) csúcsból az u = (u1, . . . , uk) csúcsba, ha van olyan 1 ≤ i ≤ k, amire
viui ∈ E(Gi) és vj = uj teljesül minden j ̸= i esetén. A J összegjáték kezdő csúcsa (s1, . . . , sk).

A J1 + . . . + Jk összegjáték tehát úgy képzelhető el, hogy két játékos egyszerre kezdi el
játszani a J1, . . . , Jk játékokat, azonban a soron követező játékos csak egyetlen (általa kiválasz-
tott) játékban lép. Ha a J játék lejátszása közben valamelyik Ji játék véget ér, ennek a hatása
csupán annyi, hogy onnantól kezdve a játékosok eggyel kevesebb játék közül választhatják ki,
hogy melyikben teszik meg a következő lépést. A J összegjáték akkor ér véget, ha a J1, . . . , Jk
játékok mindegyike véget ér. Mivel a J összegjáték definíció szerint éles játék, az a játékos
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nyer J-ben, akinek a lépésével az utolsó Ji játék fejeződik be. A J összegjáték szempontjá-
ból tehát érdektelen, hogy az egyes Ji játékok nyelőhalmazai hogyan vannak nyerő, vesztő és
döntetlen nyelőkre felpartícionálva: minden összegjáték megkapható az egyes Ji játékok éles
változatainak összegeként is. (Szerencsétlen anomália, ami a továbbiakban remélhetőleg nem
fog félreértést okozni, hogy ha J1 nem éles játék, akkor az egytagú J1 összeg nem J1-et, hanem
annak éles változatát jelenti.)

Összegjátékra láttunk már példát, még ha nem is így hívtuk korábban. A k-nim játékot
ugyanis felfoghatjuk úgy is, hogy párhuzamosan játszunk k darab 1-kupacos nim játékot, de a
soron következő játékosnak mindig csak az egyikben szabad lépnie.

1.7. Példa. Tetszőleges k-nim játék k db 1-nim játék összege.

Az 1-nim játék nyerő stratégiája nem túl ördöngös: ha az egyetlen kupac legalább 1 kavicsot
tartalmaz, akkor elvesszük az összes kavicsot, és nyerünk, ha viszont üres a kupac, akkor
szomorúan beletörődünk a vereségbe.

A 2-nim ennél valamivel szofisztikáltabb, de annyira azért az sem bonyolult, hogy ne le-
hetne egy átlagos óvodást beidomítani a nyerő stratégiára. A magot itt mindazon játékállások
alkotják, amelyikekben a két kupac mérete megegyezik. Ha tehát ilyen állásnál kell lépnünk,
akkor vagy nem tudunk lépni, mert elfogytak a kavicsok, és ezért vesztettünk, vagy ha tudunk,
akkor bármit is teszünk, a két kupac mérete nem lesz egyforma a lépésünk után. Ha azonban
a két kupacban nem egyforma a kavicsok száma, akkor a nagyobb kupacból kell elvennünk
annyit, hogy két egyforma méretű kupacot kapjunk. A nyerő lépés tehát mindig az, hogy
bármit is lép az ellenfelünk, mi azt a másik kupacon gondosan „lemásoljuk”.

A 3-nim játékban azonban már sem a mag, sem a nyerő stratégia nem látszik ennyire
világosan. A továbbiakban egy olyan eredményt fogunk igazolni, amiből a például k-nim nyerő
stratégiája is könnyen kiolvasható. Először azt vizsgáljuk meg, hogy éles játékok összegének
típusa hogyan határozható meg a tagok típusából.

1.8. Állítás. Legyenek J1 és J2 éles játékok, és legyen J = J1+J2. Ha J1 II-es típusú, akkor
J és J2 azonos típusú játékok.

Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy T (J2) = II. Úgy igazoljuk a T (J) = II egyenlőséget,
hogy megadunk a II. játékos számára a J játékhoz egy nyerő stratégiát. Ez a nyerő stratégia
pedig nem más, mint hogy a II. játékos mindig abban a Ji játékban lép, amelyikben az I.
játékos az előző lépését megtette, és ez a lépés pedig a II. játékos Ji-beli nyerő stratégiája
szerint követendő lépés. Ezzel a módszerrel a II. játékos garantáltan tud lépni, és a lépése a Ji
játék gráfjának egy II-es típusú csúcsába vezet. Ezért a II. játékos fenti lépése után a kapott
játék szintén két II-es típusú játék összege. A II. játékos a fenti stratégiát követve mindig
tud így válaszolni az I. játékos lépésére, tehát a J játékban az utolsó lépést is bizonyosan a
II. játékos teszi meg. Mivel J éles játék, ezért az utolsónak lépő II. játékos győzelmet arat.

Most azt tegyük fel, hogy T (J2) = I. Állítjuk, hogy ekkor J-ben is az I. játékosnak van
nyerő stratégiája. Legyen ugyanis az I. játékos kezdőlépése az I-es típusú J2 játék nyerő
stratégiája szerinti lépés. Ezen lépés után a kapott játék két II-es típusú játék összege lesz.
Ebben a játékban a II. játékos a kezdő játékos, így az előző bekezdésben elmondottak miatt
az ellenfelének, vagyis az I. játékosnak van nyerő stratégiája. A J játék tehát I-es típusú.

Fontos módszerre mutat rá az alábbi megfigyelés bizonyítása.

1.9. Állítás. Tetszőleges J kombinatorikus játék esetén T (J + J) = II.

Bizonyítás. Azt kell igazolnunk, hogy a J +J játékban a II. játékosnak van nyerő stratégiája.
Játsszon a II. játékos az alábbi szisztéma szerint. Bármit is lép az I. játékos az egyik J
játékban, a II. játékos lépje meg ugyanezt a lépést a másik J játékban. Egy lépésváltás után
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tehát a szituáció úgy néz ki, mintha egy J ′ + J ′ játékot kezdenének el a játékosaink, ahol J ′

az a játék, amit J-ből kapunk az I. játékos fenti kezdőlépése után.
Ezt az ún. stratégiamásolásos módszert követve a II. játékos az I. játékos minden lépésére

tud válaszolni, ezért a J + J játék utolsó lépését is a II. játékos fogja megtenni. Mivel éles
játékról van szó, a II. játékos ezzel az utolsó lépéssel megnyeri a J + J játékot.

A fenti bizonyításban szereplő stratégiamásolás módszere számos más szituációban is hasz-
nos eszköz lehet egy nyerő stratégia konstrukciója során. A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogy
egy J játék hozzáadása egy másik játékhoz hogyan változtatja meg a másik játék típusát.

1.10. Definíció. A J1 és J2 éles játékok ekvivalensek (jelölésben J1 ∼ J2), ha T (J1+J2) = II.

Az 1.9. Állításból közvetlenül adódik, hogy J ∼ J teljesül minden éles J játékra. Mivel
T (J1 + J2) = T (J2 + J1), ezért J1 ∼ J2 ⇒ J2 ∼ J1. Kombinatorikus játékok fent definiált
ekvivalenciája, ahogy az elnevezés is utal rá, ekvivalenciareláció. Ennek belátásához mindössze
a tranzitivitást kell igazolni. Ezt tesszük meg az alábbiakban.

1.11. Állítás. Ha J1 ∼ J2 és J2 ∼ J3, akkor J1 ∼ J3.

Bizonyítás. A J1 ∼ J2 és J2 ∼ J3 feltevések, az 1.8. Állítás és a játékösszeadás kommutativitása
és asszociativitása miatt

T (J1) = T (J1 + (J2 + J3)) = T ((J1 + J2) + J3) = T (J3)

adódik. Ezért az 1.8. Állítás miatt T (J1 + J3) = II, azaz J1 ∼ J3.

Látjuk ugyan, hogy éles játékok ekvivalenciája valóban ekvivalenciareláció, de fennmarad a
kérdés, hogy miért is érdemes „egyformának” (pontosabban ekvivalensnek) tekinteni két játékot
akkor, ha az összegük II-es típusú. Az alábbi állítás adja meg a választ erre.

1.12. Állítás. Ha J1 ∼ J2, akkor tetszőleges J játékra T (J + J1) = T (J + J2) teljesül.

Két játék ekvivalenciájának az tehát a szemléletes jelentése, hogy bármelyiküket is adjuk
hozzá egy játékhoz, az összegjáték típusát egyformán változtatják meg.

Bizonyítás. Az 1.9. Állítás szerint T (J2+J2) = II, a J1 ∼ J2 ekvivalencia miatt pedig T (J1+
J2) = II teljesül. Ezért az 1.8. Állítás és a játékösszeadás kommutativitása és asszociativitása
alapján

T (J + J1) = T ((J + J1) + (J2 + J2)) = T ((J + J2) + (J1 + J2)) = T (J + J2)

következik, és ezzel igazoltuk az Állítást.

A játékok fent definiált ekvivalenciája félrevezető lehet a figyelmetlen olvasó számára, aki
esetleg azt gondolja, hogy két ekvivalens játék teljesen egyforma. Ez korántsem igaz. Két játék
pusztán attól ekvivalens, hogy bármely másik J játékhoz adjuk hozzá az egyiket, ugyanolyan
típusú lesz az így kapott összegjáték, mintha a másik játékot adtuk volna hozzá J-hez. A
fogalom, amivel a fent említett hipotetikus olvasó keverte az ekvivalenciát, az izomorfia. Két
játék akkor izomorf, ha ugyanazon a gráfon, ugyanazon kezdőcsúcsból indulva játsszák azokat
ugyanazon nyelőpartíció mellett.

1.13. Definíció. A J1 = (G1, N
1
W , N1

T , N
1
L, s

1) és J2 = (G2, N
2
W , N2

T , N
2
L, s

2) játékok izomor-
fak, ha létezik olyan φ : V (G1) → V (G2) izomorfizmus a G1 és G2 gráfok között, amire teljesül,
hogy φ(N1

W ) = N2
W , φ(N1

L) = N2
L, φ(N1

T ) = N2
T , valamint φ(s1) = s2.
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Az osztójáték során egy rögzített m pozitív egész osztóit az I. és II. játékos felváltva írja
fel egy papírra, azzal a megszorítással, hogy a papíron már szereplő osztó többszörösét nem
szabad később felírni. Amelyik játékos az 1-et felírja a papírra, veszít.

1.14. Példa. Az n × k méretű táblán játszott mérgezett csoki izomorf az m = pnqk számon
játszott osztójátékkal.

1.4. Az Grundy-számozás

Az 1.8. Állításban azt igazoltuk, hogy T (I + II) = I ill. T (II + II) = II, az 1.9. Állítás egy
következménye, hogy T (I + I) = II ha egy I-es típusú játékot önmagával adunk össze. Sajnos
azonban általában nem igaz, hogy T (I + I) = II: az egykavicsos és kétkavicsos 1-nim játékok
mindegyike I-es típusú, akárcsak az összegükként adódó 2-nim játék. Két egykavicsos 1-nim
összege viszont II-es típusú, ezért csupán az összeg tagjainak típusából nem lehet meghatározni
az összegjáték típusát. Ennél több információra van szükség. Ezt a többletinformációt a G
gráfból tudjuk kinyerni az alábbi definíció segítségével.

1.15. Definíció. Tegyük fel, hogy a G irányított gráf csúcshalmaza előáll V (G) = V0 ∪ V1 ∪
. . .∪Vk alakban, ahol minden 0 ≤ i ≤ k esetén Vi a G− (V0∪ . . .∪Vi−1) gráf magja. Ekkor Vi-t
a G gráf i-edik magjának, a (V0, V1, . . . , Vk) sorozatot pedig a G magfelbontásának nevezzük.

A G gráf 0-dik magja tehát a G (jelző nélküli) magja, a V1-gyel jelölt 1. magot úgy kapjuk,
hogy G-ből elhagyjuk G magját és az így kapott gráf magját képezzük. Ha ezek utát a V1-
beli csúcsokat is töröljük, akkor az így kapott gráf V2 magja lesz a G gráf 2. magja, és így
tovább. Figyeljük meg, hogy ha a v ∈ Vi egy i-edik magbeli csúcs, akkor G-ben irányított él
vezet v-ből minden j-edik magba, ahol j < i, de v-ből nem vezet irányított él semelyik másik
i-edik magbeli csúcsba sem. Ezt a tulajdonságot nevesítjük az alábbiakban. Lényegében arról
van szó, hogy egy (V0, V1, . . . , Vk) magfelbontást a csúcsok egy számozásával tudjuk kódolni,
mégpedig úgy, hogy a Vi-beli csúcsok az i számot kapják minden 0 ≤ i ≤ k esetén.

1.16. Definíció. A G irányított gráf Grundy-számozása a G csúcsainak egy olyan g : V (G) →
N számozása, amire G minden u csúcsa esetén teljesül, hogy

g(u) = mex{g(v) : uv ∈ E(G)} ,

ahol a természetes számok tetszőleges H ⊊ N halmaza esetén a „minimum excludant” mex(H) =
min(N \H) a legkisebb olyan természetes szám, ami nem fordul elő H-ban.

Egy Grundy-számozás során tehát úgy számozzuk meg a G irányított gráf csúcsait, hogy
minden u csúcsra igaz legyen, hogy a ráírt szám a legkisebb olyan természetes szám, amit
nem írtunk rá u egyetlen kiszomszédjára sem. Nem minden irányított gráfnak van Grundy-
számozása (például egy irányított 3-csúcsú körnek nincs), és ha van is, akkor sem feltételnül
egyértelmű (például egy irányított 4-csúcsú kör esetében). A következő, a Grundy-számozás és
a magfelbontás között kapcsolatot teremtő megfigyelésből az következik, hogy DAG-ok esetén
azonban mindig van Grundy-számozás, és az egyértelmű is.

1.17. Megfigyelés. 1. Tegyük fel, hogy g a G irányított gráf Grundy-számozása és max{g(v) :
v ∈ V (G)} = k. Ekkor (V0, V1, . . . , Vk) a G magfelbontása, ahol Vi = g−1(i) = {v ∈ V (G) :
g(v) = i} minden 0 ≤ i ≤ k-ra.

2. Ha pedig (V0, V1, . . . , Vk) a G egy magfelbontása, és minden 0 ≤ i ≤ k és u ∈ Vi esetén
g(u) = i, akkor az így definiált g függvény a G csúcsainak egy Grundy-számozása.

Az 1.17. Megfigyelés szerint tehát a magfelbontások és Grundy-számozások bijektíven
megfeleltethetők egymásnak: G minden Grundy-számozása egyértelműen meghatározza G
egy magfelbontását, és G minden magfelbontása egyértelműen meghatározza G egy Grundy-
számozását.
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Bizonyítás. 1. Azt igazoljuk, hogy Vi nem feszít élt G-ben egyetlen 0 ≤ i ≤ k esetén sem,
továbábá, hogy minden i < j ≤ k és minden u ∈ Vj esetén van olyan v ∈ Vi, amire uv ∈ E(G).
Ebből állítás következik.

Ha v ∈ Vi akkor i = g(v) = mex{g(w) : vw ∈ E(G)} miatt nem létezhet olyan w csúcs,
amire vw ∈ E és g(w) = i teljesül. Ez azt jelenti, hogy Vi nem feszíthet egyetlen vw élt sem.

Legyen most i < j ≤ k és u ∈ Vj . Ekkor j = g(u) = mex{g(v) : uv ∈ E(G)} miatt van
olyan v csúcs, amire uv ∈ E és g(v) = i teljesül, azaz v ∈ Vi.

2. Legyen u ∈ Vi tetszőleges csúcsa G-nek. Mivel (V0, V1, . . . , Vk) a G egy magfelbontása,
ezért v-ből vezet él a V0, V1, . . . , Vi−1 halmazok mindegyikébe, de nem vezet él u-ból a Vi halmaz
egyetlen másik csúcsába sem. Ezért mex{g(v) : uv ∈ E(G)} = i = g(u), vagyis g valóban a
csúcsok egy Grundy-számozása.

Az 1.17. Megfigyelést illusztráljuk az alábbiakban.

1.18. Következmény. Ha J = (G, s) egy n kavicsot tartalmazó kupacból álló 1-nim játék,
akkor a G csúcsai v0, v1, . . . , vn = s rendre a 0, 1, . . . , n kavicsból álló kupacoknak felelnek meg,
és a vi csúcs Grundy-száma g(vi) = i minden 0 ≤ i ≤ n esetén.

Bizonyítás. Az 1-nim szabálya miatt vivj pontosan akkor éle G-nek, ha 0 ≤ j < i ≤ n. Ezért
G magja V0 = {v0}, G− V0 magja V1 = {v1}, . . ., G− (V0 ∪ . . .∪ Vi−1 pedig Vi = {vi} minden
0 ≤ i ≤ n esetén. Ezért g(vi) = i teljesül minden 0 ≤ i ≤ n-re.

Kombinatorikus játékot leíró gráfnak mindig van Grundy-számozása.

1.19. Tétel. Ha G véges DAG, akkor G-nek egyértelmű Grundy-számozása van.

Az 1.19. Tételt be lehet bizonyítani a az 1.5. Tétel bizonyításának módszerével, fordított
topologikus sorrendben meghatározva az egyes csúcsok Grundy-számát. Az 1.17. Megfigyelésre
támaszkodva azonban hamarabb célt érünk.

Bizonyítás. Az 1.17. Megfigyelés miatt tetszőleges irányított G gráf Grundy-számozásai köl-
csönösen egyértelműen megfeleltethetők G magfelbontásainak. Ezért elegendő azt igazolnunk,
hogy bármely G DAG-nak pontosan egy magfelbontása van. Az 1.5. Tétel szerint miatt G
V0 magja egyértelmű. Mivel G− V0 is DAG, ezért e gráf V1 magja szintén egyértelmű az 1.5.
Tétel miatt. Hasonlóan, G − (V0 ∪ V1) is DAG, ezért a V2 mag egyértelmű, és így tovább.
Minden véges DAG-nak tehát pontosan egy magfelbontása van, így a Grundy-számozása is
egyértelmű.

Az 1.19. Tétel miatt kombinatorikus játéknak nem csak a típusáról, de a Grundy-számáról
is beszélhetünk.

1.20. Definíció. A J = (G, s) éles kombinatorikus játék Grundy-száma g(J) = g(s), ahol g
a G gráf Grundy-számozása.

1.21. Megfigyelés. Egy J = (G, s) éles játék Grundy-számát tehát a játék s kezdőcsúcsának
egyértelmű Grundy-számaként definiáljuk. Figyeljük meg, hogy J Grundy-száma meghatározza
J típusát: ha g(J) = 0, akkor T (J) = II, ha pedig g(J) > 0, akkor T (J) = I.

Látjuk tehát, hogy a Grundy-szám J típusának meghatározásán túl többletinformációt is
ad a játékról. Korábban pedig azt láttuk, hogy az összegjáték típusának meghatározásához
kevés csupán az összegzésben szereplő játékok típusainak ismerete. Megmutatjuk a további-
akban, hogy a Grundy-szám már tartalmazza a játék típusának meghatározásához szükséges
többletiformációt: ha J1, . . . , Jk éles játékok és J = J1 + . . . + Jk, akkor J Grundy-számát
(és így persze a típusát is) kiszámíthatjuk a g(J1), . . . , g(Jk) Grundy-számok ismeretében. Ezt
készítjük elő a következő szakaszban.
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1.5. A nim-összeadás

A nim-összeadás egy első látásra különös és haszontalan műveletnek tűnik, de mint látni fogjuk,
valójában nélkülözhetetlen az összegjátékok nyerő stratégiájának kiszámításához.

1.22. Definíció. Az a, b ∈ N számok a ⊕ b nim-összegét úgy kapjuk, hogy az a és b számok
bináris alakját helyiérték-átvitel nélkül adjuk össze, tehát ha egy helyiértéken a és b kettes
számrendszerbeli alakjában azonos számjegy áll, akkor a nim-összegben ugyanezen a helyiértéken
0 szerepel, ha pedig a két számjegy különböző, akkor a nim-összegben az adott helyiérték 1.

Tehát az a ⊕ b nim-összeg bináris alakjában az egyes helyiértékeket úgy kapjuk, hogy az
a-ban ill. b-ben ugyanezen a helyiértéken álló számjegyekre a xor műveletet alkalmazunk, ahol
xor(0, 0) = xor(1, 1) = 0 és xor(0, 1) = xor(1, 0) = 1.

1.23. Példa. 7⊕5 = 111 2 ⊕101 2 = 010 2 = 2, ill. 9⊕6 = 1001 2 ⊕0110 2 = 1111 2 = 15.

Könnyen látható, hogy 0 ≤ a⊕ b ≤ a+ b teljesül minden a, b ∈ N számpárra. Szükségünk
lesz a nim-összeadás néhány további alaptulajdonságára.

1.24. Lemma. Tetszőleges a, b, c ∈ N esetén (1) a⊕ b = b⊕ a, (2) a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c,
(3) a⊕ a = 0, (4) a⊕ 0 = a, (5) a⊕ b = a⊕ c ⇒ b = c, valamint
(6) c < a⊕ b ⇒ a⊕ c < b vagy b⊕ c < a, végül
(7) c < a⊕ b ⇒ ∃a′ < a, amire a′ ⊕ b = c vagy ∃b′ < b, amire a⊕ b′ = c.

Bizonyítás. (1-4): triviális. (5): Az (1-4) azonosságokat felhasználva a következőt kapjuk:
a⊕ b = a⊕ c ⇒ a⊕ (a⊕ b) = a⊕ (a⊕ c) ⇒ (a⊕ a)⊕ b = (a⊕ a)⊕ c ⇒ 0⊕ b = 0⊕ c ⇒ b = c.
(6): Tegyük fel, hogy a = a1 . . . an 2 , b = b1 . . . bn 2 és
a⊕ b = x1 . . . xn 2 , ahol xi = xor(ai, bi). Mivel c < a⊕ b,
ezért c = x1 . . . xi−10yi+1 . . . yn 2 , és 1 = xi = xor(ai, bi).
Tegyük fel először, hogy ai = 1 és bi = 0. Abból, hogy
xi = xor(ai, bi), adódik az ai = xor(xi, bi) egyenlőség.

a : a1 . . . ai−1 1 ai+1 . . . an
b : b1 . . . bi−1 0 bi+1 . . . bn

a⊕ b : x1 . . . xi−1 1 xi+1 . . . xn
c : x1 . . . xi−1 0 yi+1 . . . yn

b⊕ c : a1 . . . ai−1 0 zi+1 . . . zn

Ezért b⊕ c = a1 . . . ai−10zi+1 . . . zn 2 , így aztán b⊕ c < a. Hasonlóan igazolható, hogy ai = 0,
bi = 1 esetén az a⊕ c < b egyenlőtlenség teljesül.
(7): (6) miatt a⊕ c < b vagy b⊕ c < a. Az első esetben b′ = a⊕ c választással

a⊕ b′ = a⊕ (a⊕ c) = (a⊕ a)⊕ c = 0⊕ c = c

adódik. A második esetben pedig a′ = b⊕ c értékadás mellett

a′ ⊕ b = (b⊕ c)⊕ b = (c⊕ b)⊕ b = c⊕ (b⊕ b) = c⊕ 0 = c

következik.

1.6. Az összegjáték Grundy-számozása

Megtettünk minden előkészületet ahhoz, hogy az összegjáték típusát illetve nyerő stratégiáját
meghatározzuk az összegzésben szereplő játékok Grundy-számozásának ismeretében.

1.25. Tétel (Sprague–Grundy-Tétel). Tegyük fel, hogy g1 ill. g2 a J1 = (G1, s1) ill. J2 =
(G2, s2) éles játékok játékok Grundy-számozásai. Tetszőleges u ∈ V (G1) és v ∈ V (G2) csúcsok
esetén legyen g(u, v) = g1(u)⊕ g2(v). Ekkor az így definiált g : V (G1)× V (G2) → N függvény
a J = J1 + J2 játék Grundy-számozása.
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Két játék összegének Grundy-számozása tehát kiszámítható az összegben szereplő játékok
Grundy-számozásaiból. Az utóbbi Grundy-számozások ismeretében így minden lényegeset
megtudhatunk az összegjátékról.

Bizonyítás. Legyen u1, . . . , un a G1, v1, . . . , vm pedig a G2 csúcsainak topologikus sorrendje.
A J játék G gráfjának csúcsai az (ui, vj) alakú párok, és a G gráf definíciójából világos, hogy

(u1, v1), . . . , (u1, vm), (u2, v1) . . . , (u2, vm), (u3, v1) . . . . . . , (un, v1) . . . , (un, vm)

a G gráf egy toplogikus sorrendje. Ezen sorrend megfordítása szerint végighaladva a G csúcsain
megmutatjuk, hogy g(ui, vj) = g1(ui) ⊕ g2(vj) teljesül G minden csúcsára. Amikor tehát az
(ui, vj) csúcsot vizsgáljuk, akkor már minden i′ > i és j′ > j esetén igazoltuk, hogy az (ui′ , vj)
és (ui, vj′) csúcsok Grundy-számai g(ui′ , vj) = g1(ui′)⊕ g2(vj) ill. g(ui, vj′) = g1(ui)⊕ g2(vj′).
Ezen tényekből akarjuk igazolni azt, hogy az (ui, vj) csúcs Grundy-száma g(ui, vj) = g1(ui)⊕
g2(vj). A Grundy-szám (mex függvénnyel történő) definíciója miatt elegendő az alábbi két
állítást megmutatnunk. Egyrészt azt, hogy
a) nincs olyan (ui, vj)(ui′vj′) éle G-nek, amire g(ui′vj′) = g1(ui)⊕g2(vj), másrészt pedig, hogy
b) minden 0 ≤ c < g1(ui)⊕g2(vj) esetén van olyan (ui, vj)(ui′vj′) éle G-nek, amire g(ui′vj′) = c.

Tegyük fel, hogy (ui, vj)(ui′vj′ a G gráf egy éle, azaz i = i′ és vjvj′ a G2 gráf éle vagy uiui′

a G1 gráf éle és j = j′. Ennek megfelelően g(ui′vj′) vagy g1(ui)⊕ g2(vj′) vagy g1(ui′)⊕ g2(vj).
Az első esetben g2(vj) ̸= g2(vj′ , hisz a g2 Grundy-számozást is a mex függvény definiálja,
a második esetben hasonló okból g1(ui) ̸= g1(ui′). Ezért az 1.24. Lemma (5) része miatt
g(ui′vj′) ̸= g1(ui)⊕ g2(vj), és ezzel az a) állítást beláttuk.

Legyen most 0 ≤ c < g1(ui) ⊕ g2(vj). Az 1.24. Lemma (7) része miatt vagy van olyan
a′ < g1(ui), amire a′ ⊕ g2(vj) = c vagy van olyan b′ < g2(vj), amire g1(ui) ⊕ b′ = c. A
g1 és g2 Grundy-számozások definíciója miatt van olyan uiui′ éle G1-nek ill. olyan vjvj′ éle
G2-nek, amire g1(ui′) = a′ ill. g2(vj′) = b′. Ekkor viszont g(ui′vj) = a′ ⊕ g2(vj) = c ill.
g(uivj′) = g1(vi) ⊕ b′ = c. Tekintettel arra, hogy (ui, vj)(ui′ , vj) ill. (ui, vj)(ui, vj′) a G gráf
élei, ezért a b) állítást is igazoltuk, és a tételt beláttuk.

Az 1.25. Sprague–Grundy-tétel segítségével nem csupán két, hanem több játék összegének
Grundy-számozása is meghatározható.

1.26. Következmény. Ha a J1, . . . , Jk éles játékok Grundy-számozásai g1, . . . , gk akkor a
J = J1 + . . .+ Jk összegjáték G gráfja tetszőleges v = (v1, . . . , vk) csúcsának a Grundy-száma
g(v) = g1(v1)⊕ . . .⊕ gk(vk).

Bizonyítás. Az összeadott játékok k száma szerinti teljes indukcióval bizonyítunk. A k = 2
alapeset maga az 1.25. Sprague–Grundy-tétel. Ha már (k − 1) játékra igazoltuk az állítást,
akkor J = J ′ + Jk, ahol J ′ = J1 + . . . + Jk−1. Ezért az 1.25. Sprague–Grundy-tétel és az
induckiós feltevés miatt

g(v) = g′(v′)⊕ gk(vk) = [g1(v1)⊕ . . .⊕ gk−1(vk−1)]⊕ gk(vk) = g1(v1)⊕ . . .⊕ gk(vk) ,

ahol g′ a J ′ Grundy-számozása és v′ = (v1, . . . , vk−1). Ezzel az indukciós lépést igazoltuk, és
a következményt beláttuk.

Az 1.26. Következmény segítségével könnyű nyerő stratégiát adni bármely J = J1+ . . .+Jk
játék esetén, ha mindegyik Ji játéknak ismerjük a Grundy-számozását. A J játék gráfjának
tetszőleges v = (v1, . . . , vk) csúcsának ugyanis g(v) = g1(v1) ⊕ . . . ⊕ gk(vk) a Grundy-száma.
Ha g(v) = 0, akkor v egy II-es típusú csúcs, amivel nincs dolgunk a nyerő stratégia megha-
tározásakor. Ha azonban g(v) ̸= 0, akkor van olyan 1 ≤ i ≤ k és olyan 0 ≤ c < gi(vi), amire
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g1(v1)⊕ . . .⊕ gi−1(vi−1)⊕ c⊕ gi+1(vi+1)⊕ . . .⊕ gk(vk) = 0. Ekkor a nyerő stratégia szerint a
Ji játékban kell lépni, mégpedig egy olyan ui csúcsra, aminek a Grundy-száma gi(ui) = c.

A fenti általános nyerő statégiát specializálva a k-nim játékra egy könnyen elsajátítható
nyerő stratégiát kapunk, amivel a nimben járatlan ellenfelünket könnyen legyőzhetjük és egy
szuperképesség látszatát kelthetjük.

1.27. Következmény (Bouton tétele). Legyen J az a k-nim játék, amiben a kupacok mérete
n1, . . . , nk. Ekkor J pontosan akkor II-es típusú, ha n1 ⊕ . . .⊕ nk = 0.

Ha tehát n1⊕. . .⊕nk ̸= 0 akkor J I-es típusú, és a nyerő lépés során először olyan 0 < i ≤ k
és 0 ≤ c < ni számokat találunk, amire n1 ⊕ . . .⊕ni−1 ⊕ c⊕ni+1 ⊕ . . .⊕nk = 0 teljesül, majd
az i-edik kupac méretét ni-ről c-re csökkentjük.

Bizonyítás. Az 1.18. Következmény miatt egy n kavicsot tartalmazó kupacból álló 1-nim játék
Grundy-száma n, ezért az 1.26. Következmény miatt g(J) = n1 ⊕ . . . ⊕ nk. Az 1.21. Megfi-
gyelésben pedig azt láttuk, hogy egy játék pontosan akkor II-es típusú, ha a Grundy-száma
0.

Az 1.25. Sprague–Grundy-tétel segítségével éles játékok ekvivalenciáját is kompakt módon
jellemezhetjük.

1.28. Következmény. Tetszőleges J1 és J2 játékok pontosan akkor ekvivalensek, ha a Grundy-
számaik megegyeznek.

Bizonyítás. Legyen J1, J2 és J játékok Grundy-számozása rendre g1, g2, ill. g. Ekkor

J1 ∼ J2 ⇐⇒ T (J1+J2) = II ⇐⇒ g(J1+J2) = 0 ⇐⇒ g1(J1)⊕g2(J2) = 0 ⇐⇒ g1(J1) = g2(J2)

a játékok ekvivalenciájának definíciója, az 1.21. Megfigyelés, az 1.25. Tétel és a nim-összeadás
alaptulajdonságai miatt.

1.7. A hex játék

Ebben a szakaszban egy olyan kombinatorikus játékról lesz szó, ami amellett, hogy egy ver-
senyszerűen játszott, szórakoztató játék, a kombinatorikus játékok egyik iskolapéldája is.
A hex játékban az I. és II. játékosok felváltva he-
lyezik el a köveiket egy n × n-es hatszögrács me-
zőin azzal a megkötéssel, hogy egyetlen mezőn sem
helyezhető el egynél több kő. Az I. játékos akkor
nyer, ha a saját köveivel fedett, egymáshoz élben
csatlakozó mezőkön el lehet jutni a tábla bal szélé-
től a jobb széléig, a II. játékos győzelméhez pedig az
szükséges, hogy a saját köveivel fedett, egymáshoz
élben csatlakozó mezőkön el lehessen jutni a tábla
alsó szélétől a felső széléig. Egy 6× 6-os hex tábla

1.29. Tétel. Egyetlen hex játék sem végződhet döntetlennel.

Bizonyítás. Hamarosan ...
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1.8. Stratégialopás

A 2-nim ill. a T (J + J) = II egyenlőség kapcsán láttuk már a stratégiamásolás módszerét,
aminek segítségével meglehetősen általános feltételek mellett tudtunk nyerő stratégiát mutatni
a II. játékos részére. Ebben a szakaszban egy másik, rendkívül hasznos módszert mutatunk,
aminek a segítségével az I. játékos számára tudunk nyerő stratégiát garantálni. Azonban a stra-
tégiamásolással ellentétben ebben az esetben csak a nyerő stratégia létezését tudjuk igazolni,
míg magáról a nyerő stratégiáról semmi érdemi sem derül ki. A szóban forgó, stratégialopás-
nak nevezett érvelési technika John Nash nevéhez fűződik, aki a hex esetén mutatta meg, hogy
létezik az I. játékosnak nyerő stratégiája.

A stratégialopásos érvelést legalább két esetben alkalmazhatjuk sikerrel: akkor ha az I.
játékos a legelső lépésében passzolhat, illetve akkor, ha egyik játékos számára sem okoz hátrányt
egy általa megtett tetszőleges extra lépés. Ezt a két esetet illusztráljuk az alábbiakban.

1.30. Állítás. Az 1× 1-es kivételével minden mérgezett csoki játék I-es típusú.

Bizonyítás. A mérgezett csoki betlijáték, így nem végződhet döntetlennel, tehát az egyik játé-
kosnak bizonyosan van nyerő stratégiája. Tegyük fel indirekt, hogy egy nem 1×1-es mérgezett
csoki játékban a II. játékos rendelkezik nyerő stratégiával.

Legyen az I. játékos kezdő lépése a csoki jobb felső kockájának leharapása. Figyeljük meg,
hogy bármit is válaszol erre a II. játékos, ha ugyanezt a válaszlépést az I. játékos tette volna
meg, akkor e lépés után ugyanazzal a csonka táblával folytatódna a játék, mint amit a fenti két
lépés eredményez. (Ilyenformán a kezdőlépés tekinthető úgy is, hogy az I. játékos passzolt.)

A második játékos válaszlépése után tehát az I. játékos tekintheti úgy a játékot, hogy a
válaszlépés volt a kezdőlépés. Ezért ettől a ponttól kezdve az I. játékos követheti a II. játékos
nyerő stratégiáját, ami garantálja a számára a győzelmet. Azt kaptuk, hogy a II. játékos nyerő
stratégiájának létezéséből következik, hogy az I. játékosnak van nyerő stratégiája. Ez pedig
ellentmondás: nem lehet egyszerre mindkét játékosnak nyerő stratégiája. Az indirekt feltevés
megdőlt, így a mérgezett csoki játékban bizonyosan az I. játékosnak van nyerő stratégiája.

A fenti bizonyítás voltaképpen azon a megfigyelésen múlik, hogy a mérgezett csokihoz
tartozó G gráfnak van két speciális csúcsa: az egyik a kezdőállapothoz tartozó s csúcs, ami
az érintetlen, teljes táblának felel meg, a másik pedig a jobb felső sarok komplementeréhez
tartozó v csúcs. Erre a két csúcsra két tulajdonság igaz. Egyrészt sv ∈ E(G), másrészt pedig
s-ből v kivételével pontosan azokba a csúcsokba fut él, amelyekbe v-ből is él mutat. Ha tehát
U a v kiszomszédainak halmaza, akkor

g(v) = mex{g(u) : u ∈ U} és g(s) = mex({g(v)} ∪ {g(u) : u ∈ U}) .

Ezért aztán g(s) > g(v) ≥ 0, így g(s) ̸= 0, azaz s I-es típusú.
A stratégialopásos érvelés akkor is működik, ha sose járunk rosszul attól, ha eggyel többször

léphetünk. Ezt illusztráljuk az alábbiakban.

1.31. Állítás. Tetszőleges hex játék I-es típusú.

Bizonyítás. Az 1.29. Tételben láttuk, hogy a hex nem végződhet döntetlennel. Ezért valame-
lyik játékosnak bizonyosan van nyerő stratégiája. Indirekt tegyük fel, hogy ez a II. játékos.
Játssza a két játékos a játékot az alábbiak szerint.

A II. játékos kövesse a fenti, hipotetikus nyerő stratégiát. Az I. játékos az első lépésében
helyezze el a saját kövét a tábla egy tetszőleges x mezején, majd játsszon úgy, mint ha az x
mező üres lenne, és ennek során kövesse azt az indirekt feltevésben szereplő nyerő stratégiának
azt a változtát, amivel a II. játékos a tábla alsó és felső szélét tudja garantáltan összekötni.
Innentől kezdve az x mező az I. játékos „titkos mezeje”. Ha e stratégia követése során az I.
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játékosnak a titkos mezőre kellene lépni, akkor lépjen e helyett egy tetszőleges üres y mezőre,
és ez az y mező vegye át a titkos mező szerepét. A játék előbb-utóbb véget ér, ami úgy is
megtörténhet, hogy az I. játékos nem tud újabb titkos mezőt választani, mert már egyetlen
mező sem üres.

Bárhogyan is ér véget azonban a játék, mindkét játékos úgy látja, hogy ő a nyerő stratégiát
követte, tehát nyert. Ez természetesen nem történhet meg, vagyis ellentmondás következett
abból a feltevésből, hogy a hex II-es típusú játék. Az ellentmondás feloldása csakis az lehet,
hogy a hex játék I-es típusú.

A fenti bizonyításhoz hasonlóan igazolható, hogy nem csak az amőbában, de tetszőleges
hipergrafikus játékban is van az I. játékosnak nemvesztő stratégiája. A hipergrafikus játékban
adott egy nemüres H hipergráf egy V véges csúcshalmazon, és a játékosok felváltva választanak
V -beli csúcsokat azzal a megkötéssel, hogy korábban már választott csúcs többször már nem
választható ki. Az a játékos nyeri a játékot, amelyik először választja ki H egy élének minden
csúcsát. Ha ez nem következik be még akkor sem, amikor a teljes V alaphalmaz mindegyik
csúcsát kiválasztotta valamelyik játékos, akkor a játék döntetlennel ér véget.

2. Stratégiai játékok

Hamarosan...
(Addig is: VKP 2, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.6, 2.7)

3. A csődjáték nukleólusza és a Talmud-rejtély

Hamarosan...
(Addig is: diasor a honlapon.)

4. Osztozkodási eljárások

Hamarosan...
(Addig is: VKP 4.1, T 9.1, 9.2, ill. a „diasor” a honlapon.)

5. Szavazási eljárások

Az alábbi szavazási modellben dolgozunk. Adott a szavazók N = {1, 2, . . . , n} és az alter-
natívák A = {a1, . . . , ak} halmaza, L pedig az A alternatívahalmaz lineáris rendezéseit jelöli.
Feltesszük, hogy minden szavazó preferenciáját egy L-beli lineáris rendezés írja le (az i-dik
szavazóét ⪯i jelöli), és rögzítjük, hogy a szavazás végeredménye csak ezektől a preferenciák-
tól függhet. Itt az a ≺i b jelentése az, hogy az i szavazó számára a b alternatíva jobb az a
alternatívánál. A ⪯ preferenciarendezés szerint legjobban preferált alternatívát Top(⪯) jelöli.
Választási profil egy, a szavazók preferenciáit felsoroló Π = (⪯1, . . . ,⪯n) vektor. A szavazás
kimenetele vagy egy preferenciarendezés vagy egy A-beli alternatíva. Társadalmi választási
szabály (TVSZ) alatt a kimenetelt meghatározó F : Ln → L függvényt, Társadalmi válasz-
tási függvény (TVF) alatt pedig a kimenetelt leíró f : Ln → A leképezést értünk. Ha a Π
választási profil ill. a döntéshozatali mechanizmusban használt F TVSZ vagy f TVF világos a
szövegkörnyezetből akkor közös sorrend ill. közös döntés alatt az F (Π) sorrendet ill. az f(Π)
alternatívát értjük.
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5.1. Példa. (1) A jóváhagyásos szavazás az az eljárás, amelyikben minden szavazó tetszőleges
számú alternatívát jelölhet meg, és a nyertes alternatíva az, amelyiket a legtöbben megjelölték.
(Döntetlen esetén az a legtöbb szavazatot kapó alternatívák közül a ⪯1 szerinti legjobb.)

A jóváhagyásos szavazás nem TVF, mert nem kizárólag a szavazók preferenciarendezéseitől
függ a kimenetel. A jóváhagyásos szavazás tehát nem fér bele a fenti modellbe.

(2) A többségi szavazási eljárás során az alternatívákat aszerint rangsoroljuk, hogy hány
szavazó számára képviselik a legjobb választást. (Döntetlen esetén ⪯1 alapján döntünk.) Az
így kapott az F T (Π) lineári rendezés a többségi választás F T TVSZ szerinti kimenetele. Az
többségi szavazáshoz tartozó fT TVF szerinti fT (Π) kimenetel pedig legtöbb szavazónál első
helyen szereplő alternatíva.

A többségi szavazás nagyon ügyetlen lehet, mert lehet olyan jelölt, aki mindenki számára
nagyon jó, de senkinek se a legjobb, míg a legjobb helyen szereplő jelöltek mindegyike csak kevés
szavazónál van az első helyen, soknál pedig csak a preferenciasorrend legvégén.

(3) A Borda-szavazás az az FB TVSZ, ami az alternatívák Borda-pontszámainak csök-
kenő sorrendbe rendezésével adódik (a döntetleneket esetén ⪯1 alapján rangsorolunk). Az a
alternatíva Borda-pontszáma B(a) =

∑n
i=1Bi(a), ahol Bi(a) = n − k, ha az i-dik szavazó

preferenciasorrendjében az a alternatíva a k-dik.

5.2. Definíció. Azt mondjuk, hogy az a alternatíva legyőzi a b alternatívát, ha |{i : b ≺i

a}| > |{i : a ≺i b}|, azaz, ha több olyan szavazó van, aki számára az a jobb b-nél, mint olyan
szavazó, aki b-t preferálja a-val szemben. Az a alternatíva Condorcet-győztes, ha a minden
más alternatívát legyőz. Az f TVF (ill. az F TVSZ) Condorcet-konzisztens, ha minden Π
választási profil esetén teljesül hogy ha egy a alternatíva Condorcet-győztes a Π választási profil
esetén, akkor f(Π) = a (ill. Top(F (Π)) = a). Akkor Condorcet-konzisztens tehát egy TVF (ill.
TVSZ), ha Condorcet-győztes alternatíva nem veszíthet.

5.3. Definíció. A Copeland-szavazás azt az FC TVSZ-t jelenti, amelyikben az alternatívákat
csökkenő Copeland-pontszám szerint rendezzük, a döntetleneket ⪯1 szerint rangsorolva. Az a
alternatíva Copeland-pontszáma C(a) = w(a)−ℓ(a)2, ahol w(a) az a által legyőzött, ℓ(a) pedig
az a-t legyőző alternatívák száma.

5.4. Megfigyelés. A Copeland-szavazás Condorcet-konzisztens.

Bizonyítás. Ha a Condorcet-győztes, akkor w(a) = k − 1 és ℓ(a) = 0, így C(a) = k − 1. Ha
pedig nem az, akkor w(a) ≤ k−2 és ℓ(a) ≥ 0, ezért C(a) ≤ k−2. Tehát Top(FC(Π)) = a.

A továbbiakban TVSZ-októl és TVF-ektől elvárható tulajdonságokkal foglalkozunk. Szim-
metrikus TVSZ esetén a ≺i szavazatok egyenértékűek, nem számít ki adta le azokat.

5.5. Definíció. Az F TVSZ szimmetrikus (néha anonim), ha F (Π) = F (σ(Π)) teljesül min-
den Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil és a szavazók tetszőleges σ ∈ Sn permutációja esetén,
ahol σ(Π) = (⪯σ(1), . . . ,⪯σ(n)) az a választási profil, amiben a szavazók a σ permutáció sze-
rint helyet cserélnek. Hasonlóan, az f TVF akkor szimmetrikus, ha f(Π) = f(σ(Π)) teljesül
∀Π, ∀σ ∈ Sn esetén.

5.6. Megfigyelés. Nem szimmetrikus egyetlen korábban említett TVSZ és TVF sem, ha a dön-
tetlenek feloldásához a ⪯1 preferenciarendezést használja. Ha azonban az ai és aj alternatívák
közti döntetlent az i és j index nagyságviszonya dönti el, akkor az így módosított szabályok és
függvények szimmetrikussá válnak.

2Ez valójában a módosított Copeland-pontszám: a hivatalos definíció szerint C(a) = 2w(a) + t(a), ahol
t(a) az olyan b alternatívák száma, amelyekre a sem győzi le b-t és b sem győzi le a-t. Könnyen látható, hogy
bármely alternatíva módosított Copeland-pontszáma (|A| − 1)-gyel kevesebb a hivatalosnál.
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A semlegesség az a tulajdonság, hogy a TVSZ ill. TVF semmilyen módon sem különbözteti
meg az alternatívákat: ha például két alternatíva a Π profilban szereplő minden ⪯i rendezés-
ben helyet cserél, akkor az így kapott profilhoz tartozó F (Π′) úgy adódik, hogy F (Π)-ben is
megcseréljük a szóban forgó alternatívákat. A semlegesség definíciója az alternatívapár cseréje
mellett hasonló tulajdonságot vár el az alternatívák tetszőleges permutációja esetén.

5.7. Definíció. Az F TVSZ semleges (néha pártatlan), ha σ(F (Π)) = F (Πσ) teljesül minden
Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil és az alternatívák tetszőletes σ ∈ Sk permutációja esetén,
ahol a σ(F (Π)) preferenciasorrend az F (Π) preferenciasorrendbeli alternatívák σ szerinti per-
mutációjával adódik, és a Πσ = (σ(⪯1), . . . , σ(⪯n)) választási profilban szereplő σ(⪯i) preferen-
ciasorrendeket szintén a ⪯i preferenciasorrendből kapjuk az alternatívák σ szerinti permutálásá-
val. Hasonlóan, az f TVF akkor semleges (S), ha σ(f(Π)) = f(Πσ) teljesül ∀Π ∈ Ln,∀σ ∈ Sk

esetén.

5.8. Megfigyelés. Az előző megfigyelésben szimmetrikusra módosított TVSZ-ok a módosítás
előtt semlegesek voltak, a módosítással azonban ez a tulajdonságuk elveszik, hiszen a választás
során meghatározó tényezővé válik az alternatívák indexelés szerinti sorrendje.

5.9. Definíció. Az F TVSZ egyhangú, ha minden (a, b) alternatívapárra igaz az alábbi tulaj-
donság. Ha a ⪯i b minden i-re akkor a ⪯ b teljesül a ⪯= F (Π) közös sorrendre.

Ha tehát F egyhangú és minden szavazó egyformán látja az a és b alternatívák viszonyát,
akkor ennek az F (Π) közös sorrendjükben is tükröződnie kell.

A lényegtelen alternatíváktól való függetlenség azt jelenti, hogy bármely a és b alternatívák
esetén ezek közös sorrend szerinti egymáshoz képesti viszonya kizárólag attól függ, hogy az
egyes szavazók e két alternatíva közül melyiket preferálják. Nem számít tehát a többi alterna-
tíva a-hoz és b-hez ill. egymáshoz képesti viszonya.

5.10. Definíció. Az F TVSZ független a lényegtelen alternatíváktól, ha minden (a, b) alter-
natívapárra az alábbi tulajdonság teljesül. Ha Π = (⪯1, . . . ,⪯n) és Π′ = (⪯′

1, . . . ,⪯′
n) olyan

választási profilok, amelyikekben minden szavazó egyformán rendezi az (a, b) párt, akkor az
F (Π) és F (Π′) közös preferenciák is egyformán rendezik az (a, b) párt. Ugyanez formulákkal,
precízen:

Ha (a ⪯i b ⇐⇒ a ⪯′
i b ∀i ∈ N) akkor (a ⪯ b ⇐⇒ a ⪯′ b), ahol ⪯= F (Π) és

⪯′= F (Π′).

5.11. Megjegyzés. Minden F TVSZ indukálja az f = Top(F ) TVF-t. Ha egy TVF ér-
telmesen kiterjeszthető az A részhalmazain értelmezett választási profilokra, akkor az f TVF
segítségével definiálhatunk egy f -et indukáló F TVSZ-t az alábbi módon. Az F (Π) preferen-
ciarendezés legjobb eleme b1 = f(Π). A második legjobb elem F (Π)-ben b2 = f(Π|b1), ahol
Π|b1 a Π-beli preferenciarendezésekből áll, miután mindegyikből kihagyjuk a b1 alternatívát. A
harmadik legjobb alternatíva F (Π)-ben b3 = f(Π|b1,b2), és így tovább.

A következő megfigyelés arra mutat, hogy a lényegtelen alternatíváktól való függetlenség
elégséges ahhoz, hogy a TVSZ az alternatívahalmaz részhalmazain is könnyen értelmezhető
legyen.

5.12. Megfigyelés. Tegyük fel, hogy az F TVSZ független a lényegtelen alternatíváktól az
A alternatívahalmazon, legyen A′ ⊆ A az alternatívák egy részhalmaza, valamint Π = (⪯1

, . . . ,⪯n) és Π′ = (⪯′
1, . . . ,⪯′

n) pedig két választási profil. Ha minden i szavazó esetén ⪯i

|A′ =⪯′
i |A′ teljesül, azaz minden szavazó ugyanúgy rangsorolja az A′-beli alternatívákat a ⪯i

és ⪯′
i preferenciarendezései szerint, akkor az F (Π)|A′ = F (Π′)|A′ , vagyis az F (Π) és F (Π′)

közös sorrendek is egyformán rangsorolják az A′-beli alternatívákat.
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5.13. Megjegyzés. A fenti Megfigyelésből az is következik, hogy ha egy F TVSZ független
a lényegtelen alternatíváktól, akkor F az A alternatívahalmaz részhalmazain is indukál egy
TVSZ-t.

Bizonyítás. Legyen a, b ∈ A′ két tetszőleges alternatíva. A Π és Π′ profilokról szóló feltevés
miatt bármely i szavazó ugyanúgy rangsorolja a-t és b-t ⪯i és ⪯′

i szerint, ezért az F TVSZ
lényegtelen alternatíváktól való függetlensége miatt a és b sorrendje ugyanaz F (Π)-ben mint
F (Π′)-ben. Mivel ez bármely két A′-beli alternatívára igaz, ezért F (Π) pontosan úgy rangso-
rolja a teljes A′ alternatívahalmazt mint F (Π′): F (Π)|A′ = F (Π)|A′ .

5.1. A Gibbard–Satterthwaite-tétel

Indokolt elvárás lehet egy TVF-től, hogy egyetlen szavazó se járhasson jól azzal, ha nem
őszintén szavaz. Egy TVF manipulálhatósága azt jelenti, hogy bizonyos körülmények között
(azaz valamely konkrét Π választási profil mellett) az egyik szavazó képes úgy meghamisítani a
TVF kiszámításához megadott preferenciáit, hogy a végerdményként megszülető közös döntés
a hamisító szavazó számára kedvezőbb legyen, mint az, ami az őszintén felfedett preferenciáiból
adódott volna.

5.14. Definíció. Az f : Ln → A TVF manipulálható, ha van olyan Π = (⪯1, . . . ,⪯n)
választási profil és ⪯′

i preferenciarendezés, amire f(Π) ≺i f(Π−i,⪯′
i) teljesül. Ha egy f TVF

nem manipulálható, akkor f -et szokás taktikázásbiztosnak is nevezni.
Egy F TVSZ-t akkor nevezünk taktikázásbiztosnak, ha a Top(F ) TVF nem manipulálható.

5.15. Példa. Tegyük fel, hogy A = {IGEN,NEM, 42, . . .} és minden i ∈ N szavazóhoz tartozik
egy nemnegatív wi súly. Minden Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil esetén definiáljuk az IGEN-
szavazók NI := {i ∈ N : NEM ≺i IGEN} halmazát. Legyen tetszőleges t ∈ R esetén

ft(Π) =

{
IGEN ha

∑
{wi : i ∈ NI} ≥ t

NEM ha
∑

{wi : i ∈ NI} < t

az a TVF, ami szerint a közös döntés mindenképpen NEM, kivéve akkor, ha az IGEN-szavazók
összsúlya eléri t-t, amikoris IGEN a közös döntés.

Figyeljük meg, hogy ha egy i szavazó a szavazata megváltoztatásával el tudja érni, hogy
megváltozzon az ft TVF szerinti közös döntés, akkor az így kapott közös döntéssel i rosszabbul
jár, mint ha őszintén szavazott volna. Ezért az ft TVF taktikázásbiztos.

Természetes elvárás egy TVF-től, hogy taktikázásbiztos legyen, akárcsak a fenti példában
szereplő ft. Van azonban a fenti ft-től lényegesen különböző szintén taktikázásbiztos TVF is.

5.16. Definíció. Az f TVF diktatórikus, ha van olyan j ∈ N szavazó, hogy f(Π) = Top(⪯j)
teljesül minden Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil esetén. Az F TVSZ diktatórikus, ha van
olyan j ∈ N szavazó, hogy F (Π) =⪯j teljesül minden Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil esetén.
A definícióban szereplő j szavazó a diktátor.

Az a „szavazási” mechanizmus, amelyikben mindig ugyanaz a szavazó (a diktátor) határozza
meg a közös döntést nyilvánvalóan taktikázásbiztos: aki nem diktátor, bármit is szavaz, nem
tudja elérni, hogy megváltozzon a „közös” döntés, míg a diktátor szintén csak rosszul járhat
azzal, ha nem őszintén szavaz.

Az alábbi, meglehetősen kiábrándító eredmény szerint a két fenti példa nagyjából le is írja
a taktikázásbiztos TVF-eket.

5.17. Tétel (Gibbard–Satterthwaite-tétel). Ha az f TVF taktikázásbiztos, szürjektív és |A| ≥
3, akkor f diktatórikus.
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A bizonyítás kulcsa, hogy a TVF-ek taktikázásbiztosságát egy szerencsésen választott foga-
lom segítségével jellemezzük. Ha egyetlen szavazó szavazatának módosításával a közös döntés
az a alternatíva lesz, akkor ez az a alternatíva az érintett szavazó számára „elérhető”.

5.18. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f TVF és Π választási profil mellett az a ∈ A alter-
natíva az i szavazó számára Π-elérhető, ha van olyan ⪯∈ L rendezés az alternatívákon, amire
f(Π−i,⪯) = a. Az i számára Π-elérhető alternatívák halmazát A(Π, i) jelöli.

Világos, hogy az f TVF pontosan akkor manipulálható, ha van olyan Π profil és i ∈ N
úgy, hogy az i szavazó számára Π-elérhető egy olyan alternatíva, ami i számára jobb f(Π)-nél.
Ugyanezt fogalmazzuk meg másképpen az alábbiakban.

5.19. Lemma. Az f TVF pontosan akkor taktikázásbiztos, ha bármely Π profil és bármely i
szavazó esetén az ⪯i-legjobb A(Π, i)-beli alternatíva az f(Π) közös döntés.

Bizonyítás. A két tulajdonság helyett azok tagadásainak ekvivalenciáját igazoljuk.
Ha egy f(Π) ⪯i a és az a ∈ A(Π, i), akkor i tudja úgy módosítani a szavazatát, hogy a

legyen a közös döntés, tehát f manipulálható, így nem taktikázásbiztos.
Ha pedig f nem taktikázásbiztos, akkor van olyan Π választási profil és i szavazó, aki

hamis szavazat leadásával elérheti, hogy egy olyanv a alternatíva legyen a közös döntés, amire
f(Π) ⪯i a teljesül. Ekkor a ∈ A(Π, i), így az f(Π) közös döntés nem az i számára Π-elérhető
legjobb alternatíva.

Figyeljük meg, hogy minden egyes szavazó csak a többi szavazó által elérhető alternatívákat
tudja megváltoztatni, a sajátjait nem.

5.20. Lemma. Tetszőleges (nem feltétlenül taktikázásbiztos) f TVF, Π választási profil és ≺′

preferencia esetén A(Π, i) = A(Π′, i) teljesül, ahol Π′ = (Π−i,⪯′) az a választási profil, amiben
az i szavazó ⪯′-re módosítja a profilját.

Háromféle szavazatmanipulációt fogunk vizsgálni a továbbiakban.

5.21. Definíció. Rögzített Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil mellett az i szavazó szavazatá-
nak átrendezésén egy olyan ⪯Á

i szavazatot értünk, amelyre igaz, hogy az f(Π) közös döntést
pontosan azok az alternatívák előzik meg ⪯i szerint, amelyek ⪯Á

i szerint megelőzik.
Az i szavazó szavazatának feljavítása egy olyan ⪯F

i szavazat, amiben az f(Π) közös dön-
téstől különböző alternatívák sorrendje megegyezik az ⪯i szavazat szerinti sorrenddel, továbbá
minden olyan a alternatívát, amit f(Π) megelőz ⪯i szerint, az f(Π) közös döntés a feljavított
⪯F

i szavazat szerint is megelőz.
Az i szavazó szavazatának jobbra shiftelése pedig egy olyan ⪯J

i szavazat, aholis a ⪯J
i

szavazatban egy, a közös döntésnél i számára rosszabb és az i szavazó számára elérhetetlen
a ̸∈ A(Π, i) alternatívát a közös döntés elé helyezünk, miközben a többi alternatíva egymáshoz
képesti sorrendjét változatlanul hagyjuk.

Az alábbi példa illusztrálja, mi is történhet a fent definiált módosítások nyomán.

5.22. Példa. A i számára Π-elérhető A(Π, i)-beli szavazatokat bekereteztük.
Eredeti szavazat ⪯i : (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, f(Π) , α, β , γ, δ , ε, ζ, η )

Átrendezett szavazat ⪯Á
i : (5, 7, 3, 2, 4, 6, 1, f(Π) , δ , ε, γ, ζ, η , α, β )

Feljavított szavazat ⪯F
i : (1, 2, 3, 4, f(Π) , 5, 6, 7, α, β , γ, δ , ε, ζ, η )

Jobbra shiftelt szavazat ⪯J
i : (1, 2, 3, 4, 5, γ, 6, 7, f(Π) , α, β , δ , ε, ζ, η )

19



5.23. Megfigyelés. Ha f taktikázásbiztos TVF, akkor egyetlen szavazó szavazatának átrende-
zése, feljavítása vagy jobbra shiftelése sem változtat a közös döntésen, azaz ha Π′ = (Π−i,⪯′

i)
az i szavazó szavazatának átrendezésével, feljavításával vagy jobbra shiftelésével kapható Π-ből,
akkor f(Π) = f(Π′).

Bizonyítás. Az 5.20. Lemma miatt egyetlen szavazó sem tudja megváltoztatni a saját maga
által elérhető alternatívák halmazát, ezért A(Π, i) = A(Π′, i). Az átrendezés, feljavítás és
a jobbra shiftelés transzformációk egyike sem változtat az i számára elérhető alternatívák
sorrendjén. Ezért a ⪯i szerint legjobb A(Π, i)-beli alternatíva megegyezik a ⪯′

i szerint legjobb
A(Π′, i)-beli alternatívával. Mivel f taktikázásbiztos, ezért az 5.19. Lemma miatt f(Π) az
előző mondatban elsőként, f(Π′) pedig a másodikként körülírt alternatíva. Következésképp
f(Π) = f(Π′).

Feljavítások, átrendezések és jobbra shiftelések sorozata sem változtat a közös döntésen.

5.24. Következmény. Ha az f TVF taktikázásbiztos és a Π választási profilt átrendezések,
feljavítások és jobbra shiftelések tetszőleges sorozata Π′-re módosítja, akkor f(Π) = f(Π′).

Ha taktikázásbiztos TVF esetén minden szavazó egyetért abban, hogy mi a legjobb al-
ternatíva, akkor ennek az alternatívának kell lennie a közös döntésnek is, feltéve, hogy van
egyáltalán olyan választási profil, amelyik esetén ez a konkrét alternatíva a közös döntés.

5.25. Lemma. Ha az f TVF taktikázásbiztos és szürjektív, továbba a Π választási profil minden
szavazatában az a alternatíva áll az első helyen, akkor a közös döntés f(Π) = a.

Bizonyítás. A szürjektivitás miatt van olyan Π′ választási profil, amire f(Π′) = a. Mivel
a Π választási profil ennek a Π′ profilnak az átrendezett-feljavított változata, ezért az 5.24.
Következmény miatt f(Π) = f(Π′) = a.

A Gibbard–Satterthwaite-tétel bizonyításához olyan választási profilokra lesz szükség, ahol
az egyik szavazatot sem lehet jobbra shiftelni.

5.26. Definíció. A Π választási profilt jobbra shiftelt profilnak nevezzük, ha egyetlen szavazó
sem tud a Π-beli szavazatán jobbra shiftelni.

A Π választási profilt akkor mondjuk teljesen jobbra shiftelt profilnak, ha minden, a Π-ből
átrendezések sorozatával kapható Π′ profil jobbra shiftelt.

Egy jobbra shiftelt Π profilban tehát minden szavazat az adott szavazó számára elérhetetlen
alternatívákkal kezdődik, ezt követi az f(Π) közös döntés, majd az adott szavazó számára Π-
elérhető alternatívák zárják a sort. Megtörténhet, hogy egy jobbra shiftelt profilban az i szavazó
szavazatának átrendezése nyomán egy j szavazó számára egy korábban elérhető a alternatíva
elérhetetlenné válik. Mivel ez az a alternatíva a j szavazó szavazatában a közös döntést követi,
ezért j képes a szavazatát az említett átrendezés után jobbra shiftelni. Átrendezések és jobbra
shiftelések egymásutánjával azonban tetszőleges Π profil teljesen jobbra shifteltté tehető.

5.27. Lemma. Ha az f TVF taktikázásbiztos, akkor bármely Π választási profilból alkalmas
átrendezések és jobbra shiftelések sorozatával olyan teljesen jobbra shiftelt Π∗ profil kapható,
amire f(Π) = f(Π∗) teljesül.

Bizonyítás. Emlékezzünk vissza arra, hogy egy a alternatíva Π = (⪯1, . . . ,⪯n) választási profil
szerinti Borda-pontszáma BΠ(a) =

∑
i∈N BΠ

i (a), ahol BΠ
i (a) = n − k, ha a a ⪯i preferencia-

rendezésben a k-dik legjobb alternatíva.
Figyeljük meg, hogy ha Π profil jobbra shiftelése nyomán egy Π′ profilt kapunk, akkor

BΠ(f(Π)) > BΠ′
(f(Π)) = BΠ′

(f(Π′)), azaz a közös döntés Borda-pontszáma jobbra shiftelés
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során csökken. Ha azonban a Π′ profil átrendezéssel kapható Π-ből, akkor a közös döntés
Borda-pontszáma nem változik.

A Π profilból kiindulva jobbra shiftelések és átrendezések alkalmazásával elérhető, hogy a
közös döntés Borda-pontszáma a lehető legkisebb legyen. Az így kapott Π∗ profilon jobbra
shiftelés már nem alkalmazható, hiszen attól csökkenne a Borda-pontszám. Ezért Π∗ jobbra
shiftelt profil. Ha pedig Π∗ egy átrendezése nem lenne jobbra shiftelt, akkor ezen az átrendezé-
sen alkalmazhatnánk egy újabb jobbra shiftelést. Ettől a Borda-pontszám tovább csökkenne,
ami ellentmondana Π∗ választásának. Ez azt jelenti, hogy Π∗ egy olyan teljesen jobbra shiftelt
profil, ami megkapható a Π profilból jobbra shiftelések és átrendezések alkalmas sorozatával.
Az 5.24. Következmény miatt ekkor f(Π) = f(Π∗).

Jobbra shiftelt profilok fontos tulajdonságát írja le a következő eredmény.

5.28. Lemma. Ha az f TVF taktikázásbiztos és szürjektív, továbbá Π jobbra shiftelt profil,
akkor

⋃
i∈N A(Π, i) = A, azaz minden alternatíva Π-elérhető legalább egy szavazó számára.

Bizonyítás. Indirekt bizonyítunk: tegyük fel, hogy egy a alternatíva egyetlen szavazó számára
sem Π-elérhető. Ekkor minden szavazó szavazata átrendezhető úgy, hogy a legyen a számára
legjobb alternatíva. Ez a transzformáció az 5.24. Következmény miatt nem változtat a közös
döntésen, másrészt az 5.25. Lemma miatt a közös döntés az a alternatíva. Ez azt jelenti, hogy az
a alternatíva minden szavazó számára elérhető, ami ellentmond az indirekt feltevésünknek.

Mindezen előkészületek után nekilátunk a Gibbard–Satterthwaite-tétel bizonyításának.

Az 5.17. Tétel bizonyítása. Legyen Π egy tetszőleges választási profil, és legyen Π∗ az 5.27.
Következmény szerinti teljesen jobbra shiftelt profil. Megmutatjuk, hogy van olyan i szavazó,
akire A(Π∗, i) = A, és minden más j ̸= i szavazóra A(Π∗, j) = {f(Π)}. Az 5.28. Lemma miatt
ez az állítás azzal ekvivalens, hogy egy híján minden szavazó Π∗-lényegtelen, ahol egy szavazót
akkor nevezünk Π∗-lényegtelennek, ha a számára kizárólag a f(Π) közös döntés az egyetlen
Π∗-elérhető alternatíva. Ha egy szavazó nem Π∗-lényegtelen, akkor Π∗-lényeges.

Indirekt bizonyítuk: feltesszük, hogy két különböző Π∗-lényeges szavazó is van. Az I. eset
az, hogy van olyan Π∗-lényeges i szavazó, aki számára nem minden alternatíva elérhető. Ekkor
A(Π∗, i) ̸= A, ezért választhatunk egy f(Π) ̸= a ∈ A(Π∗, i) és egy f(Π) ̸= b ̸∈ A(Π∗, i)
alternatívát. Az 5.28. Lemma miatt van olyan j szavazó, akire b ∈ A(Π∗, j) teljesül.

A II. eset pedig az, hogy van minden Π∗-lényeges szavazó számára Π∗-elérhető minden
alternatíva. Legyenek i és j különböző Π∗-lényeges szavazók és válasszunk az f(Π) közös
döntéstől kölönböző a ̸= b alternatívákat. Ebben az esetben is találtunk tehát egy i és egy j
szavazót, akire a ∈ A(Π∗, i) és b ∈ A(Π∗, j) teljesül.

Rendezzük át az i és j szavazók Π∗-beli szavazatait úgy, hogy i szavazatában f(Π)-t a, b
szavazatában pedig f(Π)-t b kövesse. A Π∗ profil teljesen jobbra shiftelt tulajdonsága miatt egy
jobbra shiftelt Π1 profilt kapunk, és a közös döntés sem változik: f(Π1) = f(Π∗) = f(Π). Ezek
után módosítsuk i preferenciáját úgy, hogy az f(Π) és a alternatívák helyet cserélnek. Az 5.19.
és az 5.20 Lemmák miatt f(Πi) = a teljesül az így kapott Πi profilhoz tartozó közös döntésre.
Ezt követően módosítsuk úgy a j szavazó preferenciáját, hogy az f(Π) és a b alternatívák helyet
cserélnek. Ez utóbbi módosítás j szavazatának egy, a Πi profil mellett történő átrendezése,
ezért továbbra is a = f(Πi,j) közös döntés tartozik a módosítás révén kapott Πi,j profilhoz.

A Πi,j profil azonban előállítható úgy is, hogy a Π1 profilban először j, majd ezt követően
i szavazatát módosítjuk a fentiek szerint. Ha a fenti gondolatmenetben i és j szerepét fel-
cseréljük, akkor ezzel azt igazoljuk, hogy az első módosítás után a közös döntés b lesz, és ez
nem változik az ezt követő átrendezés hatására sem. A kapott a = f(Πi,j) = b ellentmondás
igazolja, hogy egy híján minden szavazó Π∗-lényegtelen. Az 5.28. Lemma miatt tetszőleges
Π profilból megkonstruált teljesen jobbra shiftelt Π∗ profilhoz létezik egy d(Π) szavazó, aki
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számára minden alternatíva Π∗-elérhető (azaz A = A(Π∗, d(Π))), minden más szavazó pedig
Π∗-lényegtelen.

Vegyük észre, hogy minden olyan Π̂ profil, amiben f(Π) a d(f(Π)) által legjobban preferált
alternatíva megkapható Π∗-ból átrendezések és feljavítások alkalmas sorozatával, így f(Π̂) =
f(Π). Ezek szerint a d(f(Π)) szavazó egy f(Π)-diktátor : amennyiben d(f(Π)) számára f(Π)
a legjobb alternatíva, akkor a közös döntés is ez lesz.

Tetszőlegesen tetszőlegesen választott Π profilról igazoltuk tehát, hogy létezik egy f(Π)-
diktátor a szavazók között. Mivel f szürjektív, ezért minden a alternatívához létezik olyan Πa

profil, amire a = f(Πa), vagyis minden a alternatívához létezik egy d(a)-val jelölt a-diktátor.
Ha ezek után d(a) ̸= d(b) teljesül az a ̸= b alternatívákra, akkor egy olyan választási Π profil
esetén, ahol d(a) számára a, d(b) számára pedig b a legjobb alternatíva, a közös döntésnek
a = f(Π) = b-nek kell lennie, ami nyilvánvalóan lehetetlen. Ezért bármely két alternatíva
esetén a hozzájuk tartozó diktátoroknak meg kell egyezniük, azaz van egyetlen d szavazó, aki
a-diktátor minden a ∈ A esetén. Ez azt jelenti, hogy bárogyan is szavaz d, a közös döntés
a d számára leginkább preferált alternatíva lesz. Ezek szerint d diktátor, és az f TVF pedig
diktatórikus.

5.2. A demokratikus közös döntés korlátai

Az imént igazolt Gibbard–Satterthwaite-tétel következményeként, egy másik lehetetlenségi té-
telt, Arrow híres tételét igazoljuk.

5.29. Tétel (Arrow-tétel). Ha |A| > 2, továbbá az F TVSZ egyhangú és független a lényegtelen
alternatíváktól, akkor F diktatórikus.

A tételt nem közvetlenül igazoljuk, hanem az alábbi Lemma segítségével.

5.30. Lemma. Ha |A| > 2, továbbá az F TVSZ egyhangú és független a lényegtelen alterna-
tíváktól, akkor F taktikázásbiztos.

Emlékeztetünk, hogy az F TVSZ taktikásbiztossága azt jelenti, hogy az F által indukált
F̂ = Top(F ) TVF nem manipulálható. Az alábbi bizonyításban „közös sorrend” alatt az F
TVSZ által meghatározott, a szóban forgó választási profilhoz tartozó sorrendet értjük, és a
megfelelő rendezést ≺ fogja jelölni.

Bizonyítás. Indirekt bizonyítunk, tegyük fel, hogy F nem taktikázásbiztos. Ekkor egy i sza-
vazó jól járhat hazugsággal: valamely Π választási profil mellett a saját szavazatának meg-
hamisításával elérheti, hogy az F (Π) közös sorrend szerinti legjobb alternatíva a legyen, ahol
a ≻i Top(F (Π)). Ennek érdekében az F lényegtelen alternatíváktól való függetlensége miatt
i-nek hazudnia kell az a és Top(F (Π)) közti preferenciájáról. Első lépésként i helyezze a-t
közvetlenül Top(F (Π)) elé a saját szavazatában. Mivel F független a lényegtelen alternatí-
váktól és Top(F (Π)) viszonya egyetlen más alternatívához képest se változik i szavazatában,
ezért a közös sorrend legjobb alternatája Top(F (Π)) marad, így a ≺ Top(F (Π)). Ha most i
felcserélné a-t és Top(F (Π))-t, akkor a közös sorrenden az indirekt feltevés miatt a lenne a
legjobb alternatíva, és a ≻ Top(F (Π)) állna. Egyelőre azonban nem lépjük meg ezt a cserét: i
szavazatában az a alternatíva marad közvetlenül Top(F (Π)) előtt.

Legyen b olyan alternatíva, amire a ̸= b ̸= Top(F (Π)) és b-t mozgassuk a mögé minden
szavazó szavazatában. Ekkor F lényegtelen alternatíváktól való függetlensége miatt továbbra
is a ≺ Top(F (Π)), továbbá F egyhangúságából adódóan b ≺ a, így b ≺ a ≺ Top(F (Π)) a
közös sorrend szerinti viszony.

Cserélje fel ekkor minden szavazó a-t és b-t. Az egyhangúság miatt a ≺ b, az F lényegtelen
alternatíváktól való függetlensége miatt a b ≺ Top(F (Π)) reláció megmarad, így a ≺ b ≺
Top(F (Π)) lesz a három vizsgált alternatíva egymáshoz képesti viszonya a közös sorrendben.
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Cserélje fel i a szavazatában az egymást követő a és Top(F (Π)) alternatívákat. Az F
lényegtelen alternatíváktól való függetlensége miatt a és b ill. b és Top(F (Π)) viszonya nem
változik, azonban a manipulálhatóságról tett indirekt feltevésünk miatt a és Top(F (Π)) viszo-
nya megfordul a közös sorrendben: a ≺ b ≺ Top(F (Π)) ≺ a. Ellentmondás.

Az 5.29 Tétel bizonyítása. Az 5.17 Tétel és az 5.30 Lemma miatt a Top(F ) TVF diktatórikus.
Legyen d a diktátor és tegyük fel, hogy az F (Π) közös sorrend pedig a1 ≻ a2 ≻ . . . ≻ ak.

A Top(F ) TVF diktatórikus volta azt jelenti, hogy a d diktátor szavazatában a1 volt a legjobb
alternatíva. Megmutatjuk, hogy d szavazata megegyezik a fenti közös sorrenddel.

Helyezze minden szavazó a1-et a saját szavazata végére. Az F TVSZ egyhangúsága miatt
a közös sorrendben a1 kerül a sor végére, de más nem változik, mivel F független a lényegtelen
alternatíváktól. Ezért az új közös sorrend a2-vel kezdődik, így Top(F ) TVF diktatórikus volta
miatt a2-nek kell lennie a d diktátor eredeti szavazata szerinti második legjobb alternatívának.

Hasonlóan az eddigiekhez, helyezze a2-t minden szavazó a saját szavazata végére. Ezzel a2
kerül a megszavazott közös sorrend végére. Mivel d a Top(F ) TVF diktátora, az így kapott
közös sorrend első elemének, a3-nak a ⪯d szerinti harmadik alternatívának kell lennie.

Hasonló érveléssel ⪯d nem csak az F (Π) szerinti legjobb alternatívát, hanem a 2.-at, 3.-at,
stb is meghatározza.

Következésképp d az F TVSZ diktátora.

6. Árverési mechanizmusok

Az alábbi árverési modellben dolgozunk. Adott a licitálók N = {1, 2, . . . , n} és az alternatívák
A halmaza. Az i licitáló számára az a ∈ A alternatíva értékét v̂i(a) ∈ R jelöli. Ennyi pénzt
ér meg az i licitáló számára az a kimenetel, hogy a végső döntés az a alternatíva kiválasztása.
Az árverés során minden licitálónak meg kell adnia egy licitet. A licit nem más, mint minden
alternatívához egy licitérték hozzárendelése. Az i licitáló licitje tehát egy vi : A → R függvény,
ahol vi(a) jelenti az i licitálónak az a alternatívára vonatkozó licitjét. Az i licitáló lehetséges
licitjeinek halmazát Si jelöli, S = S1 × S2 × . . .× Sn pedig a lehetséges licitprofilok halmaza:
ha v ∈ S, akkor v = (v1, . . . , vn). (Itt is elkövetjük a jelölésrendszer korábban megszokott
abúzusát, és (v−i, v̂i)-vel azt a licitprofilt jelöljük, amit v-ből úgy kapunk, hogy az i licitáló
licitjét a v-beliről v̂i-re cseréljük.)

Az árverési mechanizmus egy M = (f, p1, . . . , pn) (n+1)-es, ahol f : S → A és pi : S → R
függvények. Az M árverési mechanizmus a következőképp működik: a licitálók licitjei alkotta v
licitprofil ismeretében az f(v) ∈ A alternatíva fog megvalósulni, és ezért a licitálók kifizetéseit
a p függvények írják le, az i licitáló konkrétan pi(v) összeget fizet. Miután ez az árverés
lezajlott, az i licitáló nyeresége a kimeneteli alternatíva értéke és az ezért kifizetett összeg
különbsége: ui(v) = v̂if((v)) − pi(v). Az árverési mechanizmustól egy fontos tulajdonságot,
a taktikázásbiztosságot várjuk el. Ez a tulajdonság azt jelenti, hogy bárhogyan is licitálnak
a többiek, egyetlen licitáló sem járhat jól azzal, ha nem a valódi értékelését licitálja. Minden
licitáló akkor jár tehát a legjobban, ha a licitje az alternatívák valódi értékelésével egyezik meg.
A pontos definíció az alábbi.

6.1. Definíció. Az M = (f, p1, . . . , pn) árverési mechanizmus taktikázásbiztos, ha ui(v) ≤
ui(v−i, v̂i) teljesül minden v ∈ S licitprofilra és minden i ∈ N licitálóra.

A továbbiakban egy speciális árverési mechanizmustípussal foglalkozunk.

6.2. Definíció. A Vickrey–Clarke–Groves-mechanizmus (röviden VCG-mechanizmus) olyan
M = (f, p1, . . . , pn) árverési mechanizmus, ahol minden v = (v1, . . . , vn) licitprofil esetén
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1. f(v) a licitösszeget maximalizáló alternatíva, azaz ∀a ∈ A :
∑n

i=1 vi(f(v)) ≥
∑n

i=1 vi(a)
és

2. pi(v) = hi(v−i) −
∑

j ̸=i vj(f(v)) teljesül minden i ∈ N esetén, ahol hi : S−i → R
függvény.

A VCG-mechanizmus tehát árverési mechanizmusok egy osztálya. Ebből az osztályból egy
konkrét mechanizmus megadása a hi alapkifizetési függvények rögzítésével történik. Bárho-
gyan is adjuk meg azonban ezeket a függvényeket, a mechanizmus rendelkezik a fent elvárt
tulajdonsággal.

6.3. Tétel. A VCG-mechanizmus tetszőleges hi függvények esetén taktikázásbiztos.

Bizonyítás. Legyen v = (v1, . . . , vn) ∈ S tetszőleges licitprofil, és i ∈ N pedig egy tetszőleges
licitáló. Jelölje v′ = (v−i, v̂i) azt a licitprofilt, amit az i licitáló őszinteségi rohama eredményez.
Ekkor i nyereségéről az alábbiakat állapíthatjuk meg.

ui(v
′) = v̂i(f(v

′))− pi(v
′) = v̂i(f(v

′))− hi(v
′
−i) +

∑
j ̸=i

vj(f(v
′)) ≥

≥ v̂i(f(v))− hi(v
′
−i) +

∑
j ̸=i

vj(f(v)) =

= v̂i(f(v))− hi(v−i) +
∑
j ̸=i

vj(f(v)) = v̂i(f(v))− pi(v) = ui(v) ,

ahol az első két egyenlőség közvetlenül adódik ui és pi definíciójából az ezt követő egyenlőtlen-
ség pedig abból, hogy a v′ licitprofil mellett az f(v′) alternatíva maximalizálja a licitösszeget.
Felhasználtuk még, hogy v−i = v′

−i, és az utolsó két egyenlőség is a definíció közvetlen alkalma-
zása. A lánc eleje és vége közötti egyenlőtlenség a taktikázásbiztos tulajdonságot igazolja.

Bár a tétel szerint minden VCG-mechanizmus taktikázásbiztos, az osztályban található
konkrét mechanizmusokkal szemben lehetnek jogos ellenvetések. Például a h1 = h2 = . . . =
hn = 0 választás esetén ha a vi licitek pozitívak, akkor a licitálók azon túl, hogy jól járnak
a kiválasztott alternatívával, még negatív összeget is fizetnek ezért. Akkor lehet tehát meg-
valósítani egy ilyen mechanizmust, ha valahonnan a rendszeren kívülről valaki kifizeti ezt az
összeget a licitálóknak. Ez általában irreális elvárás. Egy konkrét VCG-mechanizmust akkor
nevezünk szubvenciómentesnek, ha pi(v) ≥ 0 teljesül minden v ∈ S licitprofil és minden i ∈ N
licitáló esetén.

Egészen másfajta probléma adódhat abból, ha a hi alapkifizetés túl magas. Ekkor ugyanis
hiába taktikázásbiztos a mechanizmus, előfordulhat, hogy egy vagy több licitálónak többet kell
fizetnie annál, mint amit a győztes alternatíva számára képvisel, így egyiküknek sem érdeke
az árverésben való részvétel. Azonban ez nem történhet meg akkor, ha a mechanizmus vesz-
teségmentes, ami azt jelenti, hogy ha egy licitáló őszintén licitál, akkor nem érheti veszteség.
Formálisan: ha a v = (v1, . . . ,vn) licitprofilban az i licitáló őszinte (azaz vi = v̂i), akkor
ui(v−i, v̂i) ≥ 0 vagy, ami ezzel ekvivalens, pi(v) ≤ v̂i(f(v)) áll fenn. Az alábbi szabály a két
fent említett problémát küszöböli ki.

6.4. Definíció. A Clarke-szabály által meghatározott M = (f, p1, . . . , pn) VCG-mechanizmus-
ban a v−i = (v1, . . . , vn) licitprofil mellett i alapkifizetése hi(v−i) = max{

∑
j ̸=i vj(a) : a ∈ A}.

A Clarke-szabály szerint végrehajtott VCG árverés esetén tehát az i által fizetett összeg a
megegyezik azzal a „veszteséggel”, amit i a jelenlétével okoz a többieknek. Ha ugyanis i nem
lenne jelen az árverésen, akkor az az alternatíva győzne, amelyik a maximális licitösszeget éri
el, de csak az i-től különböző licitálók körében. Az a tény, hogy i is részt vesz az árverésen azt
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eredményezheti, más alternatíva győz, mint ha nem venne részt. Ezáltal a többiek licitösszege
a győztes alternatívára kevesebb az i licitáló részvétele esetén mint nélküle. Ezért kell i-nek
a Clarke-szabály alkalmazásakor azt a különbséget kell megfizetnie, amennyivel kevesebbre
értékeli a többi licitáló együttese az i részvétele esetén győztes alternatívát az i részvétele
nélkül adódó győztesnél.

6.5. Állítás. Ha v̂i ≥ 0 teljesül minden i ∈ N licitálóra, akkor az a Clarke-szabály szerinti
VCG-mechanizmus szubvenció- és veszteségmentes.

Bizonyítás. Legyen v ∈ S tetszőleges licitprofil. Ekkor minden i licitálóra teljesül, hogy∑
j ̸=i

vj(f(v̂)) ≤ max{
∑
j ̸=i

vj(a) : a ∈ A} = hi(v−i) ,

ezért pi(v̂) = hi(v−i)−
∑

j ̸=i vj(f(v)) ≥ 0, tehát a mechanizmus szubvenciómentes.
Tegyük fel most, hogy i őszintén licitál, azaz vi = v̂i és v = (v1, . . . , vn). Ekkor a Clarke-

szabály, v̂i nemnegativitása és f definíciója alapján

hi(v−i) = max{
∑
j ̸=i

vj(a) : a ∈ A} ≤ max{v̂i(a) +
∑
j ̸=i

vj(a) : a ∈ A} =

max{
n∑

j=1

vj(a) : a ∈ A} =
n∑

j=1

vj(f(v)) = v̂i(f(v)) +
∑
j ̸=i

vj(f(v)) ,

így pi(v) = hi(v−i)−
∑

j ̸=i vj(f(v)) ≤ v̂i(f(v)), ami a veszteségmentességet igazolja.

7. Újraelosztási feladatok

A következő –újraelosztási– feladatban minden játékos rendelkezik egy-egy jószággal, és bár
ennél többre nincs ugyan szüksége, irigyelheti más játékos jószágát. Úgy szeretnénk újraelosz-
tani a játékosok között a javaikat, hogy senki se járjon rosszul (ami önmagában nem nehéz:
mindenki tartsa meg a maga jószágát), és emellett mindenki a számára lehető legjobb kapja a
számára elérhető jószágok közül. Az irodalomban lakáspiac néven fut ez a modell, aholis a já-
tékosok N = {1, 2, . . . , n} halmazának elemei a lakástulajdonosok, a jószágok pedig a lakásaik.
Minden lakástulajdonos rendelkezik egy preferenciarendezéssel a piacon található lakásokon
(az i tulajdonosét ⪯i jelöli), ami formálisan egy lineáris rendezés az N halmazon: j ≺i k azt
jelenti, hogy az i tulajdonos számára a k tulajdonos lakása jobb, mint a j tulajdonosé. A prob-
léma inputja tehát a tulajdonosok N halmaza és a Π = (⪯1, . . . ,⪯n) ∈ Pn preferenciaprofil,
ahol P jelöli az N halmaz lineáris rendezéseinek halmazát. Az újraelosztási mechanizmus egy
f : Pn → SN leképezés, ahol SN az N halmaz permutációinak halmazát jelöli. A mechanizmus
által szolgáltatott konkrét újraelosztást az f(Π) = σ output-permutáció írja le: σ(i) = j azt
jelenti, hogy az i lakástulajdonos a j tulajdonos lakását kapja a sajátjáért cserébe (amit persze
a σ−1(i) tulajdonos fog elfoglalni). Az újraelosztási mechanizmussal kapcsolatban természetes
az alábbi elvárás.

7.1. Definíció. Legyen σ ∈ SN egy rögzített újraelosztás a fent definiált újraelosztási feladat-
ban. Lakástulajdonosok egy B ⊆ N halmaza a σ újraelosztást gyengén blokkoló koalíciót alkot,
ha a B-beli tulajdonosok el tudják osztani a saját lakásaikat egymás között úgy, hogy senki se
járjon rosszabbul, mint a σ újraelosztás mellett, és legalább egy B-beli tulajdonos helyzete szigo-
rúan javuljon σ-hoz képest. Formálisan: a B halmaz akkor blokkolja gyengén σ-t, ha van olyan
π ∈ SB permutáció B-n és olyan i ∈ B tulajdonos, hogy σ(i) ≺i π(i) mellett σ(j) ⪯j π(j)
teljesül minden j ∈ B lakástulajdonosra.

Az erős mag mindazon σ ∈ SN újraelosztásokból áll, amelyeket egyetlen koalíció sem blokkol
gyengén.
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Természetes igény, hogy az újraelosztási feladatra erős magbeli megoldást találjunk. Fi-
gyeljük meg, hogy az egyfős gyengén blokkoló koalíció hiánya azzal ekvivalens, hogy az újrael-
osztás során egyetlen lakástulajdonos sem kerül olyan lakásba, amit a saját, eredeti lakásánál
rosszabbnak ítél.

A továbbiakhoz szükségünk van az alábbi fogalomra. A lakástulajdonosok tetszőleges S
halmazához definiáljuk a D(S) = (S,A(S)) irányított segédgráfot, ahol A(S) = {ij : i, j ∈
S és k ⪯i j ∀k ∈ S}. A segédgráf irányított élei úgy kapjuk tehát, hogy minden S-beli
lakástulajdonos rámutat arra az S-beli tulajdonosra, akinek a lakása a legjobban tetszik neki. A
D(S) segédgráf nem feltétlenül egyszerű, hiszen ha például i a saját lakását tartja a legjobbnak
az S-beli tulajdonosok lakásai közül, akkor D(S)-ben irányított hurokél illeszkedik az i csúcsra.
Mivel a D(S) digráf minden csúcsának pontosan 1 a kifoka, ezért D(S)-ben bizonyosan van
irányított kör, ami elfajuló (tehát hurokél vagy egy oda-vissza irányított élpár) is lehet. (Egy
konkrét kör megtalálásához tetszőleges csúcsból indulva addig kell az irányított élek mentén
haladni, amíg egy korábban bejárt csúcsba nem érünk.) Jelölje C(D(S)) a D(S)-beli irányított
körök csúcshalmazainak unióját.

Az alábbi felső körcsere (angolul top trading cycles, röviden TTC) algoritmus az alábbiak
szerint keres a fenti újraosztási feladatban egy újraelosztást.

1. Legyen S1 = N és i = 1.

2. Ha Si = ∅, akkor az algoritmus véget ér.

3. Ha Si ̸= ∅, akkor Ni = C(D(Si)) és Si+1 = Si \Ni.

4. Definiáljuk a σ premutációt Ni elemein úgy, hogy σ(j) = k, ahol jk ∈ A(Si).

5. i = i+ 1, GoTo 2.

Szavakban: az algoritmus i-edik fázisában azok a lakástulajdonosok vesznek részt, akik
nem hagyták el a piacot az első i− 1 fázis valamelyikében. Az i-dik fázis minden résztvevője
rámutat arra a résztvevőre, aki a számára legszimpatikusabb lakás tulajdonosa. (Ilyenkor egy
lakástulajdonos akár saját magára is mutathat.) Ezek után megkeressük azt az Ni halmazt,
amit mindazon lakástulajdonosok alkotnak, akik egy kör mentén egymásra mutatnak. (Akár
több kört is alkothatnak az Ni-beli lakástulajdonosok.) Az Ni-beli lakástulajdonosok lakást
cserélnek a megtalált körök mentén, és távoznak a piacról. (Ezt a lépést nevezzük az i-dik
fázisban megtalált cserekörök eliminálásának.) Ezzel a lépéssel ér véget az i-edig fázis, és
kezdődik a következő, (i + 1)-edik fázis, aholis a megmaradó lakástulajdonosok hajtják végre
a fenti eljárást. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mindenki távozott a piacról.

A felső körcsere algoritmusnak arra a fontos tulajdonságára mutatunk rá először, hogy ha a
tulajdonosok egy B részhalmazának valamely egymás közti lakáscseréje során egy i tulajdonos
a felső körcsere algoritmusban kapott lakásnál jobb lakáshoz jut, akkor van olyan j tulajdonos
is a B halmazban, aki a B halmazon belüli cserje során a felső körcseréhez képest kifejezetten
rosszabbul jár.

7.2. Lemma. Tegyük fel, hogy a σ ∈ SN a felső körcsere algoritmus outputja, π ∈ SB pedig
olyan permutáció a B ⊆ N halmazon, amire σ(i) ≺i π(i) teljesül egy i ∈ B tulajdonosra. Ekkor
van olyan j ∈ B tulajdonos, akire π(j) ≺j σ(j) teljesül.

Bizonyítás. A felső körcsere algoritmus során minden tulajdonos valamikor távozik a piacról.
Azt mondjuk, hogy a j tulajdonos indexe φ(j) = k, ha j a k-adik fázisban távozik, azaz ha
j ∈ Nk. Figyeljük meg, hogy ha φ(j) = k, akkor a felső körcsere algoritmus futása folytán
a j tulajdonos számára legjobb olyan lakás, amelyiknek a tulajdonosa az Nk ∪ Nk+1 ∪ . . .
halmazban van éppen az általa megszerzett σ(j) tulajdonos lakása. Ezért ha σ(i) ≺i π(i),

26



akkor az indexükre φ(π(i)) < φ(i) teljesül, azaz az i tulajdonos számára a π permutációban
kiosztott lakás tulajdonosa az i tulajdonosnál hamarabb hagyta el a piacot a felső körcsere
algoritmus futása során. Ezért abban a körben, amelyik mentén az i tulajdonos a π permutáció
szerint lakást cserél, lennie kell egy olyan j tulajdonosnak is, aki a TTC során korábban hagyta
el a piacot, mint a π szerint kapott lakásának a tulajdonosa, azaz akire φ(j) < φ(π(j)) áll fenn.
A bizonyítás elején tett megfigyelésünk miatt ekkor π(j) ≺j σ(j), vagyis j rosszul jár a felső
körcseréhez képest.

A következő eredmény a felső körcsere algoritmus talán legfontosabb tulajdonsága.

7.3. Tétel (Shapley–Scarf-tétel). A fent leírt bármely újraelosztási feladat erős magja pontosan
egy permutációt tartalmaz, mégpedig a felső körcsere algoritmus outputját.

Bizonyítás. Elsőként azt igazoljuk, hogy a felső körcsere algoritmus σ outputja az erős magban
van, vagyis σ mellett nincs gyengén blokkoló koalíció. Legyen ugyanis B ⊆ N a tulajdonosok
egy tetszőleges részhalmaza, és tegyük fel, hogy π ∈ SB olyan permutáció B-n, amire σ(i) ≺i

π(i) áll fenn egy i ∈ B tulajdonosra. Ekkor a 7.2. Lemma miatt van olyan j ∈ B tulajdonos,
akire π(j) ≺j σ(j) teljesül, ami azt jelenti, hogy B nem lehet gyengén blokkoló koalíció. Az
erős mag tehát valóban tartalmazza a felső körcsere algoritmus σ outputját.

A következő célunk annak belátása, hogy a magban nem lehet a felső körcsere algoritmus
outputjától különböző permutáció. Legyen π ∈ SN tetszőleges, a felső körcsere algoritmus σ
outputjától különböző permutáció, és legyen i ∈ N egy olyan tulajdonos, akire σ(i) ̸= π(i)
teljesül és emellett az φ(i) indexe a lehető legkisebb. Megmutatjuk, hogy ha φ(i) = k, akkor
a felső körcsere futása során definiált Nk gyengén blokkolja a π permutációt.

Álljon ugyanis a σk permutáció mindazon ciklusokból, amelyek mentén az Nk-beli tulajdo-
nosok elcserélték a lakásaikat a felső körcsere algoritmus k-adik fázisában, amikor elhagyták a
piacot. Tegyük fel, hogy egy j ∈ Nk tulajdonosra σk(j) ̸= π(j). Ekkor σk(j) ≺j π(j) esetén
a 7.2. Lemma bizonyításának elején szereplő megfigyelés miatt φ(π(j)) < φ(j) = k teljesül.
Ezért annak a körnek, ami mentén j a π permutáció szerint lakást cserél, egy olyan j′ tulajdo-
nost is tartalmaznia kell, akire φ(j′) = φ(π(j)) < k és π(j′) ̸= σk(j

′) teljesül. Ez ellentmond i
választásának.

Ezek szerint π(j) ≺j σk(j) áll fenn minden olyan j ∈ Nk tulajdonosra, akire σk(j) ̸= π(j).
Mivel i egy ilyen tulajdonos, ezért Nk a σk permutáción keresztül gyengén blokkolja a π
permutációt, ami tehát nem lehet az erős magban. Ezek szerint az erős magnak valóban csak
egyetlen egy eleme van, mégpedig a felső körcsere algoritmus σ outputja.

7.1. A felső körcsere manipulálhatósága

Nagyon ígéretes tehát a TTC algoritmus, hiszen valamilyen értelemben a lehető legjobb meg-
oldást találja meg a vizsgált lakáspiac-modellben megfogalmazott újraelosztási feladatra. A
továbbiakban erről az algoritmusról, mint mechanizmusról mutatjuk meg, hogy igazmondásra
ösztönöz. Az alábbi formális definíció szerint egy mechanizmus akkor manipulálható, ha van
olyan preferenciaprofil, ami mellett egy lakástulajdonos jobb lakáshoz tud jutni a mechaniz-
muson keresztül, ha alkalmas módon meghamisítja a saját preferenciáit.

7.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy a lakáspiac-modellben megfogalmazott újraelosztási feladat-
hoz tartozó f : Pn → SN mechanizmus manipulálható, ha van olyan Π = (⪯1, . . . ,⪯n) ∈ Pn

preferenciaprofil és olyan ⪯′
j preferenciarencezés, amire f(Π)(j) ≺j f(Π−j ,⪯′

j)(j), teljesül.
Az f mechanizmus akkor taktikázásbiztos, ha nem manipulálható.

7.5. Tétel. A felső körcsere algoritmus taktikázásbiztos a lakáspiac-modellben megfogalmazott
újraelosztási feladatra.
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A 7.5. Tétel helyett a taktikázásbiztos tulajdonság egy erősebb változatát igazoljuk. Egy
mechanizmus akkor csoportosan taktikázásbiztos, ha a lakástulajdonosok egyetlen részhalmaza
sem képes úgy meghamisítani a preferenciáit, hogy a mechanizmus futtatása után egyikük se
járjon rosszabbul, mint a valódi preferenciáik megadásával, de legyen közöttük legalább egy
olyan lakástulajdonos, aki kifejezetten profitál a hamisításból.

7.6. Definíció. Azt mondjuk, hogy a lakáspiac-modellben megfogalmazott újraelosztási fel-
adathoz tartozó f : Pn → SN mechanizmus csoportosan manipulálható, ha van olyan N -hez
tartozó Π = (⪯1, . . . ,⪯n) ∈ Pn preferenciaprofil, olyan M ⊆ N tulajdonoshalmaz és olyan
M -hez tartozó ΠM ∈ P |M | preferenciaprofil, amelyekre f(Π)(j) ⪯j f(Π−M ,ΠM )(j), teljesül
minden j ∈ M tulajdonosra és van olyan i ∈ M tulajdonos, akire f(Π)(i) ≺i f(Π−M ,ΠM )(i)
áll fenn.

Az f mechanizmus csoportosan taktikázásbiztos, ha nem manipulálható csoportosan.

7.7. Tétel. A felső körcsere algoritmus csoportosan taktikázásbiztos a lakáspiac-modellben
megfogalmazott újraelosztási feladatra.

Bizonyítás. Indirekt bizonyítunk: tegyük fel, hogy lakástulajdonosok egy M ⊆ N halmaza
képes csoportosan manipulálni: léteznek olyan Π = (⪯1, . . . ,⪯n) és ΠM ∈ P |M | preferencia-
profilok, amelyre σ(j) ⪯j σM (j) teljesül minden j ∈ M lakástulajdonosra, és legalább egy
j ∈ M tulajdonos esetén σ(j) ≺j σM (j) áll, ahol rendre σ ill. σM jelöli a felső körcsere algo-
ritmus outputját a Π ill. (Π−M ,ΠM ) preferenciaprofilok mellett.

Vizsgáljuk meg a (Π−M ,ΠM ) preferenciaprofilok mellett futtatott felső körcsere algoritmus
első olyan fázisát, amelyikben egy olyan C cserekör jön létre, ami nem szerepel a σ permutáció
cserekörei között. Figyeljük meg, hogy ha j egy, a C cserekörben részt vevő lakástulajdonos,
akkor a σ(j) tulajdonos nem távozhatott a piacról a hamisított preferenciák mellett futtatott
felső körcsere algoritmus egy korábbi fázisában, hiszen akkor nem C lenne a legkorábbi fázisban
keletkező olyan cserekör, ami nem szerepel σ cserekörei között. Az M -en kívüli lakástulajdo-
nosok a valódi preferenciáikkal vesznek részt a manipulált TTC-ben, ezért a C cserekörben
szereplő minden M -en kívüli j lakástulajdonosra σ(j) ⪯j σM (j) teljesül, hiszen a szóban forgó
fázisban j vagy σ(j)-re, vagy egy számára még ennél is jobb lakás tulajdonosára mutat rá.

Mivel C nem szerepel σ permutáció cserekörei között, ezért C-ben bizonyosan részt vesz
olyan ℓ lakástulajdonos is, aki nem a σ(ℓ) tulajdonos lakását kapja, így σM (ℓ) ̸= σ(ℓ) teljesül.

Ha σM (ℓ) ≺ℓ σ(ℓ), akkor ℓ ∈ M , ugyanis láttuk, hogy a C cserekörben részt vevő M -en
kívüli tulajdonosok nem járhatnak rosszabbul σM -mel, mint σ-val. Ez azonban ellentmond az
indirekt feltevésünknek, miszerint az M -beli lakástulajdonosok sikeresen tudnak csoportosan
manipulálni.

Ezért σM (ℓ) ≻ℓ σ(ℓ) a fennmaradó eset. A 7.2. Lemma miatt ekkor a C cserekörben részt
vesz egy olyan ℓ′ lakástulajdonos is, akire σM (ℓ′) ≺ℓ′ σ(ℓ

′) teljesül. Erre az ℓ′ lakástulajdonosra
is érvényes az előző bekezdésben ℓ-re elmondott érvelés, így az indirekt feltevésből ebben az
utolsó esetben is ellentmondás következik. Ez pedig a felső körcsere algoritmus csoportos
taktikázásbiztosságát igazolja.

7.2. Lakáspiaci egyensúly

Rámutatunk végül a felső körcsere algoritmus egy másik fontos alkalmazási lehetőségére.

7.8. Definíció. Az N tulajdonoshalmaz és Π = (⪯1, . . . ,⪯n) preferenciaprofil által meghatá-
rozott lakáspiacon a p : N → R+ leképezés és σ ∈ SN együttesét piaci egyensúlynak nevezzük,
ha p(σ(i)) ≤ p(i) mellett σ(i) ≺i j ⇒ p(j) > p(i) teljesül minden i, j ∈ N esetén.

A fenti definícióban árakat rendelünk a piacon lévő lakásokhoz (konkrétan p(j) jelöli az j
tulajdonos lakásának árát), és σ(j)-vel jelöljük annak a lakásnak a tulajdonosát, amelyik az
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j tulajdonos számára a legjobb a sajátjánál nem drágább lakások közül. A piaci egyensúly
azt jelenti, hogy az így definiált σ az N halmaz egy permutációja, azaz olyan árazást sikerült
találni a lakásokra, amelynek hatására minden tulajdonos egyszerre meg tudja venni az szá-
mára elérhető legjobb lakást. Világos, hogy egy piaci egyensúly árfüggvénye már egyértelműen
meghatározza az egyensúlyhoz tartozó σ permutációt. Megmutatjuk, hogy ezzel egyúttal az
erős magot is megadtuk.

7.9. Lemma. Tegyük fel, hogy (p, σ) piaci egyensúly az (N,Π) lakáspiacon, és C egy olyan
kör, aminek a mentén a tulajdonosk lakást cserélnek a σ permutációban. Ekkor p(j) = p(k)
teljesül minden j, k ∈ C tulajdonosra, azaz a piaci egyensúlyban szereplő lakáscserék során
minden tulajdonos a lakásának a teljes vételárát az új lakására fordítja.

Bizonyítás. A piaci egyensúly definíciója szerint a C-beli tulajdonosok mindegyike legfeljebb
annyit fizet az új lakásáért, mint amennyit a saját lakásáért kap. Egyúttal az is igaz, hogy
a C-beli tulajdonosok által összességében kifizetett pénzmennyiség megegyezik a C-beli tulaj-
donosokhoz befolyó összeggel. Nem történhet meg tehát, hogy valaki szigorúan többet kap a
lakásáért, mint amennyit az új lakására költ. Tehát a saját lakása teljes vételárát mindenki az
új lakásába forgatja.

7.10. Tétel. Tegyük fel, hogy (p, σ) piaci egyensúly az (N,Π) lakáspiacon. Ekkor σ az erős
magban van.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a tulajdonosok B ⊆ N halmaza úgy tudja egymás között elcse-
rélni a lakásait egy π ∈ SB permutáció mentén, hogy ennek során egy i ∈ B tulajdonos jobban
jár, mint a σ szerinti cserével, azaz σ(j) ≺j π(j). Mivel σ(j) a j számára legjobb olyan lakás,
ami nem drágább a saját lakása p(j) áránál, ezért a π(j) tulajdonos lakása biztosan drágább a j
tulajdonsénál: p(j) < p(π(j)). A π permutáció mentén tehát az j tulajdonos egy, a sajátjánál
drágább lakásba költözik.

Kell lennie tehát olyan k ∈ B tulajdonosnak is, aki a saját lakásánál olcsóbb lakásba kerül a
π permutáció által leírt cseresorozat után: p(π(k)) < p(k). A piaci egyensúly definíciója miatt
egyrészt σ(k) a legjobb olyan lakás, ami k számára elérhető (azaz aminek az ára nem több k
lakása áránál), másrészt a 7.9. Lemma miatt a σ(k) lakás ára megegyezik k saját lakásának
árával: p(k) = p(σ(k)). Ezért p(π(k)) < p(k) = p(σ(k)), azaz k a sajátjánál olcsóbb lakásba
költözik, így a π cserével rosszabbul jár, mint a σ cserével. Következésképp a tulajdonosok
egyetlen B részhalmaza sem alkothat σ-ra nézve gyengén blokkoló koalíciót, tehát σ csakugyan
az erős magban van.

A piaci egyensúly nagyszerű dolog, hiszen anélkül kényszeríti ki a magmegoldást, hogy
a tulajdonosoknak fázisok hosszú során kelljen egymásra mutogatniuk. Természetes kérdés,
hogy vajon minden esetben van-e a lakáspiacon piaci egyensúly. És ha van, akkor ismerünk-e
hatékony algoritmust piaci egyensúly keresésére. A válasz mindkét esetben pozitív.

7.11. Tétel. Tetszőleges (N,Π) lakáspiac esetén található (p, σ) piaci egyensúly.

Bizonyítás. Futtassuk le a felső körcsere algoritmust az (N,Π) inputon. Az output σ permutá-
ció mellett megkapjuk a tulajdonosok halmazának egy N = N1∪N2∪ . . .∪Nt partícióját, ahol
Nℓ a piacról az ℓ-edik fázisban távozó tulajdonosok halmaza. Válasszunk p1 > p2 > . . . > pt >
0 számokat, és definiáljuk az árfüggvényt úgy, hogy p(j) = pi ha j indexe i, azaz, ha j ∈ Ni.
Ezen árazás szerint egy lakás annál drágább, minél korábbi fázisban távozott a tulajdonosa a
piacról. Azt állítjuk, hogy az így definiált (p, σ) piaci egyensúly.

Ehhez pusztán azt kell igazolnunk, hogy minden j ∈ Ni tulajdonos esetén a j számára
elérhető legjobb lakás tulajdonosa σ(j). Ez pedig abból következik, hogy a j számára nem
elérhető (túl drága) lakások pontosan azok, amik a j cseréje előtt kikerültek a piacról, azaz az
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N1 ∪ . . . Ni−1-beli tulajdonosok lakásai. A felső körcsere folytán pedig az N \ (N1 ∪ . . . Ni−1)-
beli tulajdonosok lakásai közül a σ(j) tulajdonos lakása a j számára a legjobb, ezért (p, σ)
csakugyan piaci egyensúly.

8. Stabil párosítások

Az eddigi modellekben a közösség egészét érintő döntéseket úgy próbáltuk meghozni, hogy
vagy valamiféle konszenzus legyen a döntésről a játékosok között (szavazás esetén), vagy meg-
fizettettük az egyes játékosokkal a helyzetüknek a döntés hatására történő javulását (árverések
esetében), vagy pedig természetben (a lakásukkal) kellett fizetniük azért, hogy javuljon a hely-
zetük. A most következő modellben is szeretne mindenki a lehető legjobban járni, de itt az
egyes játékosok célja nem valamiféle konkrét vagyontárgy megszerzése, hanem az egymással
való kapcsolataikkal üzletelnek, és ebből próbálja mindenki kihozni a maximumot.

8.1. A stabil házasság probléma

Az alábbi házassági modellben dolgozunk. A játékosok mindegyike vagy fiú vagy lány és a
köztük lehetséges házasságokat egy G páros gráf írja le: ennek színosztályai a fiúk F és a
lányok L halmazai, és egy fℓ él jelentése az, hogy f és ℓ között lehetséges a házasság. Minden
a játékos rendelkezik egy ⪯a lineáris rendezéssel az a-ra illeszkedő éleken, azaz a potenciális
házastársain. A cél egy M párosítás mentén úgy összeházasítani a játékosokat, hogy lehetőleg
senki se legyen elégedetlen. Ez utóbbi feltétel most a maghoz tartozást jelenti, azaz ne legyen
az M párosítás mellett blokkoló koalíció. Játékosok egy B részhalmaza akkor blokkoló koalíció
M -re nézve ha a B-beli játékosok képesek arra, hogy önerőből javítsák a helyzetüket, azaz ha
van olyan N párosítás B-n, ami egyetlen B-beli játékos számára sem rosszabb M -nél, de van
legalább egy olyan B-beli b játékos, aki N -nel jobban jár, mint M -mel. Utóbbi kitétel azt
jelenti, hogy b jobb párt kap N -ben, mint M -ben, vagy pedig b fedetlen M -ben, de van párja
N -ben.

Vizsgáljuk meg, hogyan is néz ki egy blokkoló koalíció! Tegyük fel, hogy a B koalíció
az N párosítás mentén blokkolja az M párosítást. Van tehát egy olyan ba ∈ N él, amivel
b jobban jár az M -beli helyzetéhez képest. Ez azt jelenti, hogy a nem b-vel áll párban M -
ben, és mivel a ∈ B is teljesül, ezért a-nak is jobban kell járnia a ba éllel, mint M -mel. Így
aztán tetszőleges B blokkoló koalíció tartalmaz egy kétfős blokkoló koalíciót. Ezért a maghoz
tartozás eldöntésekor a fenti definíció helyett elegendő csupán annyit megkövetelni, hogy ne
létezzen kétfős blokkoló koalíció, azaz blokkoló él.

8.1. Definíció. Adott a G = (V,E) gráf és minden v ∈ V csúcsához a v-re illeszkedő élek E(v)
halmazán a v csúcs preferenciáját leíró ⪯v lineáris rendezés. Azt mondjuk, hogy v számára az
e él jobb az f élnél, ha f ≺v e. A G gráf M párosítása mellett az uv ̸∈ M élt akkor nevezzük
tehát blokkoló élnek, ha u és v is jobban jár az uv éllel, mint M -mel, azaz ha M nem tartalmaz
se olyan élt, ami u számára, sem pedig olyan élt, ami v számára jobb az uv élnél. Ha az M
párosítás mellett nincs blokkoló él, akkor M -et stabil párosításnak nevezzük.

8.2. Megjegyzés. Érdemes bevezetni az alábbi fogalmat. Az e él a v csúcsnál dominálja
az f élt, ha f ≺v e teljesül. E fogalom segítségével a stabil párosítás olyan M párosításként
definiálható, ami minden M -en kívüli élt dominál valamely csúcsban. A blokkoló él pedig olyan,
a párosításhoz nem tartozó él, amit a párosítás egyetlen éle sem dominál.
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A fenti definíció nem csak páros gráfokra értelmes. Könnyű meg-
adni olyan G gráfot és a csúcsaihoz tartozó preferenciarendezéseket
úgy, hogy ne létezzen stabil párosítás. Például ha egy 3-csúcsú körben
a preferenciák olyanok, hogy minden csúcs az egyik szomszédjának a
legjobb, a másiknak pedig a legrosszabb választása, akkor nincs stabil
párosítás. A stabil párosítás létezésének eldöntésének ill. stabil párosí-
tás keresésének fő eszköze az alábbi Éltörlési Lemma.

12
21

21

r

8.3. Lemma. Legyen G = (V,E) irányítatlan gráf és legyen ⪯v lineáris rendezés
a v-re illeszkedő élek E(v) halmazán minden v ∈ V esetén. Tegyük fel, hogy az u
csúcs legjobb éle e = uv, és e ≻v f = wv, azaz v számára e jobb, mint f . Ekkor
a G és a G− f gráfoknak ugyanazok a stabil párosításai.

1

u

v

fe

w

Bizonyítás. Legyen M stabil párosítás G-ben. Ha f ∈ M , akkor e ̸∈ M , és mivel e az u csúcs
legjobb éle, ezért e blokkoló él M mellett. Ezért f ̸∈ M , így M a G− f gráfban is párosítás.
Tekintettel arra, hogy M mellett nincs G-ben blokkoló él, M mellett G− f -ben sincs blokkoló
él, ezért M stabil G− f -ben is.

Most azt tegyük fel, hogy M a G − f gráf stabil párosítása. Természetesen ekkor M G-
ben is párosítást alkot, amit az f élen kívül egyetlen él sem blokkolhat. Ha most indirekt
feltesszük, hogy f blokkoló él M mellett, akkor e ̸∈ M . Ekkor azonban e is blokkolja M -et,
ami ellentmond az M párosítás (G − f)-beli stabilitásának. Ezzel igazoltuk, hogy M stabil
G-ben.

A 8.3. Éltörlési Lemma komoly segítség a stabil párosítások keresésében: az alkalmazása
révén ugyanis úgy tudunk élt törölni, hogy nem változik a stabil párosítások halmaza, így
a feladatot egy egyszerűbb feladatra vezetjük vissza. Az alábbi eredmény példát mutat az
Éltörlési Lemma egy lehetséges alkalmazására.

8.4. Megfigyelés. Legyen G = (V,E) irányítatlan gráf és legyen w : E → R egy olyan
élsúlyozás, ahol nincs két egyforma súlyú él. A csúcsok ⪯v élpreferenciáit úgy definiáljuk, hogy
tetszőleges v-re illeszkedő e, f élek esetén f ≺v e ha w(e) < w(f). Ekkor G-nek pontosan egy
stabil párosítása van.

Bizonyítás. Az Éltörlési Lemma alkalmazásával egymás után törlünk éleket az eredeti G gráf-
ból. Amikor ennek során egy G′ gráffal dolgozunk, és e a G′ egy komponensének legkönnyebb
éle, akkor az Éltörlési Lemma szerint minden e-hez csatlakozó él törölhető. Így egy olyan
komponens keletkezik, ami csak az e élt tartalmazza. Miután már több éltörlés nem végez-
hető, az eljárás végén kapott G∗ gráfban minden komponensének legfeljebb egy éle lesz, azaz
M = E(G∗) egy párosítás. Világos, hogy G∗-nek egyetlen stabil párosítása van, mégpedig M .
Az Éltörlési Lemma miatt tehát G-nek is M az egyetlen stabil párosítása.

Térjünk vissza most a bevezetésben említett házassági modellhez, amikoris a szóban forgó
G gráf páros. Az derül ki, hogy ebben az esetben tetszőleges preferenciák esetén van stabil
párosítás. Sőt: Gale és Shapley alábbi lánykérő algoritmusa ilyet talál.

1. Minden fiú megkéri a számára legszimpatikusabb lány kezét.

2. Minden lány a legjobb kivételével kikosarazza az összes kérőjét.

3. Ha nem volt kikosarazás, akkor STOP: a lánykérésekhez tartozó párosítás az output.

4. Ha volt kikosarazás akkor GoTo 1

A lánykérő algoritmus segítségével igazolhatjuk az alábbi stabil házasság tételt.
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8.5. Tétel (Gale–Shapley-tétel). Ha G páros gráf, és ⪯v lineáris rendezés E(G)-n minden
v ∈ V esetén, akkor G-nek van stabil párosítása.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy a lánykérő algoritmus outputja stabil párosítás, és ezzel iga-
zoljuk a tételt. Ehhez figyeljük meg, hogy az algoritmus futása során minden kikosarazás egy
olyan éltörlésnek felel meg, ami a 8.3. Éltörlési Lemmában szereplő éltörlés speciális esete. Itt
ugyanis az f él a w csúcs legjobb éle, míg az Éltörlési Lemmában ezt nem várjuk el. A lánykérő
algoritmus során tehát egyetlen kikosarazás miatti éltörlés sem változtat a stabil párosítások
halmazán. Abban az előbb-utóbb elérkező pillanatban, amikor a fiúk csupa különböző lány
kezét kérik meg, a lánykérések egy M stabil párosítást alkotnak az éltörlések után megmaradó
a G′ gráfban. Ha ugyanis egy fℓ él nem szerepel M -ben, akkor M tartalmazza az f számá-
ra legjobb G′-beli élt, így fℓ nem blokkolhat. Márpedig ha egyetlen él sem blokkolja az M
párosítás, akkor M stabil párosítás.

Láttuk, hogy az Éltörlési Lemma miatt a fenti bizonyításban szereplő G és G′ gráfok stabil
párosításai megegyeznek. Ebből a megfigyelésből azonban nem csupán a lánykérő algoritmus
helyessége adódik, hanem az alábbi eredmény is.

8.6. Megfigyelés. A lánykérő algoritmus outputja olyan M stabil párosítás, amiben minden
fiú a legjobb olyan párt kapja, aki stabil párosításban a számára elérhető. Egyúttal minden lány
a lehető legrosszabb olyan partnert kapja, aki számára stabil párosításban elérhető.

Bizonyítás. Láttuk, hogy a lánykérő algoritmus során fellépő kikosarazások felfoghatók egy-
egy Éltörlési Lemma alapján történő éltörlésnek, továbbá, hogy az M párosításban minden
fiú a számára legjobb él mentén van kipárosítva a kikosarazások után megmaradó G′ gráfban.
Mivel ezen éltörlések során nem töröltünk olyan élt, ami G stabil párosításában felléphet, ezért
az M párosításban minden fiú a legjobb, számára stabil párosításban elérhető partnert kapja.

A lánykérő algoritmus végrehajtása után kapott G′ gráfból töröljünk most minden olyan
élt, ami egy ℓ lány számára rosszabb, mint az M párosítás fℓ éle. Mivel minden ilyen éltör-
lés valójában egy Éltörlési Lemma szerinti éltörlés, ezért ezen éltörlések során nem törlünk
egyetlen olyan élt sem, ami stabil párosításban szerepelhet. Ez viszont azt jelenti, hogy az M
párosításban minden ℓ lány a számára lehető legrosszabb olyan férjet kapja, akit G valamely
stabil párosításában megkaphat.

A 8.6. Megfigyelésben leírt tulajdonság miatt a lánykérő algoritmus által megtalált stabil
párosítást szokás fiú-optimális stabil párosításnak nevezni. Természetesen ha a lánykérő al-
goritmust a nemek szerepcseréjével futtatjuk, akkor a lány-optimális stabil párosítást találjuk
meg, amiben minden lány a számára elérhető legjobb stabil házastársat kapja. Könnyű olyan
példát találni, ahol a fiú-optimális és lány-optimális stabil párosítások különbözők. Sőt, olyan
élpreferenciákkal ellátott páros gráfot sem nehéz mutatni, amelyikben a stabil párosítások szá-
ma a gráf csúcsszámának exponenciális függvénye. A stabil párosítások struktúrájáról szól a
következő tétel.

8.7. Tétel. Ha M1 és M2 az élpreferenciákkal ellátott (nem feltétlenül páros) G gráf két stabil
párosítása, akkor V (M1) = V (M2), azaz a G gráf bármelyik stabil párosítását is választjuk,
mindig ugyanazok a csúcsok lesznek kipárosítva, és ugyanazok a csúcsok maradnak fedetlenül.

M1

M2u1

f1
e1

u2 v2v1 e2
f2

Bizonyítás. Azt fogjuk igazolni, hogy az M1 és M2 párosítások M1∆M2 = (M1\M1)∪(M2\M1)
szimmetrikus különbsége olyan alternáló körökből áll, amelyek mentén úgy tudunk végigha-
ladni, hogy mindig egyre jobb élre lépünk. Ebből már következik a feladat állítása, hiszen
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egyrészt a két stabil párosítás közös élei (azaz M1 ∩M2) által fedett csúcsokat mindkét páro-
sítás fedi, másrészt pedig az előbb leírt preferenciakörökhöz tartozó M1-beli és M2-beli élek is
ugyanazokat a csúcsokat fedik.

Legyen tehát e1 ∈ M1 \M2. Mivel e1 ̸∈ M2, ezért e1 nem blokkolja M2-t. Kell lennie tehát
M2 \M1-ben egy olyan f1 élnek, aminek van e1-gyel egy közös v1 csúcsa, és amire e1 ≺v1 f1
teljesül. Hasonló gondolatmenetet követve abból, hogy f1 ̸∈ M1 és f1 nem blokkolja M1-et,
következik, hogy van egy olyan e2 ∈ M1 \M2 él, ami dominálja f1-et, azaz f1 ≺u2 e2.

Ezt a sort folytatva kapjuk az e1, f1, e2, f2, . . . éleket, ahol ei = uivi és fi = viui+1, továbbá
ei ≺vi fi ill. fi ≺ui+1 ei+1 teljesül. Mivel a G gráf véges, előbb-utóbb ismétlődés lesz ebben
a sorozatban. Ez az ismétlődés csak egyféleképp történhet, mégpedig úgy, hogy ek+1 = e1
valamely k-ra, és innentől ciklikusan folytatódik minden, azaz f1 = fk+1, e2 = ek+2 sít.
Ezzel igazoltuk a fent megfogalmazott állítást, miszerint az M1△M2 szimmetrikus különbség
páronként diszjunkt preferenciakörökből áll.

Láttuk, hogy ugyanazon páros gráfon rögzített preferenciák mellett több stabil párosítás
is létezhet. A lánykérő algoritmus outputja, a fiú-optimális stabil párosítás a fiúk számára a
lehető legjobb és a lányok számára a lehető legrosszabb a stabil párosítások között. (Hasonló
mondható el a szerepcserével kapott legénykérő algoritmus lány-optimális outputjáról.) Mivel
átlalában nem egyértelmű a stabil párosítás, felmerül a kérdés hogy adott stabil párosítást
szolgáltató mechanizmus mellett (mint amilyen például a lánykérő algoritmus), tudja-e egy-
egy szereplő manipulálni a végeredményt, azaz hazugsággal elérni azt, hogy a mechanizmus
szolgáltatta párosítás a hazug játékos számára kedvezőbb legyen, mint ha őszinte lett volna.

Figyeljük meg, hogy a házassági modellben minden ℓ lány elérheti a preferenciasorrendjének
alkalmas meghamisításával, hogy a lánykérő algoritmus által szolgáltatott stabil párosításban
ℓ a lány-optimálisbeli (tehát lehető legjobb) párjával legyen összepárosítva. Ehhez mindössze
annyit kell tennie, hogy törli a preferencialistájának a végét, azaz minden, a lány-optimálisbeli
partnerénél számára rosszabb (de még elfogadható) élt elfogadhatatlannak deklarál. Ha tehát
G összes stabil párosítása ℓ számára legalább két különböző partnert is tartalmaz, akkor ℓ
manipulálni tudja a lánykérő algoritmust. Az derül ki azonban, hogy a fiúk nem képesek
hasonló trükkre: a lánykérő algortimus a fiúk számára taktikázásbiztos.

8.8. Tétel. Legyen G = (V,E) páros gráf, ⪯v pedig egy lineáris preferenciarendezés a v-re
illeszkedő élek E(v) halmazán minden v ∈ V esetén. Tegyük fel, hogy G színosztályai a fiúk F
és a lányok L halmaza, és legyen ⪯′

f egy tetszőleges rendezés E(f)-en valamely f ∈ F fiúra.
Jelölje M ill. M ′ a fiú-optimális stabil párosítást a G gráfban az eredeti ⪯v preferenciákra ill.
azon módosított preferenciák esetén, amiben ⪯f -et ⪯′

f -fel helyettesítjük.
Ekkor ha fℓ = e′ ∈ M ′, akkor van olyan m ∈ M él, amire e′ ⪯f m teljesül, azaz a hamis

preferenciát megadó megadó fiú nem járhat jól azzal, ha hazudik, amennyiben a mechanizmus
mindig a fiú-optimális stabil párosítást választja ki.

A bizonyításhoz szükség van egy, a Gibbard–Satterthwaite-tétel kapcsán megismert fogalom
megfelelőjére. Adott G = (V,E) gráf, ⪯v preferenciák, M stabil párosítás és v ∈ V csúcs esetén
a v csúcs ⪯v preferenciájának M -feljavítása olyan ⪯′

v preferenciasorrendet takar, amiben az
M -hez nem tartozó élek egymáshoz képesti sorrendjét megőrizzük, a v-t fedő M -beli élt pedig
(ha van ilyen egyáltalán) előbbre soroljuk a preferenciasorrendben.

A 8.8 Tétel bizonyítása előtt azt vizsgáljuk meg, hogy milyen hatása van annak, ha egy f
fiú a preferenciasorrendjén M -feljavítást hajt végre, továbbá annak, ha f úgy hamisítja meg
a preferenciáit, hogy a legkevésbé kedvelt partnereit elfogadhatatlannak minősíti (ami a mi
modellünkben azt jelenti, hogy töröljük az elfogadhatatlannak minősített éleket a gráfból).
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8.9. Lemma. Legyen G = (V,E) tetszőleges páros gráf, ⪯v minden v ∈ V -re egy-egy prefe-
renciarendezés a v-re illeszkedő élek E(v) halmazán, és legyen M a G egy stabil párosítása, f
pedig a G egy fiú csúcsa.

1. Ha f preferenciáját az eredeti ⪯f preferencia M -feljavításával helyettesítjük, akkor M
stabil párosítás marad az így módosított preferenciák mellett is.

2. Ha G-ből tetszőleges számú M -hez nem tartozó élt törlünk, akkor M az így kapott gráfnak
stabil párosítása marad.

3. Ha M a fiú-optimális stabil párosítás, és annak m éle fedi f -et és töröljük G mindazon
e éleit, amire e ⪯f m teljesül (azaz m-et és az f számára m-nél rosszabb éleket), akkor az így
kapott gráf egyetlen stabil párosítása sem fedi az f csúcsot.

Bizonyítás. 1. Indirekt bizonyítunk: ha M nem lenne stabil az M -feljavítás nyomán, akkor
lenne G-nek olyan e éle, ami blokkolja M -et a módosított preferenciák szerint. Ha azonban
az e él az M -feljavított preferencia esetén blokkol, akkor e az eredeti preferenciák mellett is
blokkoló él. Vagyis M nem volt stabil, ami ellentmondás. Ez a Lemma 1. állítását igazolja.

2. Mivel G-ből kizárólag M -en kívüli éleket törlünk, ezért ha a törlés előtt egyetlen él sem
blokkolta M -et, akkor M -et a törlés után sem blokkolja egyetlen él sem, azaz M stabil marad.

3. Legyen M ′ tetszőleges stabil párosítás a törlések után kapott G′ gráfban. Tegyük fel
indirekt, hogy az M ′ párosítás egy e′ éle fedi az f csúcsot. Ekkor M ′ stabil párosítás marad a
G-ből törölt élek újból hozzáadása után is, ugyanis kizárólag e′ által dominált éleket adunk G′-
höz. Ezek szerint a G gráf M ′ stabil párosításának e′ éle f számára jobb a fiú-optimális stabil
párosítás f -et fedő élénél. Ez ellentmond M fiú-optimalitásának, így az indirekt feltevésünket
cáfolja. Következésképp a törlések után kapott gráf egyetlen stabil párosítása sem fedi f -et.

A 8.9 Lemma segítségével már könnyen igazolhatjuk, hogy a lánykérő algoritmussal stabil
párosítást találó mechanizmus taktikázásbiztos a fiúk számára.

A 8.8 Tétel bizonyítása. A ⪯′
f preferencia M ′-feljavításával elérhető, hogy e′ legyen az f által

leginkább preferált él. A 8.9 Lemma 1. része miatt M ′ továbbra is stabil párosítás marad az
így módosított preferenciák mellett. Töröljünk ezek után minden f -re illeszkedő, e′-től külön-
böző élt a gráfból! Mivel a törölt élek mindegyikét dominálja M ′, ezért M ′ stabil párosítás
marad az így kapott G′ gráfban is. Figyeljük meg, hogy bármi is volt a módosított ⪯′

f prefe-
rencia, a kapott G′ gráfot a módosított preferenciákkal úgy is megkaphatjuk, hogy az eredeti
preferenciákkal rendelkező G gráfból töröljük az összes f -re illeszkedő, e′-től különböző élt.

Ha a fiú-optimális M párosítás nem fedi f -et, akkor a 8.9 Lemma 2. része miatt M a G′-nek
is stabil párosítása. Ez azt jelenti, hogy G′-nek M és M ′ is stabil párosításai, ráadásul M ′

fedi, M pedig nem fedi f -et. Ez ellentmond a 8.7 Lemmának, ezért a fiú-optimális M stabil
párosításnak fedie kell f -et. Legyen m az M párosítás f -et fedő éle.

Azt kell igazolnunk, hogy e′ ⪯f m teljesül. Indirekt tegyük fel, hogy m ≺f e′. A 8.9 Lemma
3. része miatt ha töröljük G-ből az m és f szerint m-nél rosszabb éleket, akkor a kapott gráf
egyetlen, eredeti preferenciák szerint stabil párosítása sem fedi f -et. Ha ezek után törlünk
minden f -re illeszkedő, e′-től különböző élt, akkor a 8.9 Lemma 2. része és a 8.7 Lemma miatt
továbbra is igaz marad, hogy az így kapott G′ gráf egyetlen stabil párosítás sem fedi f -et. Ez
ellentmond annak, hogy M ′ a G′ egy f -et fedő stabil párosítása. Ez az ellentmondás pedig a
Tétel állítását bizonyítja.

Igazoltuk tehát, hogy a lánykérő algoritmus taktikázásbiztos a fiúk számára. Éredemes
megjegyezni, hogy a csoportos taktikázásbiztosság már nem teljesül a lánykékő algoritmusra:
meg lehet adni olyan példát, amiben néhány fiú meg tudja úgy hamisítani a preferenciasor-
rendjét, hogy a hamis preferencikákkal ellátott gráf fiú-optimális M ′ stabil párosítása egyetlen
hamisító számára se legyen rosszabb, mint az őszinte preferenciák szerinti fiú-optimális M sta-
bil párosítás, de legyen legalább egy hamisító fiú, aki M ′-ben jobb partnert kap, mint M -ben.
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A lánykérő algoritmus csoportos taktikázásbiztossága a fiúk számára azonban gyenge érte-
lemben teljesül: nem lehetséges, hogy néhány fiú úgy hamisítsa meg a preferenciasorrendjét,
hogy a fiú-optimális stabil párosítással minden egyes hamisító szigorúan jobban járjon, mint
az őszinte preferenciák mellett fiú-optimális stabil párosítással. Ennek az utóbbi állításnak a
bizonyítása könnyen megkapható a 8.8 Tétel bizonyításának értelemszerű módosításával.

8.2. Az egyetemi felvételi probléma

A stabil házasság probléma egy fontos általánosításában a szereplők az egyetemi szakok és a
szakokra jelentkező tanulók, akik rendre az S ill. T halmazokat alkotják. A G = (S ∪ T,E)
páros gráf színosztályai az S ill. T halmazok, az élek pedig a jelentkezések: a ts él azt jelenti,
hogy a t jelentkező jelentkezik az s szakra. Akárcsak a stabil párosítások esetén, minden
résztvevő esetén adott egy preferenciarendezés az adott résztvevőhöz kapcsolódó éleken, a t
jelentkező ill. s szak esetén ezeket rendre ⪯t ill. ⪯s jelöli. Mindezen túl minden s ∈ S szakhoz
tartozik egy qs keretszám, az s szakra felvehető hallgatók maximális létszáma.

Felvételi séma alatt egy olyan F ⊆ E élhalmazt értünk, amelyikre igaz, hogy minden t ∈ T
jelentkező legfeljebb 1, minden s szak pedig legfejebb qs F -beli élnek csúcsa. Egy felvételi
séma tehát jelentkezések egy olyan halmaza, ami megvalósítható: egyetlen jelentkezőnek sem
tartalmazza egynél több jelentkezését és egyetlen szak hallgatói létszáma sem haladja meg az
adott szak keretszámát. Egy F felvételi séma akkor stabil, ha egyetlen él sem blokkolja. Itt
blokkoló élen olyan e = ts élt értünk, amivel mindkét végpontja jobban járna, mint a séma
szerinti élekkel: egyrészt tehát nincs olyan f ∈ F él amire e ≺t f , másrészt pedig nincsenek
olyan f1, . . . , fqs ∈ F élek sem, amelyekre e ≺s fi teljesül i = 1, 2, . . . , qs esetén. Egy ts él
akkor nem blokkol, ha a t jelentkezőt felvették az s szaknál preferáltabb szakra vagy ha az s
szak a teljes keretszámát egytől egyig t-nél jobb jelentkezőkkel töltötte fel.

Az egyetemi felvételi probléma esetén a feladat egy stabil felvételi sémát keresése a fent
leírt modellben. Világos, hogy ha minden létszámkorlát pontosan 1, akkor az egyetemi felvételi
probléma egy páros gráf stabil párosításának keresésével ekvivalens. Megmutatjuk, hogy az
egyetemi felvételi probléma 1-nél nagyobb keretszámok esetén is visszavezethető páros gráf
stabil párosításának keresésére.
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A fenti egyetemi felvételi probléma esetén miden s egyetemi szak helyett vegyünk s-ből qs
példányt: S′ = {si : s ∈ S, 1 ≤ i ≤ qs} és definiáljuk a G′ = (S′ ∪ T,E′) páros gráfot az
E′ = {tsi : ts ∈ E, 1 ≤ i ≤ qs} élhalmazon. A G′ gráfot tehát úgy kapjuk, hogy minden s
szakot qs példányban klónozunk. A G′ gráf si ∈ S′ csúcsához tartozó preferencia az s szak
preferenciájából öröklődik, azaz sit ≺′

si
sit′ ⇐⇒ st ≺s st′. Az t jelentkező G′-höz tartozó

preferenciája pedig szintén a felvételi problémabeli ⪯t-ből származik azzal a kiegészítéssel, hogy
ugyanazon szak klónjai közül a kisebb indexű mindig jobb a nagyobb indexűnél. Formulával
megadva ez azt jelenti, hogy tsi ≺′

t tz
j ha s ̸= z és ts ≺t tz vagy ha s = z és i > j. Végül

az F ′ ⊆ E′ élhalmaz P (F ′) vetülete a F -beli éleknek megfelelő E-beli élek halmaza, azaz
P (F ′) = {ts ∈ E : ∃1 ≤ i ≤ qs amire tsi ∈ F ′}. Úgy is fogalmazhatunk, hogy ha egy s szak
kereteszáma qs, akkor az s szakot helyettesítjük qs db „hellyel”. Minden jelentkező egy szak egy
helyére szeretne bejutni, de minden helyhez külön jelentkezés tartozik. Az s szakhoz tartozó
helyek preferenciája megegyezik az s szakéval, a jelentkezők preferenciája pedig első sorban a
szak, másodsorban pedig a szakon belüli hely sorszáma alapján dől el. Az alábbi eredmény
mutat a két modell között egy fontos kapcsolatot.
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8.10. Tétel. A G = (S ∪ T,E) gráf, {qs : s ∈ S} keretszámok és {⪯t: t ∈ T} ill. {⪯s: s ∈ S}
preferenciák által definiált egyetemi felvételi problémában F pontosan akkor stabil felvételi séma,
ha a G′ gráfnak van olyan F ′ stabil párosítása, amire F = P (F ′) teljesül.

A Tétel szerint tehát a stabil felvételi sémák lényegében azonosak G′ stabil párosításaival.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F ′ a G′ egy stabil párosítása. Ekkor F = P (F ′) felvételi séma,
hiszen bármely jelentkezőre legfeljebb egy él illeszkedik, és bármely s szak pedig legfeljebb
annyi F -beli élnek végpontja, ahány klónja szerepel s-nek G′-ben. Ha ts ̸∈ F , akkor a vetítés
folytán ts1, ts2, . . . ̸∈ F ′. Mivel F ′ stabil párosítás, ezért a tsi élek egyike sem blokkolja F ′-t.
Ezért vagy van egy tzj ∈ F ′ él, amire tsi ≺′

t tzj (amikoris tz ∈ F , ts ≺t tz, tehát ts nem
blokkol F -ben) vagy pedig van egy tis

i ∈ F ′ él, amire tsi ≺′
si
tis

i. Ha minden si-re az utóbbi
lehetőség áll fenn, akkor t1s, t2s, . . . , tqss ∈ F és ts ≺s tis, azaz az F felvételi sémában s-re
qs olyan él illeszkedik, amelyek mindegyike jobb ts-nél. Azt kaptuk, hogy egyetlen ts és sem
blokkolhatja az F felvételi sémát, ami ilyenformán bizonyosan stabil.

Tegyük fel most, hogy F egy stabil felvételi séma. Definiáljuk az F ′ párosítást G′-ben úgy,
hogy tsi ∈ F ′ ⇐⇒ ts az s-re illeszkedő F -beli élek közül az s számára i-edik legjobb. E
definíció következménye, hogy P (F ′) = F . Azt kell igazolnunk, hogy F ′ a G′ stabil párosítása,
azaz F ′-t egyetlen tsi él sem blokkolja.

Legyen tehát tsi ∈ E \ F ′ tetszőleges él. Tegyük fel először, hogy ts ∈ F , és ts a j-edik
legjobb él F ′-ben az s-re illeszkedő élek között. Ha j ≤ i, akkor tsj ∈ F és tsi ≺′

t ts
j a ≺′

t

definíciója alapján, így tsi nem blokkolja F ′-t. Ha azonban j > i, akkor ts az s-ből induló
i-edik legjobb éle F ′-nek. Legyen t′s az F ′ i-edik legjobb s-re illeszkedő éle. Ekkor ts ≺s t′s
és F definíciója szerint t′si ∈ F ill. tsi ≺′

si t
′si, így tsi ebben az esetben sem blokkolja F ′-t.

Ha pedig ts ̸∈ F ′, akkor vagy van egy ts′ ∈ F ′ él, amire ts ≺t ts′, vagy pedig F ′ tartamaz
t1s, t2, . . . , tqss éleket, amelyek mindegyikére t1s ≻s t2s ≻s . . . ≻s tqss ≻s ts teljesül. Az első
esetben ts′k ∈ F valamely k-ra, és tsi ≺′

t ts′k, és tsi ezért nem blokkolja F -et. A második
esetben pedig tsi ≻′

si tis
i ∈ F ′ minden 1 ≤ i ≤ qs-re, és tsi ismét nem blokkol. Ezzel a

Lemmát igazoltuk.

8.11. Következmény. A G = (S ∪ T,E) gráf, {qs : s ∈ S} keretszámok és {⪯t: t ∈ T}
ill. {⪯s: s ∈ S} preferenciák által definiált egyetemi felvételi problémában mindig van stabil
felvételi séma. A felvételi sémák között van egy egyetem-optimális, amelyikben mindegyik szak
a lehető legjobb jelentkezőket veszi fel, amit egy stabil felvételi séma során felvehet, és van egy
jelentkező-optimális, amelyikben minden jelentkező a legjobb olyan szakra nyer felvételt, amire
egy stabil felvételi sémában felvehető. Igaz továbbá, hogy bármely két stabil felvételi sémában
ugyanazok a jelentkezők nyernek felvételt, és minden szak ugyanannyi jelentkezőt vesz fel a két
séma szerint. Ráadásul ha egy s szak egy stabil felvételi sémában a qs-nél kevesebb jelentkezőt
vesz fel, akkor s bármely stabil felvételi sémában ugyanazokat a jelentkezőket veszi fel.

Bizonyítás. Az utolsó állítás kivételével minden közvetlenül adódik a a 8.7. és a 8.10. Té-
telekből. Az utolsó állítás bizonyítása két stabil felvételi séma szimmetrikus különbségének
vizságlatával igazolható, a részleteket az olvasóra bízzuk.

8.3. A vonalhúzási probléma

Az előző részben tárgyalt egyetemi felvételi modell lényeges leegyszerűsítést tartalmaz a va-
lósághoz képest. Magyarországon ugyanis az egyetemi szakok preferenciáját a jelentkezőkön
nem egy lineáris rendezés, hanem egy pontszámokon alapuló rangsor határozza meg. Ezért
bármely szak jelentkezői között előfordulhat pontszámegyenlőség. A jogi környezet azonban
nem engedi meg, hogy ugyanarra a szakra azonos felvételi pontszámmal rendelkező jelentkezők
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különböző elbírálásban részesüljenek. Ezért nem egy felvételi séma explicit meghatározásával,
hanem implicit módon, az egyes szakok ponthatárainak megállapítása révén dől el, hogy az
egyes jelentkezők hova is nyernek felvételt.

Az általunk vizsgált, továbbfinomított modell tehát egy G = (S ∪T,E) gráfon alapul, ahol
továbbra is S a szakok, T a jelentkezők, E pedig a jelentkezések halmaza. Itt minden t ∈ T
jelentkező preferenciáit egy, a t-re illeszkedő éleken adott ⪯t lineáris rendezés írja le, továbbá
minden ts ∈ E jelentkezéshez tartozik a t jelentkező által az s szakon elért rst ∈ N felvételi
pontszám. Vonalhúzás alatt egy tetszőleges ℓ : S → N függvényt értünk, az s szakhoz a
vonalhúzás által hozzárendelt ℓ(s) értéket pedig az s szak ponthatárának mondjuk. Egy p ∈ N
nemnegatív egész esetén (ℓ−s, p) jelöli azt a vonalhúzást, amit úgy kapunk az ℓ vonalhúzásból,
hogy az s szakhoz tartozó ℓ(s) ponthatárt p-re módosítjuk. Rögzített ℓ vonalhúzás mellett egy
ts ∈ E jelentkezés akkor eredményes, ha rst ≥ ℓ(s) (vagyis a t jelentkező felvételi pontszáma
eléri az s szak ponthatárát), és egy ts jelentkezés akkor sikeres, ha ts a t jelentkező legjobb
eredményes jelentkezése. Az ℓ vonalhúzáshoz tartozó sikeres jelentkezések halmazát F [ℓ] jelöli.
Az ℓ vonalhúzás megengedett, ha F [ℓ] felvételi séma, azaz ha minden s szakra igaz, hogy az
s-hez érkező sikeres jelentkezések száma legfeljebb qs. Az ℓ vonalhúzás kritikus az s szakra
nézve, ha vagy ℓ(s) = 0 vagy pedig az teljesül, hogy ha ℓ(s)-t 1-gyel csökkenénk, akkor az így
kapott ℓ′ = (ℓ−s, ℓ(s)−1) vonalhúzás mellett s-hez qs-nél több sikeres jelentkezés érkezne. Az ℓ
vonalhúzást akkor mondjuk stabilnak, ha ℓ megengedett és egyúttal kritikus is minden szakra
nézve.

Vonalhúzási feladat alatt egy stabil vonalhúzás meghatározását értjük a fent ismertetett
modellben. A vonalhúzási feladat megoldásához érdemes átfogalmazni a stabil vonalhúzás
definícióját. Ennek érdekében bevezetünk egy operátort a vonalhúzásokon. Legyen ℓ egy
tetszőleges vonalhúzás és minden s szakra definiáljuk a

φ(ℓ)(s) = max{min{p : |F [(ℓ−s, p)](s)| ≤ qs}, 0}

pontszámot. A φ(ℓ) vonalhúzás tehát úgy származik ℓ-ből, hogy minden s szak a lehető
legalacsonyabbra állítja a saját ponthatárát ami mellett az s-hez érkező sikeres jelentkezések
száma még nem lépi túl a keretszámot abban az esetben, ha minden más szak ponthatára
megmarad az ℓ vonalhúzás szerinti szinten, kivéve, ha s még 0 ponthatár mellett sem lépné túl
a keretszámát, amikoris φ(ℓ)(s) = 0 lesz.

8.12. Megfigyelés. Egy ℓ vonalhúzás pontosan akkor stabil, ha φ(ℓ) = ℓ, azaz ha ℓ a φ
operátor fixpontja.

Bizonyítás. Ha φ(ℓ) = ℓ, akkor ℓ megengedett, és a φ operátor definíciója miatt egyúttal
kritikus is minden szakra nézve. Ha ℓ stabil, akkor megengedett és minden szakra nézve
kritikus, így φ(ℓ) = ℓ.

8.13. Megfigyelés. A φ operátor monoton, azaz ha ℓ ≤ ℓ′ akkor φ(ℓ) ≤ φ(ℓ′).

Bizonyítás. Indirekt bizonyítunk: tegyük fel hogy φ(ℓ) ̸≤ φ(ℓ′). Ekkor van olyan s szak, amire
φ(ℓ)(s) > φ(ℓ′)(s). Jelölje ℓ∗ = (ℓ−s, φ(ℓ

′)(s)) azt a vonalhúzást, amit ℓ-ből úgy kapunk, hogy
az s szak ponthatárát φ(ℓ′)(s)-re módosítjuk. Mivel φ(ℓ)(s) > φ(ℓ′)(s), ezért a φ operátor
definíciójából adódóan |F (ℓ∗)(s)| > q(s), azaz az ℓ∗ vonalhúzás mellett az s szakhoz annak
q(s) keretszámánál több sikeres jelentkezés érkezik.

Tekintsük azt az ℓ̂ vonalhúzást, amit ℓ∗-ból úgy kapunk, hogy minden s-től különbözó z
szak ℓ(z) ponthatárát ℓ′(z)-re emeljük. Mivel egyetlen s-től különböző szakon sem csökken a
ponthatár, ezért az ℓ̂ vonalhúzás mellett az s szakra érkező sikeres jelentkezések száma legalább
annyi, mint amennyi az ℓ∗ vonalhúzás mellett volt, vagyis |F [ℓ̂](s)| > q(s), azaz az s szakhoz
a keretszámánál több sikeres jelentkezés érkezik.
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Az ℓ̂ vonalhúzást azonban úgy is megkaphatjuk, hogy ℓ′-ben az s ponthatárát φ(ℓ′)(s)-
re módosítjuk. A φ operátor definíciója miatt ekkor |F [ℓ̂](s)| ≤ q(s), azaz s-hez legfeljebb
keretszámnyi sikeres jelentkezés érkezik az ℓ̂ vonalhúzás mellett. Ez ellentmond a korábbi
megfigyelésünknek, így az indirekt feltevést cáfolja.

A fenti megfigyelésből közvetlenül adódik az alábbi következmény.

8.14. Következmény. Ha ℓ ≤ φ(ℓ), akkor φ(ℓ) ≤ φ(φ(ℓ)), ha pedig ℓ ≥ φ(ℓ), akkor φ(ℓ) ≥
φ(φ(ℓ)) teljesül.

A fenti következmény segítségével könnyen találhatunk stabil vonalhúzást. Ha ugyanis
kiindulunk a 0 ponthatárból, ami tehát minden szakhoz 0-t rendel, akkor 0 ≤ φ(0) miatt
φ(0) ≤ φ(φ(0)) teljesül, amire ismét alkalmazva a fenti következményt

0 ≤ φ(0) ≤ φ(φ(0)) ≤ . . . ≤ φ(k)(0) ≤ . . . (1)

adódik. Figyeljük meg, hogy a vonalhúzási problémában az értelmes vonalhúzások száma véges,
hiszen minden s szakon 0 és max{rst : t ∈ T}+1 közé kell esnie a ponthatárnak. (A ponthatár
akkor lehet az utóbbi érték, ha az s szak keretszáma 0.) A lehetséges vonalhúzások véges száma
miatt lennie kell tehát egy olyan k-nak, amire φ(k)(0) = φ(k+1)(0), azaz ℓ↑ := φ(k)(0) stabil
vonalhúzás. A φ operátornak a 0 vonalhúzásból kiinduló (1)-beli iterálása a ponthatárnövelő
algoritmus, aminek az outputja az a ℓ↑ vonalhúzás.

Tegyük fel, hogy 0 ≤ ℓ egy tetszőleges stabil vonalhúzás. A φ operátor monotonitása miatt
ekkor φ(0) ≤ φ(ℓ) = ℓ, és az iterált leképezésre is hasonló igaz: ℓ↑ = φ(k)(0) ≤ φ(k)(ℓ) = ℓ.
Ez azt jelenti, hogy a ponthatárnövelő algoritmus outputja a lehető legalacsonyabb stabil
vonalhúzás, amit szokás jelentkező-optimális vonalhúzásnak is nevezni.

A stabil vonalhúzás operátoriterálással történő konstrukcióját nem csak a 0 vonalhúzástól
indíthatjuk, ahogy ezt a ponthatárnövelő algoritmus teszi. Tegyük fel az egyszerűség kedvéért,
hogy rst ≤ 500 teljesül minden felvételi pontszámra. Ekkor φ(501) ≤ 501 (itt 501 a konstans
501-es vonalhúzást jelenti), ezért φ monotonitásából

501 ≥ φ(501) ≥ . . . ≥ φ(k)(501) ≥ . . .

következik, és ismét csak bekövetkezik egy ismétlődés, mondjuk φ(m)(500) = φ(m+1)(500).
Ekkor ℓ↓ := φ(m)(500) a φ operátor fixpontja, ezért stabil vonalhúzás, amiről a fentihez hasonló
módon igazolható, hogy ℓ ≤ ℓ↓ teljesül tetszőleges ℓ stabil vonalhúzás esetén. Az ℓ↓ vonalhúzást
egyetem-optimális vonalhúzásnak hívjuk, és a fenti eljárást, amivel ℓ↓-et megkonstruáltuk,
ponthatárcsökkentő algoritmusnak nevezzük.

A fenti gondolatmenettel igazolt megfigyeléseket fogalalja össze az alábbi eredmény.

8.15. Tétel. Tetszőleges vonalhúzási probléma esetén van stabil vonalhúzás. A ponthatárnö-
velő ill. -csökkentő algoritmusok ℓ↑ ill. ℓ↓ outputjai stabil vonalhúzások, és tetszőleges ℓ stabil
vonalhúzásra ℓ↑ ≤ ℓ ≤ ℓ↓ teljesül.

Ha ℓ ≤ ℓ′ stabil vonalhúzások, akkor az ℓ vonalhúzás alkalmazása esetén legalább annyi je-
lentkezőt vesznek fel, mint az ℓ′ vonalhúzás alkalmazásával. Következésképp a legtöbb jelentkező
a jelentkező-optimális vonalhúzás alkalmazása esetén nyer felvételt.

Bizonyítás. Csupán a tétel második bekezdése szorul bizonyításra, az első részt még a tétel
kimondása előtt igazoltuk. A második részhez pedig mindössze annyit kell megfigyelni, hogy
egy jelentkező felvétele pusztán azon múlik, hogy van-e eredményes jelentkezése. Márpedig
ha egy t jelentkezőnek az s szakra történő jelentkezése az ℓ′ vonalhúzás esetén eredményes,
akkor ugyanez a jelentkezés ℓ esetén is eredményes. Ezért aztán minden jelentkező, akit az
ℓ′ vonalhúzás mellett felvesznek valamelyik szakra, felvételt nyer valahova az ℓ vonalhúzás
alkalmazása esetén is.
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8.16. Megjegyzés. 1. Tegyük fel, hogy valamely ℓ vonalhúzásra ℓ ≤ φ(ℓ) vagy ℓ ≥ φ(ℓ)
teljesül. Iteráljuk a ponthatárnövelő és ponthatárcsökkentő algoritmusokhoz hasonlóan a φ ope-
rátort az ℓ vonalhúzáson. Ekkor vonalhúzások egy monoton ℓ ≤ φ(ℓ) ≤ . . . ≤ φ(k)(ℓ) ≤ . . .
ill. ℓ ≥ φ(ℓ) ≥ . . . ≥ φ(k)(ℓ) ≥ . . . sorozatát kapjuk, aminek a φ operátor egy fixpontjában kell
stabilizálódnia.

2. Az előző megjegyzésben szereplő tulajdonsággal rendelkező ℓ vonalhúzást például a követ-
kezőképpen kaphatunk. Tegyük fel, hogy ℓ1, ℓ2 stabil vonalhúzások, és legyen ℓ = max(ℓ1, ℓ2) és
ℓ = min(ℓ1, ℓ2). Ekkor ℓ ≤ ℓi ≤ ℓ miatt φ(ℓ) ≤ φ(ℓi) ≤ φ(ℓ) teljesül i = 1, 2 esetén, ezért

φ(ℓ) ≤ min(φ(ℓ1), φ(ℓ2)) = min(ℓ1, ℓ2) = ℓ ill. φ(ℓ) ≥ max(φ(ℓ1), φ(ℓ2)) = max(ℓ1, ℓ2) = ℓ ,

vagyis ℓ ≥ φ(ℓ) és ℓ ≤ φ(ℓ). Könnyen látható, hogy a fenti megjegyzés szerint a φ operátort
az ℓ vonalhúzáson iterálva a legnagyobb olyan stabil ℓ↓ vonalhúzást kapjuk meg, ami az ℓ1 és ℓ2
vonalhúzások mindegyikénél kisebb. Hasonlóan látható, hogy a ℓ vonalhúzáson iterált operátor
az ℓ

↑ vonalhúzásban stbilizálódik, ami az ℓ1 és ℓ2 vonalhúzásoknál nagyobb stabil vonalhúzások
legkisebbike.

3. A ponthatárnövelő és -csökkentő algoritmusok kapcsán elmondott érvelések szorosan
kapcsolódnak Knaster és Tarski 1928-ban (Knaster által) publikált fixponttételéhez. Ezt a tételt
gyakran Tarski-féle fixponttételnek nevezik annak okán, hogy Tarski általánosabb formában, és
bizonyítással együtt csak jóval később (1955-ben) publikálta az eredményt. A tétel eredeti for-
májában azt mondja ki, hogy ha az f : 2X → 2X halmazfüggvény az X alaphalmaz minden
részhalmazához X egy-egy részhalmazát rendeli és f monoton (azaz A ⊆ B ⇒ f(A) ⊆ f(B)),
akkor az f halmazfüggvénynek van fixpontja, azaz olyan A részhalmaza az X alaphalmaznak,
melyre A = f(A) teljesül. Könnyen látható, hogy ha X véges, akkor f iterálásával X rész-
halmazainak egy bővülő ∅ ⊆ f(∅) ⊆ . . . láncát kapjuk, aminek előbb-utóbb egy fixpontban kell
stabilizálódnia. A fixponttétel végtelen alaphalmaz esetén is igaz, és érdekes módon Tarski az
1955-ös cikkében arra mutat rá, hogy több, az analízisből ismert középértéktétel (mint amilyen
például a Weierstrass-tétel) levezethető a szóban forgó fixponttételből. Az, hogy a fixponttételnek
véges halmazok esetén is érdekes következményei vannak (mint például az, hogy a lánykérő al-
goritmus tekinthető egy monoton halmazfüggvény iterálásának), nem olyan nagyon régen derült
ki.

8.4. Népszerű párosítások

Ebben a részben két korábbi modellt kapcsolunk össze. Egy szavazási problémáról lesz szó,
amiben a szavazók egy G = (V,E) gráf csúcsaiban ülnek, és a közösségi döntés lehetséges
alternatívái a G gráf párosításai. Ahogyan a stabil párosítások esetén láttuk, úgy itt is minden
v ∈ V csúcshoz tartozik egy ⪯v lineáris preferenciarendezés a v csúcsra illeszkedő élek E(v)
halmazán. Két alternatíva (mondjuk az M és N párosítás) közötti választáskor tehát minden
v csúcs arra a párosításra szavaz, amelyiknek a v-t fedő éle megelőzi a másikat a ⪯v preferen-
ciasorrendben. (Ha M és N között v szempontjából nincs különbség, akkor v tartózkodik, ha
pedig (mondjuk) az M párosítás fedi, N pedig elkerüli v-t, akkor v M -re szavaz.)

A csúcsok ilyetén megszavaztatásával össze tudjuk hasonlítani G bármely két párosításának
a népszerűségét. Azt mondjuk, hogy az M párosítás népszerűbb az N párosításnál (jelölésben
N ≺ M), ha az M és N közti választás esetén többen szavaznak M -re mint N -re. Egy M
párosítást akkor mondunk népszerű párosításnak, ha G-ben nincs M -nél népszerűbb párosítás,
azaz ha M gyenge értelemben vett Condorcet-győztes ebben a szavazási modellben.

Emlékezzünk vissza, hogy TVF-ek és TVSZ-ok kapcsán korábban már definiáltunk az al-
ternatívák között egy „legyőzési” relációt. Ennek speciális esete a fent definiált népszerűségen
alapuló összehasonlítás. Arra is láttunk már példát, hogy a szavazási modellben előfordulhat,
hogy bizonyos alternatívák körbeverik egymást.
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Nincs ez másképp a népszerűség esetében sem. Az ábrán látható
G gráfon az M1 = {ac, df, eg} és az M2 = {cd, eg, fh} párosításokat
érdemes megfigyelni. E két párosítás összehasonlításakor az e, g és b
csúcsok tartózkodnak, a és f az M1 párosításra, míg c, d és h M2-
re szavaznak, ezért M1 ≺ M2. Ha definiáljuk az M3 = {bd, ce, fh}
és M4 = {ac, bd, ef} párosításokat, akkor hasonló érvelés mutatja az
M1 ≻ M4 ≻ M3 ≻ M2 ≻ M1 körbeverést.
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Természetes kérdés, hogy van-e mindig népszerű párosítás. Ha van, akkor mennyire nehéz
ilyet találni? Erre a kérdésre ad részleges választ Gärdenfors alábbi megfigyelése, ami nem
csak páros gráfokra igaz.

8.17. Tétel. Minden stabil párosítás népszerű.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy M stabil, N pedig tetszőleges párosítás G-ben. Megmutatjuk,
hogy N nem lehet népszerűbb M -nél, azaz M és N összehasonlításakor M -nek legalább annyi
szavazója van, mint N -nek.

Legyen u az N egyik szavazója ebben az összehasonlításban. Ekkor az N -beli uv él nem
éle M -nek. Tekintettel arra, hogy uv nem blokkolja M -et, a v csúcs bizonyosan M -re szavaz.
Ezért N minden szavazójának N -beli párja M -et választja, így N ≺ M , vagyis M népszerű,
ami igazolja Gärdenfors megfigyelését.

Az alábbi tétel azt mutatja, hogy a stabil párosítások minimális méretű párosítások a
népszerű párosítások között.

8.18. Tétel. Ha M stabil párosítás és az N párosításra |N | < |M | teljesül, akkor N nem
népszerű.

Bizonyítás. Mivel M stabil, ezért N egyetlen éle sem blokkolja M -et, így N minden szavazó-
jának N -beli párja M -re szavaz. Mivel |M | > |N |, ezért van olyan csúcs, amit az M párosítás
fed, N viszont elkerül. Minden ilyen csúcs M -re szavaz, és ezekkel együtt M -nek szigorúan
több szavazója van, mint N -nek. Ezért aztán N ≺ M , vagyis N bizonyosan nem népszerű.

Ha olyan modellben dolgozunk, ahol népszerű párosítás a társadalmi elvárás, akkor termé-
szetes igény lehet, hogy maximalizálhatjuk az összepárosított játékosok számát, más szóval a
lehető legtöbb élt tartalmazó népszerű párosítást (vagy ezek egyikét) találjuk meg. Kavitha
rendkívül szellemes algoritmusa ezt a feladatot oldja meg páros gráfok esetén. Az algoritmus
inputja a fiúk F és a lányok L színosztályain egy G = (F ∪L,E) páros gráf és minden v ∈ F ∪L
csúcshoz a v-re illeszkedő élek egy ⪯v preferenciasorrendje. Az algoritmus outputja G egy
maximális méretű népszerű párosítása. Kavitha algoritmusa az alábbiak szerint működik.

A lánykérő algoritmust hajtjuk végre a G gráfon azzal a módosítással, hogy minden olyan
f fiú, akit minden lány visszautasított, személyiségfejlesztő tréningen vesz részt. Ezt követően
f elfelejti, hogy őt már visszautasították, és előről kezdi a lánykérést a számára legszimpatiku-
sabb lánnyal. A személyiségfejlesztő tréning hatása az, hogy minden lány szimpatikusabbnak
talál bármely tréningen átesett fiút minden személyiségfejlesztetlen fiúnál. Ha azonban egy ℓ
lánynak két tréninget elvégzett fiút kell összehasonlítania, akkor azt találja vonzóbbnak kö-
zülük, aki előbb van a ⪯ℓ rangsorban. Ha az így módosított lánykérő algoritmusban egy f
fiút a tréning elvégzése után is kikosaraz minden lány, akkor f beletörődik a sorsába, és facér
marad. Kavitha algoritmusa akkor ér véget, amikor az eljárás egy fázisában nem történik
visszautasítás. Ekkor az output a lánykérések által meghatározott M párosítás.

8.19. Tétel. Tetszőleges G = (F ∪ L,E) páros gráfon és tetszőleges ⪯v preferenciarendezések
esetén Kavitha algoritmusának outputja a G egy maximális méretű népszerű párosítása.
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A 8.19. Tétel bizonyítása helyett egy erősebb eredményt fogunk igazolni. Ehhez először
megértjük, hogy mi is történik valójában Kavitha algoritmusának végrehajtásakor. Definiáljuk
a GK gráfot a G gráf csúcshalmazán az alábbi módon. A G minden e = fℓ éléhez két
párhuzamos fℓ él fog tartozni: egy piros ep, és egy zöld ez él. Azonos színű élek között a
preferencia a G-beli preferenciából öröklődik. A lányok bármely piros élt előbbre rangsorolnak
bármely zöld élnél, a fiúk számára viszont egy zöld él mindig jobb egy piros élnél. Formálisan:
GK = (F ∪ L,Ep ∪ Ez), Ep = {ep : e ∈ E}, Ez = {ez : e ∈ E}. Ha az f ∈ F csúcs G-beli
preferenciasorrendje e1 ≻f e2 ≻f . . . ≻f ek, akkor f GK-beli preferenciasorrendje

ez1 ≻K
f ez2 ≻K

f . . . ≻K
f ezk ≻K

f ep1 ≻
K
f ep2 ≻

K
f . . . ≻K

f epk ,

ha pedig egy ℓ ∈ L csúcs G-beli preferenciasorrendje f1 ≻ℓ f2 ≻ℓ . . . ≻ℓ fm, akkor ℓ GK-beli
preferenciasorrendje

fp
1 ≻K

ℓ fp
2 ≻K

ℓ . . . ≻K
ℓ fp

m ≻K
ℓ fz

1 ≻K
ℓ fz

2 ≻K
ℓ . . . ≻K

ℓ fz
m .

Figyeljük meg, hogy Kavitha algoritmusa nem más, mint a GK gráfon a ⪯K
v preferenciák

mellett végrehajtott lánykérő algoritmus, ami –mint láttuk– a GK gráf fiú-optimális stabil
párosítását találja meg. A 8.19. Tétel tehát azonnal adódik az alábbi eredményből.

8.20. Tétel. Ha M ′ a fent definiált GK gráf stabil párosítása, akkor az M ′-nek megfelelő G-beli
élek M = {e ∈ E : {ep, ez} ∩M ′ ̸= ∅} halmaza G egy maximális méretű népszerű párosítása.

Bizonyítás. Legyen N a G egy tetszőleges párosítása. Először M népszerűségét úgy igazoljuk,
hogy megmutatjuk, hogy N nem lehet M -nél népszerűbb. Ezután azt bizonyítjuk be, hogy ha
|N | > |M |, akkor G tartalmaz N -nél népszerűbb párosítást. Innen már azonnal adódik, hogy
M a G egy maximális méretű népszerű párosítása. Vizsgáljuk meg tehát G csúcsainak az M
és N alternatívák összehasonlításakor leadott szavazatát.

Mivel M és N közös éleinek csúcsai az M és N által egyaránt fe-
detlen csúcsokhoz hasonlóan tartózkodnak a szavazástól, ezért csupán
azon élek végpontjaira kell figyelnünk, amely élek a két párosítás közül
pontosan az egyikhez tartoznak. Világos, hogy N minden szavazója
egy ilyen N -beli él végpontja. Legyen fℓ ∈ N , és vizsgáljuk meg, hogy
M hogyan fedi az f és ℓ csúcsokat. Mindkét csúcs esetén három lehe-
tőség van: az adott csúcsot M piros vagy zöld éllel fedi vagy elkerüli.
A mellékelt ábra a 9 lehetőséget mutatja. Három lehetőséget azonnal
kizárhatunk: ha ℓ-et M zöld élen fedi f pedig fedetelen, akkor a piros
fℓ él blokkolná M -et, így M nem volna stabil GK-ban. Hasonlóan, ha
f -et M piros éllel fedi és ℓ fedetlen, akkor a zöld fℓ él blokkolná M -et.
Ha pedig M az f és ℓ csúcsok egyikét sem fedi, akkor a piros és zöld
fℓ élek bármelyike blokkolja M -et.

f ℓ

?
!

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Négy olyan eset van, amikor az fℓ él két végpontja közül legalább az egyik M -re szavaz. Ha
M -ben f -et és ℓ-et ugyanolyan színű él fedi, akkor az ugyanilyen színű fℓ él nem blokkolhatja
M -et, így a két csúcs közül legalább az egyik M -re szavaz. Ha M piros élen fedi ℓ-et, és elkerüli
f -et, akkor a piros fℓ él nem blokkolhatja M -et, ezért ℓ M -re szavaz. Hasonlóan, ha M zöld
élen fedi f -et, és elkerüli ℓ-et, akkor a zöld fℓ él nem blokkolhatja M -et, tehát f is M -re szavaz.

Két eset maradt ki. Ha M f -et piros, ℓ-et pedig zöld éllel fedi, akkor a f M -re szavaz mivel
a piros fℓ él nem blokkolja M -et, és ℓ is M -re szavaz, hisz a zöld fℓ él sem blokkolja M -et. Ha
tehát az fℓ élt elhagynánk N -ből, akkor az mit sem változtatna az egyes csúcsok szavazatán.
Ezért a továbbiakban feltesszük, hogy ez az eset nem valósul meg M és N viszonyában. Az
utolsó eset az, ha M f -et zöld, ℓ-et pedig piros élen fedi. Kizárólag ebben az egyetlen esetben
fordulhat elő az, hogy f és ℓ egyaránt N -re szavaznak.
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Vizsgáljuk meg az M△N szimmetrikus különbség komponenseit. Minden ilyen komponens
vagy egy MN -alternáló kör vagy egy MN -alternáló út. A 8. esetet kizáró feltevésünk miatt
minden ilyen alternáló körben az M -hez tartozó élek egyszínűek, ezért a kör csúcsainak legalább
a fele M -re szavaz. Ha egy alternáló út komponens nem tartalmaz az ábrán a 9. esetnek
megfelelő N -beli élt, akkor a komponens minden N -beli élének legalább az egyik végpontja
M -re szavaz, ezért a komponens csúcsainak ismét legalább a fele M -et választja. Végül ha
az útkomponens egyik N -beli éle a 9. esetnek felel meg, akkor a kizárt 1. és 2. esetek miatt
az útkomponens egyik végén piros, a másikon pedig zöld M -beli élre végződik. Az út két
végpontja tehát M -re szavaz, és ez ellensúlyozza az N -re adott legfeljebb két szavazatot a 9.
esetben szereplő N -beli él végpontjaiban. Azt kaptuk, hogy ez az utolsó fajta komponens is
olyan, amelyikben a csúcsoknak legalább a fele M -re szavaz. Tehát a tetszőlegesen választott N
párosítás nem lehet népszerűbb M -nél, ezért a korábbi állításunknak megfelelően M csakugyan
népszerű.

A második cél eléréséhez engedjük meg a 8. eset előfordulását és tegyük fel, hogy |N | > |M |.
Ekkor az M△N szimmetrikus különbségben kell lennie egy olyan P útkomponensnek, amelyik
több N -beli élt tartalmaz, mint M -belit. Ekkor P mindkét végpontját elkerüli az M párosítás.
Ez azt jelenti, hogy P egyik végpontjában a 6., a másikban pedig a 7. eset valósul meg,
továbbá, hogy P -nek muszáj 1-gyel több olyan N -beli élt tartalmaznia, ami a 8. esethez tartozik
mint olyat, amelyik a 9-edikhez. Ezért P csúcsai közül legalább 2-vel több az M -szavazók
száma az N -szavazókénál. Így az N és N ′ = N△P párosítások összehasonlításakor csak P
csúcsai szavaznak, és közülük is legalább 2-vel többen N ′-t választják. Ez azt jelenti, hogy N ′

népszerűbb N -nél, vagyis nem létezhet G-ben olyan népszerű párosítás, amelyik a GK gráf egy
stabil párosításánál több élt tartalmaz.
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