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1. Mennyi a következő gráfban a minimális feszí-
tőfa súlya? Hány különböző minimális feszítőfa
van?
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2. Készítsük el a következő gráf szélességi bejárását!
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3. Határozzuk meg a Dijkstra algoritmussal a leg-
rövidebb utakat s és a többi csúcs között, nyo-
mon követve az algoritmust!
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4. Adott a G = (V,E) gráf és az élein egy k : E → R+ költségfüggvény. Bizonyítsuk be, hogy G
minden egyes minimális költségű F feszítőfája outputja lehet a Kruskal algoritmusnak alkalmas
(költség szerint monoton növekvő) élsorrend esetén.

5. [pótpótZH 2010. ősz] Adott egy G gráf, az e él hosszát jelölje l(e). Minden él hosszát növeljük
meg 2-vel, azaz legyen l′(e) = l(e)+2minden élre. Tegyük fel, hogy u és v között P egy legrövidebb
út az l′ élhosszokkal. Igaz-e, hogy P biztosan egy legrövidebb út u és v között az l′ élhosszokra
nézve is?

6. Bizonyítsuk be, hogy ha a G = (V,E) gráf minden élének különböző a költsége, akkor G minimális
költségű feszítőfája egyértelmű.

7. [ZH, 2011. október 13.] Az ábrán látható G
gráfnak megjelöltük egy F feszítőfáját és a fe-
szítőfa éleinek súlyait. Határozzuk meg, mennyi
lehet a G gráf feszítőfán kívüli éleinek minimális
összsúlya akkor, ha F minimális súlyú feszítőfá-
ja G-nek.
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8. [ZH 2008. október 10.] Határozzuk meg eb-
ben a gráfban az élsúlyokat úgy, hogy a Dijkstra
algoritmus rossz eredményt adjon!

9. Egy teljes gráf ponthalmaza x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , yl. Az (xi, xj) élek költsége (súlya) 1, az
(yi, yj) éleké 2, az (xi, yj) éleké 3. Mennyibe kerül a legolcsóbb feszítőfa?

10. [ZH 2010. október 15.] Legyenek az F fa csúcsai az v1, v2, . . . , v10, élei pedig vivi+1, ha 1 ≤ i ≤ 4
ill. v5vj, ha 6 ≤ j ≤ 10. Tegyük fel, hogy F a G egyszerű gráf v1-ből indított szélességi bejárásához
tartozó fa. Legfeljebb hány éle lehet G-nek?

11. [pótZH 2011. december 1.] Legyen G teljes gráf a {v4, v5, v6, v7, v8} ponthalmazon és a
vivj él hossza legyen l(vivj) = 4

(i,j)
. Határozzuk meg a v4 csúcs távolságát G többi csúcsától.

Megváltoztatható-e a v7v8 él hossza úgy, hogy v4 és v7 távolsága 3 legyen?

(Megjegyés – DM: (i, j) i és j legnagyobb közös osztóját jelenti.)

12. [pótZH 2013. december 6.] Az n pontú egyszerű, összefüggő, pozitív élsúlyokkal rendelkező
irányítatlan G gráfban az x és y pontok közötti legrövidebb út hossza s. Az E ′ ⊂ E(G) élhalmaz
éleit elhagyva a gráf két komponensre esik, x az egyik, y a másik komponensbe kerül. E ′ minden
élén növeljük a súlyt 2-vel. Igaz-e, hogy ekkor az x és y pontok közötti legrövidebb út hossza
biztosan s+ 2 lesz?

13. A kormány tendert ír ki n településnek a helyi vízműre történő rácsatlakoztatására. Minden aján-
lat két település (vagy egy település és a vízmű) között kiépítendő vezeték költségét tartalmazza.
Tudjuk, hogy a kormány úgy választja ki a megépítendő vezetékeket és az azokat építő egyes vál-
lalkozásokat, hogy a lehető legolcsóbban csatlakozzon az n település a vízműhöz. Cégünk különféle
homályos üzletek nyélbeütésével igen olcsón meg tudná építeni a Rátótot és Piripócsot összekötő
vezetéket, ráadásul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi bácsi elárulta nekünk az összes beérke-
zett ajánlatot. Hogyan árazzuk a saját Rátót-Piripócs ajánlatunkat, hogy a lehető legnagyobbat
szakítsuk?

14. Adott a G = (V,E) gráf és az élein egy k : E → R+ költségfüggvény. Tegyük fel, hogy ismerünk a
G−e gráfon egy minimális költségű F feszítőfát. Határozzuk meg a G gráfnak egy olyan minimális
költségű feszítőfáját, amelynek F -fel a lehető legtöbb közös éle van.

15. Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n csúcsú összefüggő irányítatlan gráf, a
kimenet pedig egy olyan gráfcsúcs, amiből minden más csúcs lefeljebb n/2 élű úton elérhető.

16. Törpfalván kitört a járvány: ronda kórság fertőzött meg néhány törpöt. Szerencsére a betegségből
minden törp egy nap alatt meggyógyul, és ezután egy napig immunissá válik, ám sajnos ezt
követően újra fertőződhet. Kellemetlen, hogy a törpök még betegen sem adják fel azt a megrögzött
szokásukat, hogy minden egyes nap minden barátjukat meglátogatják. Márpedig ha beteg és nem
immunis törp találkozik, az utóbbi bizonyosan megfertőződik. Mutassuk meg, hogy ha Törpfalván
100 törp él, akkor a járványnak a kitörését követő 101-dik napon már bizonyosan vége van.

17. A G irányított gráfról tudjuk, hogy pontosan egy negatív él van benne, és nem tartalmaz negatív
összhosszúságú kört. Az s csúcsból szeretnénk legrövidebb utat találni az összes többibe. Hogy
tudnánk ezt megtenni a Dijsktra algoritmus (esetleg többszöri) felhasználásával?


