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Kombinatorikus keresési problémak

A feladat az adott bemenethez tartozé exponencialisan nagy
megoldastérbél a legjobb megoldas kivalasztasa.

Algoritmus
- S|

Ez a teriilet nem foglalkozik olyan problemakkal ahol pl.

Input Output

o folyamatosan érkezd bemenetekre folyamatosan valaszolni kell,
@ a bemenethez val6 hozzaférés koltséges,

@ a bemenet nem teljesen ismert, véletlen valtozékat tartalmaz.



Hatékony algoritmusok

Legrosszabbeset-analizis:
a maximalis futasi id6 meghatarozasa n hosszi bemeneten.

e Szeretjiik: linearis id6, O(n). k“j
® Nem szeretjiik: exponencialis id, 2°("). (.-.\

Elméleti szempontbél rendkiviil fontosak a polinom idében n
megoldhaté problémak.

Legrosszabbeset-analizis helyett lehetne vizsgalni
o atlagos futasi idét véletlenszer(i bemeneteken,

o futasi idét gyakorlatban eléfordulé
bemeneteken.
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PLNP
Az NP-teljesség elmélete erds bizonyitékot nydjt arra, hogy
bizonyos probléemakra nem létezik polinom idejii algoritmus.

[NP = Nemdeterminisztikus Polinomidd]

Tobb ezer problémardl mutattak meg, hogy NP-teljes. Pl.
@ leghosszabb at keresése,
@ utazéiigyndk-probléma
o grafszinezés
o logikai formulak kielégithet6sége



?

L NP
Az NP-teljesség elmélete erds bizonyitékot nydjt arra, hogy
bizonyos probléemakra nem létezik polinom idejii algoritmus.

[NP = Nemdeterminisztikus Polinomidd]

Tobb ezer problémardl mutattak meg, hogy NP-teljes. Pl.
@ leghosszabb at keresése,
@ utazéiigyndk-probléma
o grafszinezés
o logikai formulak kielégithet6sége

Ha barmelyik NP-teljes problémara létezik polinom idejii
algoritmus, akkor az Gsszesre is |étezik!

@ P = NP: 0Osszes ilyen problémara létezik polinom idejii
algoritmus és sok masra is!

@ P # NP: NP-teljes probléemakra nem létezik polinom idejii
algoritmus.



Az NP-teljesség csak azt mondja, hogy (valészinileg)
nem létezik polinom idejd algoritmus a problémaral

Nem deriil ki, hogy

o Létezik-e a 29" idejii nyers er6 médszer helyett pl. 20(v7)
idejd algoritmus?

o Esetleg n©(°81) yagy nOloglogn) jdeji?

o Létezik-e olyan polinom ideji algoritmus, amely az
optimalisnal 0,1%-al rosszabb eredményt ad?

o Létezik-e olyan algoritmus a KLIKK problémara, amelynek a
futasi ideje polinomialis a graf méretében, de exponencialis a
keresett klikk méretében?

Ezen kérdések megvalaszolasara a P # NP sejtésnél erésebb
hipotézisek sziikségesek!



Exponential-Time Hypothesis (ETH)
3SAT probléma: adott egy n valtozés 3CNF Boole formula pl.
(x1Vx3Vxa)A(x1 VXV xs)A(x1Vx3VXs),
adjunk valtozéknak értékeket gy, hogy a formula igaz legyen.

o Trivialis algoritmus: 2" probalkozas
o Legjobb felss korlat: O(1,30704") [Hertli 2011].

[Impagliazzo, Paturi, Zane 2001] fogalmazta meg a kdvetkez6 sejtést
és vizsgalta kovetkezményeit:

Exponential-Time Hypothesis (ETH): az n valtozés 3SAT
problémara nem létezik 2°(") idejd algoritmus.




Utazéiigynok-probléma
Utazéiigynok-probléma (TSP): adottak a tavolsagok n varos
kozott, keressiik az Gsszes varost meglatogaté legrovidebb koérutat.
o Nyers er6: O(n!) lépés.
o Dinamikus programozas: O(n? - 2") lépés [Bellman 1962].

e Ha ETH igaz, nincs 2°(") idejii algoritmus.
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Utazéiligynok-probléma sikgrafokon
Uthalézatok tobbé-kevésbé tekinthetsk sikbarajzolhaté grafoknak.
o Sikgrafokon a probléma megoldhaté 2°(V") idében.
e Ha ETH igaz, nincs 2°(V™) idejii algoritmus.

Az algoritmus jelent8s mértékben kihasznalja a sikgrafok
szerkezetét.




Utazéiligynok-probléma sikgrafokon
Uthalézatok tobbé-kevésbé tekinthetsk sikbarajzolhaté grafoknak.
o Sikgrafokon a probléma megoldhaté 2°(V") idében.
e Ha ETH igaz, nincs 2°(V™) idejii algoritmus.

Az algoritmus jelent8s mértékben kihasznalja a sikgrafok
szerkezetét.

Klasszikus tény:

Minden n csicst sikgrafnak van
O(y/n) méretli kiegyensulyozott
szeparatora.

¢



Utazoiigynok-probléma sikgrafokon
Uthalézatok tobbé-kevésbé tekinthetsk sikbarajzolhaté grafoknak.
o Sikgrafokon a probléma megoldhats 290V idgben.
e Ha ETH igaz, nincs 2°(V") idejii algoritmus.

Az algoritmus jelent8s mértékben kihasznalja a sikgrafok
szerkezetét.

Klasszikus tény: Modern nyelven:

Minden n csacsu sikgrafnak van  Minden n csacst sikgrafnak O(y/n)
O(y/n) méretii kiegyensilyozott a favastagsaga (treewidth).
szeparatora.
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Utazoiigynok-probléma sikgrafokon

Ha az athalozat sikgraf lenne, valéjaban akkor sem akarnank az
Osszes keresztez6dést meglatogatni.
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Paraméteres bonyolultsag

Alapgondolat: A futasi id6t az input mérete n és az input
valamilyen fontos k paraméterének a fliggvényében elemezziik. A
cél a kombinatorikus robbanast k-ra korlatozni.
Példak a paraméterre:

@ a kivant megoldas mérete

@ bizonyos objektumok szama

@ a tér dimenzidja

° ...
Definicié
Egy probléma fixed-parameter tractable (FPT), ha megoldhaté

f(k) - n°() idében, ahol f egy tetszéleges (csak k-tdl fiiggs)
fliggvény.
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Paraméteres bonyolultsag

Az alabbi 6sszes probléma megoldhaté nyers erével n©%) idsben,
de valéjaban FPT és megoldhats 29(%) . (1) idgben is:

@ k hosszl Gt keresése

@ k hossza kor keresése

@ Osszes él lefogasa k csuccsal

@ k diszjunkt 3 elemii halmaz kivalasztasa

@ legrovidebb Steiner fa k pont Gsszekotésére

° ...

... és ETH mellett ezekre a problémakra nem létezik 2°(K) . p
idejd algoritmus!
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Paraméteres bonyolultsag

Az alabbi 6sszes probléma megoldhaté nyers erével n©%) idsben,
de valéjaban FPT és megoldhats 29(%) . (1) idgben is:

@ k hosszl Gt keresése

@ k hossza kor keresése

@ Osszes él lefogasa k csuccsal

@ k diszjunkt 3 elemii halmaz kivalasztasa

@ legrovidebb Steiner fa k pont Gsszekotésére

° ...
... és ETH mellett ezekre a problémakra nem létezik 2°(k) . O(1)
idejd algoritmus!

o n” id6: reménytelen nagy n és pl. k = 60 esetén.

o 1,35 . n: akar lehet hatékony nagy n és k = 60 esetén is
(1,3% ~ 7.000.000).
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Paraméteres bonyolultsag

Az alabbi 6sszes probléma megoldhaté nyers erével n©(%) idsben és
ha ETH igaz, akkor ezekre a problemakra nem létezik n°(%) ideji
algoritmus:

o k meéretii klikk keresése
@ k diszjunkt halmaz keresése egy halmazrendszerben
o k darab egymastél < d tavolsagra lévé csucs kivalasztasa

o k kozpont kivalasztasa, amitsl a graf dsszes csicsa < d
tavolsagra van
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Technikak

Grafminorok

Favastagsag
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Szinkédolas (Color Coding)

k-UT
Bemenet: G graf, k egész.
Kimenet: egy k hossza Gt a grafban.

A probléma NP-nehéz, mivel tartalmazza Hamizron Ut
problemat specialis esetként.

Tétel [Alon, Yuster, Zwick 1994]
A k-UT probléma megoldhaté 2°(%) . n0(1) idaben.
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Szinkédolas (Color Coding)

o Tekintsiik a graf csucsainak egy véletlenszer( szinezését k
szinnel.
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Szinkédolas (Color Coding)

o Tekintsiik a graf csucsainak egy véletlenszer( szinezését k
szinnel.

@ 3

o Keressiink 1 — 2 — ... — k szinezés{i utat; a valasz ,|GEN"
vagy ,,NEM".
e Ha nincs k hossza Gt: nincs 1 — 2 — - -« — k szinezés(i Gt =
.NEM".

o Van legalabb egy k hossza at: k=% valésziniiséggel
1—-2— ... — klesz a szinezése = ,IGEN".
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Hibavaldsziniiség

Hasznos tény

Ha a siker valészintisége legalabb p, akkor annak a valdsziniisége,
hogy 1/p ismétlés utan sem lesz ,|GEN" a valasz legfeljebb

(1—p)/P < (e P)/P =1/e~0,38
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Hibavaldsziniiség

Hasznos tény

Ha a siker valészintisége legalabb p, akkor annak a valdsziniisége,
hogy 1/p ismétlés utan sem lesz ,IGEN" a valasz legfeljebb

(1—p)/P < (e P)/P =1/e~0,38

o Vagyis ha p > k~*, akkor a hiba valészintisége k* ismétlés
utan legfeljebb 1/e.

o Az egész algoritmust konstans sokszor megismételve a hiba
valésziniisége levihetd tetszdlegesen kicsi konstansra.

@ PI. 100 - k¥ véletlen szinezés utan a hibas valasz valésziniisége
legfeljebb 1/e1%.
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1—2— ... — k szinezésii Ut keresése

o Nemszomszédos szineket 6sszekoté élek feleslegesek.
@ A maradék éleket iranyitsuk a nagyobb szin felé.

o A feladat annak ellenérzése, hogy van-e iranyitott at az 1-es
szinosztalytdl a k-as szinosztalyig.
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o Nemszomszédos szineket 6sszekoté élek feleslegesek.
@ A maradék éleket iranyitsuk a nagyobb szin felé.
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Color Coding

k-UT

Szinkédolas
siker valészintisége: k<

1—-2—...—k
szinezésii Gt
keresése

polinom idében
megoldhaté
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Négyzetgyok-jelenség sikgrafokon

Sikgrafokon gyakran sokkal hatékonyabb algoritmusokat tudunk
talalni és legtobbszor vk szerepel a futasi idében.

20(VK) . ,O(1) ids nO(Vk) ids

k hosszi at @ k csiics egymastdl > d

k fiiggetlen csiics tavolsagra

@ k csucs akikt8l minden

k fiiggetlen haromszog
cscs < d tavolsagra van

e 6 o6 o

Osszes €l lefogasa k

cstcesal o k terminal elvalasztasa

minimalis szama él
torlésével

és ETH mellett ezekre a problémakra nem létezik 20(Vk) . nO(1)
ne(Vk) algoritmus!

19



Utazoiigynok-probléma sikgrafokon
o Nyers ers: k! - n9() lepés.
o Dinamikus programozas: 2% - n©() lepés [Bellman 1962].
o Sikgrafokra: 20(Vk) . nO(1) [Klein M. 2014]
e Ha ETH igaz, nincs 20(Vk) . n0(1) idejl algoritmus sikgrafokon.
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Dichotémia tételek

@ Minden problémanak vannak kdnnyii és nehéz specialis esetei.

o Cél: a specialis esetek szisztematikus vizsgalata, az Gsszes
konnyii és az &sszes nehéz specialis eset felderitése.

@ Dichotomia tétel: egy végtelen problémacsalad Gsszes tagjarol
megallapitjuk, hogy kdnny( (pl. polinom idében megoldhato)
vagy nehéz (pl. NP-teljes).

o Keét 6 teriilet, ahol ilyen vizsgalatok torténtek:

o Logikai (Satisfiability) és korlatkielégitési (CSP) problamak:
milyen tipusi feltételek teszik nehézzé a problémat?

o Grafproblémak: milyen grafok/grafosztalyok teszik nehézzé a
problémat?
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Logikai formulak

Feladat: 0-1 valtozékon adottak logikai feltételek, agy kell
értékeket adni a valtozokat, hogy az Osszes feltétel teljesiiljon.

Ez lehet konnyii vagy nehéz, attél fiiggen, hogy milyen formajuak
a feltételek.

x1 # xo: polinom idében megoldhaté (két szinnel szinezés)

x1 V x2, X1 V X2, X1 V Xo: polinom id6ben megoldhaté.

(x1 Ax2 Ax3) — xa: polinom idében megoldhaté (HORN SAT).
x1VxoVx3 X1 VXV x3: NP—teljes (3SAT)

x1 @ xp @ x3 = 1: polinom idében megoldhaté (linearis
egyenletrendszer).
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Logikai formulak

Feladat: 0-1 valtozékon adottak logikai feltételek, agy kell
értékeket adni a valtozokat, hogy az Osszes feltétel teljesiiljon.

Ez lehet konnyii vagy nehéz, attél fiiggen, hogy milyen formajuak
a feltételek.

x1 # xo: polinom idében megoldhaté (két szinnel szinezés)

x1 V x2, X1 V X2, X1 V Xo: polinom id6ben megoldhaté.

x1VxoVx3 X1 VXV x3: NP—teljes (3SAT)

x1 @ xp @ x3 = 1: polinom idében megoldhaté (linearis
egyenletrendszer).

Schaefer Dichotémia Tétele [Schaefer 1978]

Pontosan karakterizalja azokat a logikai feltételeket, amelyek
mellett a probléma polinom idében megoldhat6 és azokat, amelyek
mellett a probléma NP-teljes.

(x1 Axo Ax3) — xa: polinom idében megoldhaté (HORN SAT).
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RESZGRAF KERESES

RESZGRAF KERESES

Bemenet: H, G grafok.
Kimenet: G-nek egy H-val izomorf részgrafja.

H G

Ha # valamilyen grafosztaly, H-RESZGRAF KERESES probléma az
a specialis eset, ahol a H mintagraf a H osztalyba tartozik.
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RESZGRAF KERESES specialis esetei

Szamos specialis esetrdl tudjuk, hogy NP-teljes:

KLIKK
NP-teljes

TELJES PAROS GRAF
NP-teljes

k-Ut
NP-teljes

HAROMSZOG PAKOLAS
NP-teljes.

Lhr | B (@

P>-PAKOLAS
NP-teljes.
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Parositas probléma
Parositas keresése paros grafban:
polinom idében megoldhaté (,,magyar médszer") [Kénig, Egervary]

()
N_IN_/ Q=7

K

Parositas keresése altalanos grafban:
polinom idében megoldhat6é [Edmonds 1965]

25



Polinom idében megoldhaté esetek

Néhany grafosztaly, amelyre a H-RESZGRAF KERESES polinom
idében megoldhaté:

e 7 csak fiiggetlen éleket tartalmaz (parositas)
@ H csak csillagokat tartalmaz
o H csak ,szélmalmokat” tartalmaz

@ H csak ,hosszi csillagokat” tartalmaz

ook D

fliggetlen élek csillag szélmalom hosszi csillag

26



Részgraf keresés
Definicié
Az H graf osztaly matching splittable ha létezik olyan ¢ > 0

konstans, hogy minden H € H grafbdl lehet térdlni ¢ cstcsot gy,
hogy utana minden Gsszefiiggé komponensnek < 2 csiicsa legyen.

Tétel [Jansen, M. 2015]
Legyen H egy csiicstorlésre nézve zart grafosztaly.

@ Ha H matching splittable, akkor a H-RESZGRAF KERESES
probléma randomizalt polinom idében megoldhatd,

@ és minden mas esetben NP-teljes.
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Algoritmus
Tétel [Jansen, M. 2015]

Legyen H egy csiicstorlésre nézve zart grafosztaly. Ha #H matching
splittable, akkor a H-RESZGRAF KERESES probléma randomizalt
polinom idében megoldhaté.
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Algoritmus

Tétel [Jansen, M. 2015]

Legyen H egy csiicstorlésre nézve zart grafosztaly. Ha #H matching
splittable, akkor a H-RESZGRAF KERESES probléma randomizalt
polinom idében megoldhaté.

Theorem [Mulmuley, Vazirani, Vazirani 1987]

Legyen G egy graf ahol az élek ¢ szinnel vannak szinezve legyenek
ki, ..., ke egészek. Létezik egy n©(©) idejii randomizalt algoritmus
annak eldontésére, hogy van-e olyan parositas, amely pontosan k;
darab 7 szinii élet tartalmaz.
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NP-teljesség

Lemma

Legyen H egy csiicstorlésre nézve zart grafosztaly amely nem
matching splittable. Az alabbiak koziil legalabb az egyik igaz:

@ 7 tartalmazza az osszes klikket.

@ H tartalmazza az Osszes teljes paros grafot.

@ H tartalmazza az n haromszogbdl all6 grafot minden n > 1-re.

YANVANVANVANVANVAN

@ H tartalmazza az n kétéli atbél allé grafot minden n > 1-re.
‘H-RESZGRAF KERESES mind a négy esetben NP-teljes!

Bizonyitas a Ramsey-tételen alapszik (minden kellen nagy graf
tartalmaz vagy nagy klikket vagy nagy fiiggetlen halmazt).
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Részgrafok szamlalasa
RESZGRAF SZAMLALAS
Bemenet: H, G grafok.
Kimenet: G-nek a H-val izomorf részgrafjainak a szama.
Parositasok keresése kdnnyii, de az adott méretii parositasok
megszamlalasa NP-nehéz! [Valiant 1979]

Ha a H osztaly csak csillagokat tartalmaz, akkor a H-RESZGRAF
SZAMLALAS polinom id6ben megoldhaté: végigprébaljuk a
kozéppont Osszes lehetséges elhelyezését (egy d fokd csicson egy s
foka csillag pontosan (‘:)-szer jelenik meg).

b
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Részgrafok szamlalasa
Definicié
Az H graf osztalynak korlatos a csiicslefogasi szama, ha létezik

olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden H € H grafban az dsszes élet le
lehet fogni ¢ csics torlésével.

Tétel
Legyen H egy csucstorlésre nézve zart grafosztaly.

@ Ha H-nek korlatos a csucslefogasi szama, akkor a
H-RESZGRAF SZAMLALAS probléma polinom idében
megoldhaté [korabbi munkak],

@ és minden mas esetben NP-teljes [Curticapean, M. 2014].
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Részgrafok szamlalasa

Ramsey-tétel Gjabb alkalmazasa:

Lemma

Ha H egy csucstorlésre zart grafosztaly és nem korlatos a
csucslefogasi szama, akkor legalabb az egyik teljesiil:

o 7 tartalmazza az Gsszes klikket.
o H tartalmazza az Gsszes teljes paros grafot.

@ 7 tartalmazza a fiiggetlen éleket tartalmazé grafokat.

[T

H-RESZGRAF SZAMLALAS NP-nehéz mindharom esetben!

Megjegyzés: az eredmény kiterjeszthetd olyan osztalyokra,
amelyek nem zartak a cshcstorlésre nézve, de ez sokkal
bonyolultabb eszkozoket igényel.
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Osszefoglalo

@ A polinom idében megoldhat6/NP-teljes felosztasnal
finomabb, kvantitativabb kérdéseket is meg tudunk valaszolni.

@ A P £ NP sejtés helyett ersebb hipotézisre van sziikségiink:
Exponential-Time Hypothesis (ETH)

o Paraméteres bonyolultsag azt vizsgalja, hogy a bemenetnek
pontosan melyik paramétere idézi el6 az exponencialis
robbanast.

@ Dichotémia tételek pontosan feltérképeznek egy
problémacsaladot, megtalaljak az dsszes kdnny( specialis
esetet és az Osszes algoritmikus Otletet a teriileten.
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Koszonom a figyelmet!
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