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Véletlen mennyiség, példak

Valészinliségi mezd Véletlen mennyiség

két kockadobas e masodik dobas értéke
e két dobas értékének 0sszege
e dobott egyesek szama

pakli kartya véletlen fele e Kkapott kirdlyok szama
e egyszinl lapok maximalis szama

mult heti mail-ek, ® Osszes bejovd
és feladdik e spam mailek szama - Neptuntdl
jové mailek szama



Valdszinlségi valtozo

Definicié: Egy X - () — [R fuggvényt
valoszintségi valtozonak hivunk, ha minden
X & IR esetén a kdvetkezé halmaz esemény: 0O R

def
/\

(X <2} ={we Q| X(w) <a}

AN

3

QT1: Hogyan kell érteni ezt a feltételt? Miért van ra szlikség?

Q2: Es miért nem “kisebb-egyenld”, vagy “nagyobb” van a definicicban?




Val. valtozo, Q&A

Q1: Hogyan kell érteni ezt a feltetelt?
Miért van ra sziikség? {X < .CIZ} esemény

Al: Esemény = aminek értelmes a valoszinlsége. Tehat azt tesszlk fel, hogy

a P({X < 33}) valoszinlség értelmes szam.

Q2: Es miért nem “kisebb-egyenlé”, vagy “nagyobb” van a
definicioban?

A2: Ekvivalens definiciét eredményez. {X < aj} = {X 2 a?}
o0

ﬂ{X<x+%}:{X§;p}




Val. valtozo, példak

1. Egy (szabalyos) dobdkockaval dobunk.
Jelolje X a dobott sz&m 4-es maradékat.

A valdszinlségi mezd a szokasos:
) ={1,2,3,4,5,6} F = {0Osszes részhalmaz }
P(A) = kedvez6/osszes AR

A valészinlségi valtoz6 pedig a kovetkezd fliggvény: L "




Val. valtozo, példak

2. példa: két pénzérmével dobunk.
X: 1, ha egyformat dobunk, 0 egyébként.
Elnevezés: indikator valdszinlségi valtozo.
Jel:1 4 ahol A = {egyformat dobunk}

3. példa: megprébalunk beledobni egy papirgalacsint a szemeteskosarba.
X: a papir tavolsaga a ceél kozéppontjatol

{siker} = {X < 0,2}




Val. valtozo, mlveletek

Mit tudunk tenni a valdszinlségi valtozdokkal?

Legyen XeésY valdszinlségi valtozo. Ekkor a kdvetkezdk is val. valtozok:
36-X c-X (ceR) X + 42
X+Y X-Y X

9 —. ha Y sehol sem nulla
X XY

Vagyis beszélhetiink a kdvetkezd eseményekrdl:

(X +42<0) {X-Y>10}  etc




Egyszeru val. valtozo, eloszlas

Definicio: Egy valoszinlségi valtozo egyszerd, R
ha értékkészlete véges. MR

Definicié: Egy egyszeru val. valtozoé eloszlasa: T

{P<X =z) | z € R.an(X)} Te

Példa: X Kkét kockaval a dobott egyesek szama

25 10

P(X=0)=2 P(X=1)=_




Eloszlasfliggvény

Definicié: Az X val. valtozd eloszlasfliggvénye:

Fx :R — [0, 1] Fx(z) =P(X < x)

N
1
Példa: kockadobas négyes maradék, lasd abra. O————e
(Eloszlasfliiggvénye nem csak egyszerl . O————e
valészinldségi valtozénak van.) _
6 o—g
i i




Varhato érték, def.

Definicié: Legyen X egyszer( val. valtozd. Ekkor

EX)= » k-PX=k)
keRan(X)

Ertelmezések:
® a véletlen mennyiség atlagos értéke (!= tipikus érték)
e ¢értékek sulyozott kozepe, ahol a sulyok a valészindségek

Példa: kockadobdas 4-es maradéka

1 2 2
E(X)=0-=4+1-24+2.24+3.
(X) 65 6T

I3
6 2




Varhato érték, példak

EX)= Y k-PX=k)
keRan(X)
1. Kockadobas 1 1 ! 1 ! 1

E(X)=1=42-43.244.245.46.== 3,5
(X) = L-gH2-g+3 5455105

2. Az elbz6 val. valtozd négyzete

. N |
E(X?) = (12+22+32+42+52+62)6: =




Varhato érték, példak

EX)= Y k-PX=k)
keRan(X)

3. Egy urnaban 2 piros, 3 fehér golyo van. Visszatevés nélkil huzunk, amig
fehéret nem kapunk. Jeldlje / a kihdzott piros golydk szamat.

2 3 2 3 2 2 3212
E(Z)=0- —I—l——-|-2 ..... — 3o

4. |Indikator val. valtozo:

E(14) = 0-P(14 =0)+1-P(14 = 1) = P(A)




Varhato érték additivitasa

Legyen X és Y egyszer(i valésziniiségi véltozo.

Allitas: Tetszéleges ¢ € R esetén E(c - X ) = ¢ - E(X)
Aniss: E(X +Y) =E(X)+E(Y)

Ez nem nyilvanvalo, pl. két kockadobas 6sszegének eloszlasara:

IIIIII ”_|_” IIIIII no__ lIIIIIl

1 6 1 G 2 12

Megjegyzés: Az additivitds nem csak egyszerd val. valtozéra lesz igaz.




Poincaré-formula, biz.
Anitas: P(A1 U Ao U A3) =

Z IP) Z P Ai A A])—I-]P)(Al M A2 M Ag,)
1<1<y<3

Bizonyitas:

P(AlUAQUAS):l—P(ﬂ‘K):1_]E(1QX)

~1-F Hl )=1-E H<1_1Ai))

)




Poincaré-formula, biz.

=1-E(] ] -14))

1
=1 -E(1 -1y, —14, —14,+
Ly Lag g Tay 1,1 4,— 14, 14,1 4,)

= allitas




Binomialis eloszlas, def.

Definicié: Egy X valoszinlségi valtozd binomialis eloszlasu

azm € Nés p € [O/ 1] paraméterekkel, ha

n

k
Jelsies: X ~ B(n,p)

Példa: 71 kosarra dobasbdl hany megy be?

PX =k)=(_ )p"Qd—p)" % (Vk:0<k<n)

Altaldnosan, azonos kisérletekbdl hany “siker”?




Binomialis eloszlas, v. é.

Anitas: X ~ B(n,p) = E(X)=n-p

Bizonyitas:

Legyenek Al, PP An egyuttesen fliggetlen események, amik
valoszinlisége mind P . Nézzlk a kovetkezd val. valtozot:

Y =1y +--+1y,

Az additivitas miatt:

]E<Y) — E(]‘Al Tt 11472.)
—E(14,)+ - +E(1y,)=n-p

A vérhato érték csak az eloszlastdl fiigg, viszont X és Y eloszldsa ugyanaz.




Diszkrét egyenletes eloszlas

Definicié: Egy X valészinliségi valtozé diszkrét egyenletes eloszldst az T
elem( S halmazon, ha

1
PX=kl== (YkeS)
T
Megjegyzés:Ha S = {1 2 ... n}
akkor _1+2+...+n_n+1

E(X) - :




Randomized quicksort

Input: 70 elem( tomb, elemei 6sszehasonlithatok (pl. szamok)
Output: ugyanez sorba rendezve

Algoritmus:
0. Ha N S 1 akkor csak visszaadjuk.
1. Egyébként vesziink egy P pivot elemet, és ketté osztjuk a tombot:
o P-nél kisebbekre, és

o P-nél nagyobbakra.
2. Hivjuk meg az eredeti fliggvényt erre a két kisebb tombre.

3. Konkatentaljuk az eredményeket az alabbi sorrendben:
rendezett(P-nél kisebbek), [P], rendezett(P-nél nagyobbak)

Kérdés: Hogyan valasszuk P-t?



Randomized quicksort, all.

2

—

n
Megjegyzés: Ha mindig a legnagyobbat valasztjuk, akkor <2> ~n

dsszehasonlitast kell tegyunk.

Valasszuk a P-t egyenletesen véletlenszerlen. Jeldlje Xn egy N elemd
tomb sorba rendezése kdzben az elvégzett 6sszehasonlitdsok szamat.

Anitas: [£( X)) < 2nln(n)




Randomized quicksort, biz.

Bizonyitas: Legyen XZ,] az a val. valtozo, ami 1, ha az i-edik és j-edik
elemet valamikor 9ssze kellett hasonlitanunk, és O egyébként. Ekkor

(Ezek nem fuggetlenek.)
Az additivitas miatt




Randomized quicksort, biz.

2
Meggondolhato: E(XZ ]) = — :
’ J—1+1
Es tényleg: Legyenek a témb elemei Yls- -5 Yn

Nézzik csak az Yis Yi+15 - -3 YJ elemeket. (Ez] — 7 + 1 db elem)
Melyiket valasztjuk ki legeldszor pivot elemnek?

e Haaz Yivagy az y] elemet, akkor ,XZ j= 1
e Ha barmi mast, akkor 6k sose lesznek dsszehasonlitva, ezért qu] =0

Az eloszlas egyenletes, ezért E(X’l,j> = P<XZ,,] = 1) = = 2.+ 1
: ' ] — 1




Randomized quicksort, biz.

1<i<y<n 1<i<j<n
n 2 n
= Z(n— k‘—l—l)z = —2(n — 1)—|—2(n+1)zz
k=2 k=2
ica‘lgalc < 2nIn(n)




Varhato érték, végtelen eset

Kérdés: mi van ha R,an(X) nem véges? Akkor is van varhato érték?

llyenkor az eredeti képlet nem feltétlenil midkodik. Mi legyen a def?

Definicié: Ha X nemnegativ valdszin(iségi valtozd, akkor

E(X) ot sup  [E(Z)

Z egyszeri,

A9, ¢

Ez altalanositja a korabbi definiciét.




Varhato érték, diszkrét eset

Allitas: Legyen Xolyan nemnegativ val. valtozé, amire R.a.n(X)
megszamlalhatéan végtelen. Jeldlje az elemeit kl' k27 . Ekkor

E(X)=> kj PX =k
j=1

Példa: Egy tu fokan probalunk athuzni egy szal cérnat. Minden alkalommal D
eséllyel sikerll. Legyen X a szlikséges probalkozasok szama. Ekkor

.
E(X) =) k-PX = k)= (o ko
k=1




Folytonos eset, didhéjban

Geometriai valdszindség kontextusaban is vannak valdszinlségi valtozok.

Probléma: P(X — k‘) =0 minden k -ra. Vagyis az “eloszlas” nem
mond semmit.

Megoldas(ok):

e Az eloszlasfuggvény itt is értelmes.
e Az eloszlas helyett az eloszlasfliggvény derivaltjat fogjuk nézni
(ez lesz a sUrdségfliggvény).



KoszonOm a figyelmet!




