... és statisztika
Tartalom:
> Statisztikai alapfogalmak: minta, realizacid, alapstatisztikak
Empirikus eloszlasfiiggvény és konvergencidja
Becslések tulajdonsagai

>
| 2
» Maximum likelihood becslés, momentumbecslés
>

Konfidenciaintervallumok, X2' és t-eloszlas

» Hipotézisvizsgdlat, paraméteres probak
El6ismeretek: differencial- és integralszamitas foleg egy
dimenzidban,
a valszdm anyagrészbdl leginkabb: nevezetes diszkrét és folytonos
eloszlasok, eloszlasfiiggvény, stiriiségfiiggvény, silyfiiggvény,
fliggetlenség, momentumok (f6leg: varhaté érték és széras), CHT
és valtozatai, nagy szamok erds térvénye.
Jegyzetkiegészités: cs.bme.hu/~tobias/statisztika.pdf.
Idén idGbeosztasi okokbdl a maximum likelihood becslés a

becslések tulajdonsagai elott hangzik el.
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cs.bme.hu/~tobias/statisztika.pdf

Emlékezteto: statisztika

Sztochasztika = a véletlen torvényszeriiségének tudomanya.

A sztochasztika két f6 dga:

P> Valdszinliségelmélet: matematikai modellezés és formalizmus,
elméleti alapok

> Statisztika: véletlen eljarasokbdl szirmazé mérési adatok
elemzése és interpretacidja valdszinliségelméleti médszerek
segitségével
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Statisztika: attekintés
Véletlen eljarasbdl szarmazd mérési adatok — milyen eloszlastiak?

Gyakori szitudcié: a mérési adatok eloszldsa valamilyen ismeretlen
paraméterrel /paraméterekkel rendelkezik. (PI. tudjuk, hogy
Poisson, de nem tudjuk, hogy mi X értéke.)

A statisztika két f6 aga:

P Becsléselmélet: ismételt mintavétel segitségével prébéljuk meg
az ismeretlen paramétert megbecsiilni. A becslés lehet

> pontbecslés — a becslésiink értéke egy valds szam (vagy n
paraméter esetén egy R"-beli vektor), a paraméter valamilyen
értelemben ,,legjobb kozelitése” .

» intervallumbecslés/konfidenciaintervallumok — a becslésiink
értéke egy intervallum, amibe az ismeretlen paraméter legalabb
egy bizonyos (elére megadott) valdsziniiséggel beleesik.

» Hipotézisvizsgalat: szintén ismételt mintavétel segitségével
valamilyen allitast szeretnénk tesztelni — ,,van-e elég
bizonyitékunk arra, hogy az allitast elfogadjuk/elutasitsuk”?
— Statisztikai prébak, ebbdl a trgybdl: u-préba és t-préba.

(Példak ismeretlen paraméterre, mintavételre, hipotézisre: 13. fej. eleje) ,
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Minta és realizacié
(13.1.1. Def.) Legyenek Xi, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu
valtozdk, amelyek peremeloszldasa nem feltétleniil ismert. Ekkor az
X = (Xi,...,Xn) val. vektorvéltozét n elemii fiiggetlen, azonos
eloszlasi mintanak (réviden n elemii fae. mintanak) nevezziik.
Jelolések: Legyen X = (Xi,...,Xy) egy n elemii fae. minta, ahol a
mintaelemek eloszldsa valamilyen 9 paramétertdl fiigg (azaz az
eloszldsuk a v} ismeretében meghatarozhatd), ahol a ¥ lehetséges
értékeinek halmaza © C RY valamely d > 1-re. Ekkor ¥ € ©O-ra,
(1) abban az esetben, ha ¥ a valédi paraméter, egy A esemény
valészintiségét Py(A)-val jeldljiik,
(2) az Xi (vagy Xz, X3 stb.) valdsziniiségi valtozé ¥ paraméterhez
tartozé eloszlasfliggvényét Fy-val jeldljiik, azaz
F19(X) = Pﬁ(X]_ < X), x € R,
(3) ha Xi-nek ezen paraméter esetén létezik siirliségfiiggvénye,
akkor ezt fy-val jeldljiik. Vagyis:

F ha Fy differencidlhaté x-b
fﬁ(x)_{ 9(x), a Fy differencidlhaté x-ben,

0, kiilonben,
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Minta és realizacié
(13.1.1. Def.) Legyenek Xi, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu
valtozdk, amelyek peremeloszldasa nem feltétleniil ismert. Ekkor az
X = (Xi,...,Xn) val. vektorvéltozét n elemii fiiggetlen, azonos
eloszlasi mintanak (réviden n elemii fae. mintanak) nevezziik.

Jelolések: Legyen X = (Xi,...,Xy) egy n elemii fae. minta, ahol a

mintaelemek eloszldsa valamilyen 9 paramétertdl fiigg (azaz az

eloszldsuk a v} ismeretében meghatarozhatd), ahol a ¥ lehetséges

értékeinek halmaza © C RY valamely d > 1-re. Ekkor ¥ € ©O-ra,

(1) abban az esetben, ha ¥ a valédi paraméter, egy A esemény
valészintiségét Py(A)-val jeldljiik,

(2) az Xi (vagy Xz, X3 stb.) valdsziniiségi valtozé ¥ paraméterhez
tartozé eloszlasfliggvényét Fy-val jeldljiik, azaz
F19(X) = Pﬁ(X]_ < X), x € R,

(3) ha Xi-nek ezen paraméter esetén létezik siirliségfiiggvénye,
akkor ezt fy-val jeldljiik,

(4) illetve ha Xi-nek ezen paraméter esetén diszkrét az eloszldsa,
akkor py-val jeldljik az ehhez az eloszlashoz tartozé
sulyfiiggvényt. Vagyis x € R esetén py(x) = Py(X = x). 4/101



Minta és realizacid
| 2 (13.1.3. Példa: fy ill. py az eldbbi példékban)

» (13.1.4. Példa: az ismeretlen paraméterrel rendelkezé eloszlasu
val. valtozé értékkészlete fiigghet a paramétertdl)
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Minta és realizacié
> (13.1.3. Példa: fy ill. py az elébbi példdkban)
» (13.1.4. Példa: az ismeretlen paraméterrel rendelkezé eloszlasu
val. valtozé értékkészlete fiigghet a paramétertdl)
Célunk a realizacié preciz definidlasa — ehhez el6szér az adott
paraméterhez tartozd lényeges értékek halmazat definidljuk.
(13.1.5. Def. + jelolés.) Legyen X = (Xq,...,X,) egy n elemii fae.
minta, ahol a mintaelemek eloszldsa egy ¥ € © C RY paramétertd|
fligg. Legyen ¥ € © és i =1,...,n. Ekkor ha létezik az fy
strliségfiiggvény, akkor az 5)(3) halmazt igy definialjuk:
SY) = {x €R| fy(x) > 0} CR.
Ha pedig Iétezik a py silyfiiggvény, akkor definialjuk az Sy
halmazt az aldbbi képlettel:

s¢) = {x € R| py(x) > 0} CR.

Sg)—t mindkét esetben az X; valdsziniiségi valtozd ¥ paraméterhez

tartozé lényeges értékei halmazanak nevezziik. 5/ 100



Minta és realizacid

(13.1.6. Példa: Iényeges értékek halmaza a kordbbi példakban)
(13.1.7. Def.) Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemii fae. minta,
ahol a mintaelemek eloszldsa egy 9 € © C RY paramétertdl fiigg.
Az x = (x1,...,%n) € R" az X = (Xq,...,X,) minta egy
(lehetséges) realizaciéja a ¥ € © paraméter esetén, ha x; € 5)(2?)
teljesil minden i € {1,..., n}-re.

(13.1.8. Példa: realizicidk az 13.1.6. Példa esetén)
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Statisztikak

Egy n elemii fae. minta egy statisztikdjanak a mintaelemek egy
olyan fiiggvényét nevezziik, amely szimmetrikus, azaz ,,minden
mintaelemtél ugyanugy fligg”:

(13.2.1. Def.) Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemii fae. minta.
Ha T: R" — R szimmetrikus fiiggvény, azaz

T(xXt, - xn) = T(7(x1), - 7(xn))

minden xi,...,x, € Résm: {1,...,n} — {1,...,n} permutédcié
esetén teljesiil, akkor a T(X) = T(Xi,...,X,) valdsziniiségi
vektorvéltozét az Xi, ..., X, egy statisztikajadnak nevezziik.

Emlékeztets: 7: {1,...,n} — {1,..., n} permutdcié, ha
kdlcsonosen egyértelmii fiiggvény (azaz bijekcid), lasd 1. diasor.

Megjegyzés: Tavaly a nagy © helyett kis 6-t hasznaltam, de ez zavarba
ejto jeldlésnek bizonyult, ezért lecseréltem.
Régi vizsgakban, feladatsorokon a 6 felel meg a ©-nak.
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Alapstatisztikdk: mintadtlag

Az elsé alapstatisztika mintadtlag, amit mar a kdzépiskolabdl is
ismeriink:

Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemii fae. minta. Ekkor az
X, = X=X mintaatlag az X egy statisztikdja. Ha
x=(x1,...,xp) az X = (X1, ..., Xp) egy realizacidja, akkor
realizacié atlagat x,-nel fogjuk jeldlni: X, = LHJFX"

Az eddigiek alapjan nem megleps, hogy a mintaatlag a varhaté
érték egyfajta becslése a minta alapjan.

Az vildgos, hogy ha E(X;) létezik (vagyis ha E[|X;|] < c0), akkor a
mintadtlag varhaté értéke megegyezik az egyes mintaelemek
varhato értékével:

1
Em} = ;(]E(Xl) + ...+ E(Xp)) = E(X).
Tovabbi tulajdonsagai — lasd késGbb.
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Alapstatisztikak: korrigalt empirikus szérasnégyzet

(13.2.3. Def.) Legyen X = (Xi,...,X,) egy n elemii fae. minta.
Ekkor az

* 1 - Y
(S7)° = — ;(xi — %) (1)
1=
mennyiséget az X korrigdlt empirikus szérasnégyzetének
nevezziik, S; = /(5;)?-et pedig az X korrigdlt empirikus
szorasanak.
> ‘“empirikus” = “tapasztalati”.

> Vildgos: (S)? és S statisztikai X-nek.
» Miért n — 1-gyel osztunk (és nem pl. n-nel)? — Kov. &llitas.

(13.2.4. Allftés.) Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemii fae. minta,
amelyre teljesiil, hogy E(X?) < co. Ekkor

E((55)%) = D*(X0).

(Bizonyitas)
(13.2.5. Megjegyzés: miért nevezziik korrigdltnak)
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Rendezett mintak, empirikus medidn, mddusz
(13.2.6. Def.) Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemi fae. minta.
Legyen (X{, X5,..., X)) az Xq,..., X, mintaelemek egy olyan
felsorolasa, hogy
X< X5<...< Xy
Ekkor (X, X5, ..., X})-ot rendezett mintanak nevezziik.

(13.2.7. Példa: nyolcszori kockadobds; ismétlédé elemek kezelése)
Vigyazat: X{,..., X dltaldban nem fiiggetlenek és nem is azonos
eloszldstak!
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Rendezett mintak, empirikus medidn, mddusz
(13.2.6. Def.) Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemi fae. minta.

Legyen (X{, X5,..., X)) az Xq,..., X, mintaelemek egy olyan
felsorolasa, hogy

X{ <Xy <...<X).
Ekkor (X, X5, ..., X})-ot rendezett mintanak nevezziik.

(13.2.7. Példa: nyolcszori kockadobds; ismétlédé elemek kezelése)
Vigyazat: X{,..., X dltaldban nem fiiggetlenek és nem is azonos
eloszldstak!

Az empirikus median a rendezett minta kozépso eleme, ha paratlan
elemszamd a minta, ha pedig paros elemszamd, akkor a két
kozépso atlaga:

(13.2.8. Def.) Az X = (X1,...,X,) n elemii fae. minta empirikus

medianjin az m, x = X,_,; rendezett mintaelemet értjiik, ha

n=2k+1,é myx = X0 et ha n = 2k. (13.2.9. Példa)

Mi a (nem empirikus) med/an7 — Lasd hamarosan.
Moédusz: a leggyakoribb érték a mintdban. Ha tobb ilyen érték
van, akkor mindegyiket médusznak tekintjiik. 10/101



Empirikus eloszlasfiiggvény

Emlékeztetd: egy (egydimenzids) val. valtozé eloszldsat az
eloszlasfliggvénye egyértelmiien meghatarozza.

Tegyiik fel, hogy nem tudjuk, hogy a fae. mérési adataink milyen
tipust eloszlashoz tartoznak (azaz nemcsak egy paraméter, hanem
a teljes eloszlas ismeretlen), viszont képesek vagyunk nagy
elemszamu mintat venni.

Kérdés: Hogyan tudjuk a mintaelemek eloszlasfiiggvényét a minta
alapjan kozeliteni/becsiilni? Erre szolgal az empirikus
eloszlasfliggvény.

11/101



Empirikus eloszlasfiiggvény

(13.3.1. Def.) Legyen n € N és legyenek Xi,..., X, fae.
valdszintiségi valtozok. Az R — R,

x — F(x) : Z{X<X}_f\{/e{1 L} X < x}

fliggvényt az X = (Xl, ..., Xn) n elemii fae. mintdhoz tartozé
empirikus eloszlasfiiggvénynek nevezziik.

Alternativ (és talan emészthetdbb) megfogalmazds az X7, ..
rendezett minta segitségével:

X

n

0, hax<X{,
Fa()=< % haXy<x<Xf, k=1...,n-1,
1, hax>X;.

F egy véletlen fiiggvény: a fiiggvény értékei az Xi,..., X,
valdszinliségi valtozok értékeitdl fliggenek.

(@ssznépi gyakorlat: 12.4. feladat — az empirikus eloszlasfiiggvény

maga is egy (diszkrét) eloszlasfiiggvény) 127101



Az empirikus eloszlasfliggvény tulajdonsagai
(13.3.2. Allitas.) Legyen n € N és legyenek Xi, ..., X, fiiggetlen,
azonos eloszlast valdsziniiségi valtozdk F eloszlasfiiggvénnyel.
Ekkor minden x € R esetén teljesiil, hogy
(1) E(F(x)) = F(x),
(2) DA(F;(x)) = FAUEEED, s

(3) P(limp_yee F(x) = F(x)) = 1.

Azaz az empirikus eloszlasfiiggvény ,,j6 becslése a valddi
eloszlasfliggvénynek”: varhatd értéke a valddi eloszlasfiiggvény,
szérasa 0-hoz tart, s6t az emp. eloszlasfiiggvény 1 valdsziniiséggel
pontonként a valddi eloszldsfiiggvényhez tart.

Errol tobbet — mas szavakkal — késébb.

(Allitas bizonyitasa: (1) és (2) azért igaz, mert
nF}(x) ~ B(F(x),1/n); (3) a nagy szdmok er&s torvénye alapjan,
lasd el6adas/jegyzetkiegészités)

(Példa: 12.3. feladat — lasd gyakorlat/mintamegoldas)
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Glivenko—Cantelli-tétel (kiegészité anyag)
Lattuk: P(limp—oo Fi(x) = F(x)) =1, ¥x € R.

n
Ez még nem zarja ki azt, hogy x — oo vagy x — —oo esetén a
konvergencia egyre lassabb legyen. (Ha ez igy lenne, akkor az
empirikus eloszlasfiiggvényt nehezen lehetne a ,,valédi
eloszlasfiiggvény kirajzolasara” haszndlni.)
Azonban ez nincs igy, mert az aldbbi tétel szerint F)
1 valdszinliséggel az egész szamegyenesen egyenletesen konvergal
F-hez.

Glivenko—Cantelli-tétel: Legyen n € N és legyenek Xi,..., X,
fliggetlen, azonos eloszlast valdszinliségi valtozdk F
eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor az x — F(x) fiiggvény 1
valészinliséggel egyenletesen konvergdl x — F(x)-hez, azaz

P(n“—?;o)s(zﬂg |Fr(x) — F(x)| = o) =1
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Glivenko—Cantelli-tétel (kiegészité anyag)
Lattuk: P(limp—oo Fi(x) = F(x)) =1, ¥x € R.

n
Ez még nem zarja ki azt, hogy x — oo vagy x — —oo esetén a
konvergencia egyre lassabb legyen. (Ha ez igy lenne, akkor az
empirikus eloszlasfiiggvényt nehezen lehetne a ,,valédi
eloszlasfiiggvény kirajzolasara” haszndlni.)
Azonban ez nincs igy, mert az aldbbi tétel szerint F)
1 valdszinliséggel az egész szamegyenesen egyenletesen konvergal
F-hez.

Glivenko—Cantelli-tétel: Legyen n € N és legyenek Xi,..., X,
fliggetlen, azonos eloszlast valdszinliségi valtozdk F
eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor az x — F(x) fiiggvény 1
valészinliséggel egyenletesen konvergdl x — F(x)-hez, azaz

P(n'L”loizﬂg |Fr(x) — F(x)| = o) =1

(Megjegyzés: slirliségfiiggvény empirikus kozelitése, empirikus

slirliséghisztogram)
14 /101



Becsléselmélet

Szituacié: Xi, ..., X, fae. mintaelemek, eloszlasuk egy ¥ € ©
paramétertd| fiigg, és az ismeretlen ¥ paraméterre vagy annak
valamilyen (1) fuggvényére a mintaelemek valamilyen
statisztikaja alapjan minél jobb becslést akarunk adni.

Két fo valtozat:

» pontbecslések — a becslés egy konkrét valés szdm /vektor lesz
(,,a legjobb tippiink a paraméterre”)

» intervallumbecslések, konfidenciaintervallumok — a becslés
egy intervallum lesz, amibe az ismeretlen paraméter legalabb
egy adott valésziniiséggel (pl. 0,95, 0,99) beleesik.

Id6 hidnydban a pontbecslésekrdl sz6l6 rész csak izelité lesz,
egy-két médszert ismeriink csak meg részletesebben — bévebb
ismeretekért ldsd a SZIT MSc-s Matematikai statisztika targyat.
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Maximum likelihood becslés

A paraméterbecslés egyik médszere a maximum likelihood mddszer.

A mddszer lényege, hogy az X = (Xi,...,X,) n elemii fae. minta
x = (x1,...,xy) realizdciéja alapjdn meghatarozzuk azt a
P = (X1, ..., Xn)-gal jelolt paramétert, amely esetén a

legvaldsziniibb, hogy ezt a realizaciét kapjuk (diszkrét esetben
pontosan, folytonos esetben kozelitéleg).

Miutdn meghatdroztuk a T(x1,...,Xxn) = Vu(Xx1,. .., Xn)
fuggvényt, a becslés eredménye a

T(X1, .., X)) = 0.(X1, -, Xp)

statisztika lesz.

A becslés eredménye tehat a véletlen minta egy fiiggvénye, nem
pedig a realizicioé — ezt érdemes mindig észben tartani!
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Likelihood-fiiggvény
Hogy irjuk le, hogy egy adott ¥} € © paraméter esetén milyen
valdsziniiséggel kapunk (kozelitéleg) egy adott realizicidt?
— A likelihood-fiiggvény segitségével.
Emlékeztetd: py sulyfiiggvény, fy slirfv. ¥ paraméter esetén.
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Likelihood-fiiggvény

(14.2.1. Definicié.) Legyenek Xi, ..., X, fae. valészinliségi véltozdk,
amelyek eloszldsa egy ¥ € © C RY paramétertd| fiigg.

(1) Ha X; eloszldsa barmely ¥ € © esetén diszkrét és py jeldli a ¥

paraméterhez tartozé silyfiiggvényt, akkor az X = (Xy,..., X,) n
elemi fae. minta barmely (xq,...,x,) realiziciéja esetén legyen

L'L?(Xla B aXn) = Hpﬁ(Xi)
i=1

(2) Ha X eloszldsa barmely ¥ € © esetén folytonos és x — fy(x) jeldli
a ¥ paraméterhez tartozé slrliségfiiggvényt, akkor az
X =(Xy,...,X,) nelemii fae. minta barmely (xi,...,x,)
realizacidja esetén legyen

Lo(xa, ... xn) = [ [ fo(x)-
i=1

Az R" = R, (x1,...,xn) = Ly(x1,...,x,) figgvényt mindkét esetben (a
¥ paraméterhez tartozd) likelihood-fiiggvénynek nevezziik.
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Likelihood-fiiggvény: interpretacié
Diszkrét eset — az Ly likelihood-fiiggvény a mintaelemek egyiittes
eloszldsat irja le abban az esetben, ha ¥ a valédi paraméter.
Valdban, ha A egy esemény, Py(A) jeldli az A valészinliségét, feltéve,
hogy ¥ a valédi paraméter (4. dia). X, ..., X, fiiggetlensége miatt

n n
Lo(x1, ..., xn) = Hpﬁ(X,') = HI%(X,- =x)=Py(X1 = x1,..., Xy = Xp).
i=1 i=1

Folytonos eset — ha ¥ a valédi paraméter, akkor mivel fy(x;) az X;
valészinliségi valtozé sirliségfiiggvényének értéke az x; helyen,

Lo(xa, -, xa) = [ [ fo(x0)
i=1

a fliggetlenség miatt megegyezik az Xi, ..., X, valdsziniiségi véltozdk

egylittes siirliségfiiggvényével.
A likelihood-fiiggvény szemléletes jelentése tehat ebben az esetben

n n . 1
Lg(xh . ,X,,) = H fg(X,') = HATT,O EP.@(X,' (S (X,' — Ax;, x; + AX,'))
i=1 i=1"" !

1
= li — Py (X — A A . ¢ - A A .
Axlio,!TAanO PAx . 2Bx 9 (X1 € (x x1, X1 + Ax1), ..., Xn € (Xn Xn, Xn -+ Dxp))
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Maximum likelihood becslés adott realizacid esetén

(14.2.3. Definicid.) Legyen X = (X1,..., X,) egy n elemii fae.
minta, ahol a mintaelemek egy ¥ € © C RY paraméterté| fiiggd
eloszldssal rendelkeznek, és tegyiik fel, hogy (minden ¥ € ©

esetén) létezik az Ly likelihood-fiiggvény. Legyen x = (xi, ..., Xp)
az X = (Xi,...,Xy) egy realizicidja.

A maximum likelihood becslés ¥J-ra az (x, ..., x,) realizacié
alapjan az a ¥.(x1,...,xp) € © paraméter, amely esetén a
likelihood-fliggvény Ly(xi, ..., Xn) értéke maximalis.

Formalisan kifejezve,

Du(Xx1, ..., Xn) = argmax Ly(xi, ..., Xp).
Je©
Mds szavakkal, ¥.(x1,...,x,) az a ¥ € © paraméter, amelyre

teljesiil, hogy barmely 9" € © esetén

Lﬁ*(X17-~-7Xn)(X17 NN ,Xn) Z Lg/(Xl, N ,Xn).

A gyakorlatban a maximum helye szerencsére gyakran egyértelmii.
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Maximum likelihood becslés fogalma
Amint mdr utaltunk rd, a maximum likelihood becslés
végeredményeként egy statisztikat kapunk, vagyis nem az
(x1,...,xn) realizicié, hanem az X = (X1, ..., X,) valészinliségi
vektorvaltozé egy fiiggvényét. Err6l szdl a kdvetkezo definicid:
(14.2.4. Definicid.) Az el6z6 definiciéban leirt helyzetben vezessiik
be a
T:R" >R, (x1,...,%n) = Fu(x1,...,Xn)
fliggvényt. Ekkor a
T(X1,...,X0) = 0u( X1, ..., Xn)

statisztika neve: maximum likelihood becslés -ra.

Kérdés: hogy szamoljuk ki a maximum likelihood becslést?

Most megismeriink erre egy standard mddszert, ami sokfajta
eloszldsnal haszndlhatd.

Utdna lesz olyan példa is, ahol mds oOtlettel kénnyebb kiszdmolni a
maximum likelihood becslést (de ilyesmire a vizsgdn legfeljebb a

csillagos feladatban lehet szamitani). gt



Log-likelihood-fliggvény

n n

Lo(xt, .., xn) = [ [ po(xi) (diszkrét), Ly(xa, ..., xn) = [ ] fa(xi) (folyt.).
i=1 i=1

Ezt szeretnénk ¥-ban maximalizalni. — Lehet derivélni, de csiinya

(n tagd produktum, szorzatszabaly, lancszabdly...).

Vegyiik a logaritmusdt — maximuma ugyanott lesz.

A produktumbdl szumma lesz és kdnnyebb lesz derivalni.

(14.2.5. Def.) Ha (x1,...,%n) = Ly(x1,...,%n) egy
likelihood-fiiggvény, akkor az

R" > R, (x1,...,Xn) — hy(x1, ..., xn) = InLy(x1,...,%n)
fliggvényt log-likelihood-fiiggvénynek nevezziik.
(14.2.6. Allitas.) Ha (xq,...,xn) — Lo(x1, ..., xn) gy
likelihood-fiiggvény és (x1,...,xn) — ly(x1, ..., Xn)
= InLy(x1,...,xn) az ehhez tartozé log-likelihood-fiiggvény, akkor

¥ € © esetén Ly(xi,...,x,) pontosan akkor maximdlis ¥-ban, ha
lg(x1, ..., xn) maximalis ¥-ban. 21/101



Maximum likelihood becslés: eljaras log-likelihood

fliggvényes médszerrel

1. Rogzitett xi,...,x, realizdcid és ¥ € © paraméter esetén
meghatdrozzuk a likelihood-fiiggvény Ly(xi,. .., xn) értékét.
Ennek (e alapt) logaritmusa ly(xi, ..., x,) értéke.
Az a ¥ ly(xa, ..., xn) fliggvényt derivaljuk (9 szerint).
Megvizsgaljuk, hogy a derivélt hol egyenl6 0-val.
Megvizsgaljuk, hogy a derivalt zérushelyei lokalis
maximumhelyek-e. (+ — — elgjelet valt-e a derivalt? Avagy:
2. derivalt negativ-e?)
Ha tobb lokalis maximumbhely is van, ezek koziil az lesz a
globalis maximumhely, ahol a likelihood-fliggvény értéke a
legnagyobb.

6. Tegyiik fel, hogy egy egyértelmii ¥.(xi,...,x,) globdlis
maximumhelyet kaptunk. Ekkor ¥.(Xi, ..., X,) lesz a keresett
maximum likelihood becslés.

Amennyiben a © paramétertartomany nem az egész RY, akkor
vizsgalni kell azt is, hogy a tartomany hataran nincs-e
maximumhely. 22/101
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Maximum likelihood becslés: példak és megjegyzések

P Diszkrét példa: 14.2.7. Példa, Poisson-eloszlds
> Folytonos példa: 14.2.8. Példa, exponenciilis eloszlas

> Példa Ly maximalizdldsara Iy kiszdmolasa nélkiil: 14.2.10.
Példa, egyenletes eloszlas

> Tovdbbi példdk gyakorlaton
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Hany hal van a téban? — avagy a hipergeometriai eloszlds
maximum likelihood becslése (14.2.11. Példa)

Bolla Marianna példaja (ML-becslés egy n = 1 elemii mintdnal, egy
olyan esetben, amikor sok paraméter van, koztiik egy ismeretlen).
Egy téban él6 halak szamat szeretnénk humanus médon (az &sszes
hal kifogdsa és a té leengedése nélkiil) megbecsiilni.

Kifogunk néhany halat és megjeldljiik egy chippel, ami nem
artalmas a halra.

Jeldlje j a megjeldlt és k a jeldletlen halak szamat, Gsszesen tehat
Jj + k hal van a téban.

Kifogunk (visszadobas nélkiil) n halat és ezek kozt x jeldltet
taldlunk.

Ez alapjan mi a maximum likelihood becslésiink k-ra?
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Hany hal van a téban? — avagy a hipergeometriai eloszlds
maximum likelihood becslése (14.2.11. Példa)

Jeldlje j a megjeldlt és k a jeloletlen halak szamat, Gsszesen tehat
Jj + k hal van a téban.

Kifogunk (visszadobas nélkiil) n halat és ezek kozt x jeldltet
taldlunk.

Ez alapjan mi a maximum likelihood becslésiink k-ra?

Ismeretlen paraméter: k. A likelihood-fiiggvény

D65

Lk(x) = Px(n kifogottbdl x jeldlt) = (j+k)

Hogyan maximalizaljuk?

k csak egész értéket vehet fel, nem lehet k szerint derivélni.
Nézziik meg, hogy Li(x) milyen k-kra lesz nagyobb, mint Lx_1(x).
Remény: az eloszlds unimodalis (,,egymdduszi”), vagyis Li(x) egy
ideig n6 k-ban, aztan pedig csokken.
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Hany hal van a téban? — folytatds
A likelihood-fiiggvény

1)

Lk(x) = Pg(n kifogottbdl x jeldlt ) =

)
n
Ha kK > 1,
L) _ GO kitk=n)
Lea() (Eheth)  (k=(n=x))G+k) —
pontosan akkor teljesiil, ha
k<" s
X

Itt valt novekvérdl csdkkendre a likelihood-fiiggvény.
Ha J;” ¢ N, akkor k = LJ;"J — J az ML-becslés.
Ha £ € N: két ML-becslésiink is van (azonos maximum-értékkel):
k———Jesk—J”—j—l.
Az 3sszes hal szimdra ML-becslés: LJ;"j illetve J;” és J;” — 1.
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Hipergeometriai eloszlas altaldban (kiegészité anyag)
Van N darab objektum, ebbdl M kedvezé, N — M kedvezdtlen.
Hazunk n < N darabot visszatevés nélkiil — jeldlje X a hizott
kedvezd objektumok szamat. Ekkor

() (o)
()
> Rogzitett n esetén, ha N végtelenhez tart és M/N = p

allandd, tart az (n, p) paraméterii binomidlis eloszlashoz.

> Virhatd értéke mindig % = np.

P(X =m) = , m=0,1,...,n.

> Hogyan tér el a binomidlistél?
Ha mar huztam egy kedvezd objektumot, a kdvetkezd
|épésben kevésbé valdszini, hogy megint kedvezot hizok
(mivel visszatevés nélkiil hizok) — a kedvez6 objektumok
hizasainak indikatorai a kiilonb6z6 kisérletekben negativan
korreldltak.

A korreldcidk nulldhoz tartanak a fenti hatarértékben.
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Becslések tulajdonsagai
(14.1.1. Def.) Legyen adott egy X = (X1,...,X,) egy n elemi fae.
minta, ahol a mintaelemek eloszlasa egy ismeretlen ¥ € © C R
paraméterté| fiigg, és legyen 10: RY — R egy fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy a minta egy T(X) = T(Xi,...,X,) statisztikdja
(1) a ¥(¥) paraméterfiiggvény egy torzitatlan becslése, ha

Eo(T(X1,...,Xn)) = ¢(9), Vi € O,
ahol Ey jeloli a Py valdsziniiség szerinti varhatd értéket,
(2) a ¥(9) egy aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha
nli_>rr;oIE19(T(X1, o, Xn)) = Y(0), Vi € O,
(3) a (V) egy erésen konzisztens becslése, ha
Pﬂ(nlgngo T(X1,...,Xn) =9(V)) =1, Vi € ©.

(Megjegyzés: gyengén konzisztensnek, avagy egyszerlien konzisztensnek

akkor nevezziik a becslést, ha ugyanez az 1 valdsziniiségii/majdnem

biztos konvergencia helyett valdsziniiségben vald/sztochasztikus
konvergenciaval teljesiil. Lattuk: az 1 valdszinliségli konvergenciabdl

kovetkezik a valdszinliségben valé konvergencia is.

Tehdt: erdsen konzisztens = konzisztens is.) 27/101



Becslések tulajdonsagai

(14.1.2. Def.)

Ha T(X) és a minta egy mésik T'(X) = T'(X1,...,X»)
statisztikdja is torzitatlan becslése v(¥)-nak, akkor azt mondjuk,
hogy T(X) legalabb annyira hatasos, mint T'(X), ha
D3(T(X)) < D3(T'(X)), ahol D3 jeldli a Py szerinti
szérasnégyzetet.

Ha T(X) legaldbb annyira hatdsos, mint ¥(¢) barmely torzitatlan
becslése, akkor T(X) a 1(}) egy hatasos becslése.
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Becslések tulajdonsagai
Megjegyzések:
» Torzitatlan = aszimptotikusan torzitatlan.

» Vannak mas konzisztenciafogalmak is — |dsd a Matematikai
statisztika targyat.

(14.1.3. Példa.) Egy lehetséges 1 fiiggvény a
0 39 = Y(¥) = Ey(X1),

ha az Ey(X1) minden ¢ € © esetén létezik (azaz ha Ey(|X1]) < 0o
minden ¥ € © esetén teljesiil). Ebben az esetben a
- Xi+...+X

T(X1,.. ., Xp) = X = %
mintadtlag a () = Ey(X1) paraméterfiiggvény egy torzitatlan és
erésen konzisztens becslése.
(Bizonyitas: lasd eléadds/jegyzet)
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Becslések tulajdonsagai
(14.1.4. Példa.) Egy masik lehetséges v fiiggvény a

0 59 — ¥(¥) = D3(Xy),

ha Ey(X?2) minden ¥ € © esetén véges. Ebben az esetben a

* 1 Ve
T(X17 s >Xn) = (Sn)2 = n_1 Z(XI - Xn)2
i=1

korrigdlt empirikus szérasnégyzet torzitatlan becslése a
() = Dj(X)
paraméterfiiggvénynek. A
1 < —
T'(Xi,. Xa) = S7 = - ;(X,- — Xn)? (2)
1=

statisztika nem torzitatlan becslése D?(X1)-nek, de
aszimptotikusan torzitatlan.
(Bizonyitas: lasd eléadds/jegyzet)
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Becslések tulajdonsagai: példak

» 14.1.5. Példa (vo. 5.16. feladat): a torzitatlansdg 6nmagdban
nem garantdlja a becslés jésdgat, pl. a hatdsossdgat.

» A maximum likelihood becslés lehet torzitatlan, de nem
mindig az: 14.2.9. Megjegyzés.

> Az empirikus eloszlasfiiggvény értéke a valddi eloszlasfliggvény
egy becslése — rogzitett x € R esetén F)(x) torzitatlan és
erésen konzisztens becslése F(x)-nek: 6ssznépi gyakorlat,
12.5. feladat.

Torzitatlansag és konzisztencia: 6ssznépi gyakorlat, 12.7. feladat:
Legyen X = (X1,...,X,) egy n > 1 elemii fae. minta, amelynek
elemei U(¥; 9 + 1) eloszldstak, ahol ¢ € © ismeretlen paraméter és
© = (0, ).

1. Szadmoljuk ki E»(1/X1)-et és D3(1/X1)-et,

2. ennek segitségével adjunk torzitatlan és erésen konzisztens

becslést a ¥ (¢#) = In % paraméterfiiggvényre!
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Momentumbecslés/momentumok mddszere

Emlékeztetd: (14.3.1. Def. — a 3. diasoron mar volt.) Legyen k egy
pozitiv egész szam és X egy valdszinliségi valtozé. Ha

E[|X|¥] < oo, akkor az X k. momentumén az E[XX] € R
mennyiséget értjiik.

Kérdés: Milyen statisztikdval becsiilhetjiik a momentumokat, ha az
eloszlds ismeretlen paraméter(ek)tdl fiigg?

(14.3.2. Def.) Legyen k egy pozitiv egész szdm és Xi,..., X,
fliggetlen, azonos eloszldst valdsziniiségi véltozdk. Az (Xi,...,X,)
n-elemii fae. minta k-adik empirikus momentuman az

1
mk:fE Xk
1

n <

=1

statisztikat értjiik.

k = 1: az 1. empirikus momentum a mintadtlag: m; = X,.
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Momentumok mddszere: motivacid

A momentumok mddszere kiilondsen akkor lesz hasznos, ha egynél
tobb ismeretlen paraméteriink van. Pl.:
» normdlis eloszlds ismeretlen p varhatd értékkel és ismeretlen
02 szérasnégyzettel — az ismeretlen paraméterek vektora
9 = (1, 0%) € R?, ahol u € R és 02 > 0,
> egyenletes eloszlas egy ismeretlen kezdd- és végponti (a, b)
intervallumon — a paramétervektor ¥ = (a, b) € R? valamely
—00 < a < b < o0 valés szamokra.

33/101



Paraméterek és momentumok

Altaliban tegyiik fel, hogy az X = (X1,...,X,) fae. minta
elemeinek eloszldasat meghatarozd ismeretlen paraméterek vektora
9= (01,...,9¢), amely egy © C R¥ halmaz egy eleme.

Tegyiik fel, hogy az Xi, ..., X, mintaelemeknek a paraméter
barmely valasztdsa esetén létezik az els6 kK momentuma. Ezek a
momentumok természetesen a 91, ..., paraméterek fliggvényei:

my =g1(01,...,9),m = g(V1,...,9),...,mx = gx(V1,...,9%)
valamely g1, &, ..., 8c: R — R fiiggvényre. A

(U1, 0%) = g(P1,..., V%) == (g1(V1, ..., 0k), - -, 8k (Y1, ..., Vi)
leképezés tehat egy g: Rk — RX fiiggvény, vagyis egy vektormezd.

Ha ennek a vektormezonek létezik inverze, akkor jeloljiik ezt

h = (hi, ..., hg)-val. Ezen inverz segitségével a momentumok
ismeretében megkaphatjuk a ¥ = (¥4, ..., %) paramétert:
’191 = hl(ml, ey mk),’l92 = h2(m1, ceey mk), ce 19/( = hk(ml, ey mk).
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Momentumok mddszere

’191 = h1(m1, SN mk),’l92 = h2(m1, SN mk), .. .19;( = hk(ml,. Cey mk).

(14.3.3. Def.) Ekkor az ¥ = (¥1,...,9,) paramétervektor
momentumbecslésén az ¥ = (1, ..., U) vektort értjiik, ahol

~

D; = hi(fin,..., ),  i=1,....k

g ooy 5

és m; az i-edik empirikus momentumot jeloli.

Megjegyzés: differencidlhatd g leképezés esetén az
h = (h1,..., hy) inverz létezésének sziikséges feltétele, hogy g
Jacobi-determindnsa a © halmazon sehol se legyen 0.
Példak momentumbecslésre:
> 14.3.4. Példa: normilis eloszlas
> 14.3.5. Példa: egyenletes eloszlas
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Konfidenciaintervallumok

Eddig: pontbecslések (4tlag/szérasnégyzet becslései, maximum
likelihood, momentumbecslés stb) — a ,,legjobb tippiink” az
ismeretlen paraméter(ek)re egy valds szam vagy vektor.

Most: intervallumbecslés/konfidenciaintervallumok — nem
egyetlen szdm /vektor lesz a becslésiink, hanem egy intervallum,

P> amelybe a keresett paraméter egy bizonyos el6re megadott
valészinliséggel (pl. legaldbb 95%, pontosan 99% stb.)
beleesik,

P és amely az el6bbi tulajdonsdgokat teljesité Gsszes intervallum
koziil valamilyen értelemben optimalis (pl. a legrévidebb).

Informatikai példa: szervervélaszid6?
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Konfidenciaintervallumok
(15.1.1. Definicid.) Legyen X = (X1,..., X,) egy n elemi fae.
minta, ahol a mintaelemek eloszldsa egy ¥ € © C RY paramétertd|
fiigg, legyen 1: RY — R egy fiiggvény, és legyen 0 < ¢ < 1.
Azt mondjuk, hogy a [T1(X), T2(X)] intervallum (pontosan) 1 — ¢
szintii konfidenciaintervallum a () paraméterfiiggvényre, ha

Py (T1(X) < 9(9) < To(X)) =1 —¢,

minden ¥ € © esetén.
Megjegyzések:

1. A definicidban szerepld T1(X) és To(X) intervallum-végpontok
az X minta statisztikai, tehat a véletlen mintatdl fliggenek, de
a realizacié ismeretében mar nem véletlenek.

2. Pontosan 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallum 3ltaldban csak
akkor adhaté meg, ha Xi,..., X, peremeloszldsa folytonos.
Diszkrét esetben dltaldban legaldbb 1 — & szintii konfi-
denciaintervallumokrdl szokas beszélni, ahol a definiciéban
»=1—¢" helyett ,,> 1 —¢" szerepel.
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Kvantilisek: bevezetés
Azt mondjuk, hogy a [T1(X), T2(X)] intervallum (pontosan) 1 — ¢
szintii konfidenciaintervallum a () paraméterfiiggvényre, ha

Pﬁ(T]_(X) < @Z)(ﬁ) < T2(X)) =1-—¢, Vi € ©.

T1(X) és To(X) meghatdrozasdhoz sziikséges fogalom: folytonos
eloszldsok kvantilisei.

Legyen X folytonos val. védltozé — Fx eloszldsfv., fx siirfv.
Tudjuk: Fx folytonos fiiggvény.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy fx pontosan egy I nyilt
intervallumon nem 0. llyen az Gsszes nevezetes folytonos eloszlas:
> az egyenletes eloszlds, ahol | = (a,b), —0co < a < b < o0,

» az exponencidlis eloszlas, ahol / = (0, c0),
» és a normilis eloszlds, ahol | = (—o0,00) = R.
llyen esetben Ran(X) = /. Fx szigordan monoton nd /-n.
.1 alsé végpontjdig” (ha az véges) konstans 0, ,,/ felsé
végpontjatdl” (ha az véges) konstans 1.
Létezik az F;l: (0,1) — I inverzfiiggvény, szintén folytonos és
szig. mon. novo. 387101



Kvantilisek és median
(15.1.3. Definicié.) Legyen X folytonos valdsziniiségi véltozd Fx
eloszlasfliggvénnyel és fx siirliségfiiggvénnyel, és tegyiik fel, hogy
|étezik egy olyan [/ nyilt intervallum, hogy minden x € R esetén
fx(x) # 0 pontosan akkor teljesiil, ha x € /.
Legyen 0 < y < 1. Ekkor az F;l(y) € | pontot az X
y-kvantilisének, az 3-kvantilist (y = 1/2) mediénnak nevezziik.
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Kvantilisek és median

(15.1.3. Definicié.) Legyen X folytonos valdsziniiségi véltozd Fx
eloszlasfliggvénnyel és fx siirliségfiiggvénnyel, és tegyiik fel, hogy
|étezik egy olyan [/ nyilt intervallum, hogy minden x € R esetén
fx(x) # 0 pontosan akkor teljesiil, ha x € /.

Legyen 0 < y < 1. Ekkor az F;l(y) € | pontot az X
y-kvantilisének, az 3-kvantilist (y = 1/2) mediénnak nevezziik.

» Tehdt ha x az X y-kvantilise, akkor P(X < x) = y.

> Miért nem j6 ez a definicié diszkrét X esetén?

» Mi a probléma folytonos esetben, ha a siirliségfiiggvény pl. két

tavoli diszjunkt intervallum uniéjan nem nulla?

» A medidn az 5. feladatsor 7. e*) feladatdban mar szerepelt.
Emlékeztet6: az empirikus median paratlan elemszam esetén a
minta kozépso eleme, parosndl a két kozépso elem atlaga.
Lattuk: az F; empirikus eloszlasfiiggvény maga is egy
eloszlasfliggvény, a hozza tartozé eloszlas diszkrét.

Az empirikus eloszlasfiiggvény az empirikus medidn kornyékén
1/2 koriil van (a részletekbe itt nem megyiink bele). llyen
értelemben analdgja az empirikus median a medidnnak. 39/101
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Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhatd értékére

ismert szérasnégyzet esetén
A konfidenciaintervallumok legalapvetobb példéja:
Feladat. Legyen X ~ N(u;0?), ahol a i € R varhaté érték
ismeretlen, de a ¢ > 0 szdrds ismert. Adott ¢ € (0, 1) esetén
szerkessziink 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallumot p-re gy, hogy
annak hossza a lehet6 legkisebb legyen!

Mivel az
1 (x=p)?

e 202

f,(x) =
u(x) -

stirliségfiiggvény az x pont u-tol vald tavolsiaga fliggvényében
szigorian monoton csokken, ezért adott € esetén a legrovidebb

1 — ¢ szintli konfidenciaintervallumot akkor fogjuk kapni, ha azt az
X, mintaatlag koriil szimmetrikusan valasztjuk, vagyis

[Yn_ r€77n+ re]
alakban, tgy, hogy Py(n € [Xp —r, Xo+r])=1—¢  (3)

minden p € R esetén teljesiiljon. Cél: r. (e-tdl fiiggd) értékének
meghatdrozasa. 40/101



Konfidenciaintervallum fi-re ismert o2 esetén
PupeXo—re Xn+r])=Pu(Xn—r-<p<Xp+r)=1-—¢ r.=?
A mintaatlag standardizaldsa. A mintadtlag eloszlasa a normilis

eloszlas ismert tulajdonsagai alapjan:

Yn:—z Xi ~ N(u; 0?/n).
i=1 ~N(u;02) fae.

~N(np;no?)
Ebbdl kovetkezik, hogy
Xo— 1 _ v/n(Xn — 1)
o/\/n o

Itt alljunk meg egy pillanatra. A CHT pont azt mondja ki, hogy

~ N(0;1). (4)

X0 E(%) _ Xa-p_ Ke-n o 4 oo
T AR TN v 55 N(0;1).  (5)

Normalis eloszlasi val. valtozdk esetén tehat a CHT nemcsak
eloszlasbeli konvergencidval, hanem egyenloséggel teljesiil!
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Konfidenciaintervallum fi-re ismert o2 esetén

PM(M € [Yn_ rs>7n+r€]) = PM(YH_ re <p< 7n+r€) =1l—¢ r="

A mintaatlag standardizaldsa. A mintadtlag eloszlasa a normilis

eloszlas ismert tulajdonsagai alapjan:

XT,z—Z Xi ~ N(u; 02/n).
i=1 ~N(u;02) fae.

~N(np;no?)
Ebbdl kovetkezik, hogy

X, — Xn —
n =i VK1) no:0), (4)

o/\/n o
Fejezziik ki most a fenti egyenletet az @ n valészinliségi
valtozd segitségével:
PH(Yn—rESMSYn+rS):1—€¢>P( <Xp—p<r)=1-¢

Xy —
@JPH( =Vn< f i\/ﬁ):l—g.
o
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Konfidenciaintervallum p-re ismert o2 esetén
cél: IP’M(— e /n< Koot /< %ﬁ) —1—¢ =2

Mivel Z;“ﬁ ~ N(0; 1), ezért [emlékeztets: P(—x) =1 — d(x)]

B~ v < B < B ) = o(Z e i) = 20(Z )1
Vagyis ¢(%\/ﬁ) =1-¢/2, azaz

q>—1(1 - 5) = ;ﬁ

(ahol ®71(1 — 5)-t a szokdsos médon kiolvashatjuk a normalis
eloszlds tablazatdbdl), tehat

Visszahelyettesitve a konfidenciaintervallum:
[X, — &~ 11— e/2) % X+ 0711 - e/2) %l
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Konfidenciaintervallum fi-re ismert o2 esetén
Aikonfidenciaintervallum
[Xn — &~ (1—5/2) yXn + O~ (1—5/2)%].
Ezzel készen vagyunk, ezt még kicsit cicomazzuk — bevezetiink egy
olyan jel6lést, ami késObb a hipotézisvizsgélatnal is hasznos lesz:

us = 1(1-0), 5e(0,1).

Vegyiik észre, hogy us az N(0; 1) eloszlas 1 — d-kvantilise, hiszen
az eloszlasfliggvény &.

A konfidenciaintervallum tehat [X,, — UE/2%7X[7 + ue/gﬁ].
Osszefoglalva:

(15.2.2. Allitas.) Legyenek Xi, ..., X, fae. N(y; 02) eloszlasi
valésziniiségi véltozdk, ahol a p varhaté érték ismeretlen és a 02 > 0
szérasnégyzet ismert, és jeldlje X, a mintdhoz tartozé mintaatlagot.
Ekkor £ € (0,1) esetén a u varhaté értékre egy 1 — e szintii
konfidenciaintervallum a kdvetkezd:

1000, 7o) = [ = Z52 %, T2

ahol u,/, a standard normilis eloszlds 1 — ¢/2-kvantilise:
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Konfidenciaintervallum fi-re ismert o2 esetén

OUgjy — OU
[T2(X). ToX)] = [Xo = =22 %0 + = 7]
Figyeljiik meg, hogy

1. minél nagyobb a minta elemszama, annal kevésbé hosszu
konfidenciaintervallum sziikséges (v6. nagy szdmok torvénye),

2. minél nagyobb a széras, anndl hosszabb
konfidenciaintervallum sziikséges (nagy szdras esetén
.,laposabb”, jobban szétteriilé a siirliségfiiggvény),

3. minél kisebb az € hibaszint, anndl hosszabb
konfidenciaintervallum sziikséges (mert 1 — ¢ valdsziniiséggel
kell u-nek a konfidenciaintervallumba esnie, ha p a valddi
paraméter).
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Konfidenciaintervallum fi-re ismert o2 esetén

O'Us/z — O'LIE/Q
[T2(X), To(X)] = [X, — Yo+ T,
Figyeljiik meg, hogy
1. minél nagyobb a minta elemszama, annal kevésbé hosszu
konfidenciaintervallum sziikséges (v6. nagy szdmok torvénye),
2. minél nagyobb a széras, anndl hosszabb
konfidenciaintervallum sziikséges (nagy szdras esetén
.,laposabb”, jobban szétteriilé a siirliségfiiggvény),
3. minél kisebb az € hibaszint, anndl hosszabb
konfidenciaintervallum sziikséges (mert 1 — ¢ valdsziniiséggel
kell u-nek a konfidenciaintervallumba esnie, ha p a valddi

paraméter).

Tovabbi kérdések: konfidenciaintervallum o?-re ismeretlen p

esetén? Es ismert 1 esetén? Es pi-re ismeretlen o2 esetén?
Ehhez most: t- és x?-eloszlds, nagyrészt biz. nélkiil.
2024-ben amihez kell a x?-eloszlas, az csak kiegészité anyag.

Amihez viszont csak a t-eloszlas kell, az vizsgaanyag. Pyt



y>-eloszlas

(15.3.1. Definicié.) Legyenek Xi, ..., X, fae. N(0; 1) eloszlasu
valésziniiségi valtozék. Ekkor S°7_; X? eloszldsat n
szabadsagfokii y?-eloszlasnak (ejtsd: khi-négyzet-eloszldsnak)
nevezziik. Jeldlés: X ~ x2(n).

(15.3.2. Definicié.) Legyen egy n pozitiv egész szam. Ha az X
valdsziniiségi valtozé n szabadsagfoki y?-eloszlast, akkor a
stirtiségfliggvénye

xN/2=1g—x/2
() = { 2 X0
0, ha x <0.

Itt [ az dgynevezett Euler-féle Gamma-fiiggvény, amelyre
I(n/2) rekurzivan a ['(1/2) = /7, [(1) =1és [ (r+1) = rl(r),
r € [0, 00) egyenletekbdl szamithaté ki.

X

Eloszlasfiggvény: F(x) = [~ fa(t)dt — erre is van tébldzat.
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x2-eloszlas
X1,y Xn ~N(0; 1) fae., S0 X2 ~ x?(n).

xN/2=1g—x/2
f(x) = { 27T/ ha x>0,
0, ha x < 0.
r1/2) =+, M(1)=1éT(r+1)=rl(r), re|0,00).
» Ha n egy pozitiv egész szam:
I(n)=(n—-1)F(n—-1) = (n—1)(n-2)[(n—2) = ... = (n—1)(n=2)...-1I (1) = (n—1)!
AT fiiggvény folytonos (sét analitikus) médon kiterjeszthetd
az R\ {0,—1,—2,...} halmazra, ez tehat a faktoridlis

egyfajta kiterjesztése majdnem minden valds szamra.
» Kapcsolat az exponencialis eloszlassal. n = 2 esetén

e—x/2
hax>0
falx)=1¢ 2"~ ’
() {Q ha x < 0,

vagyis x2(2) = Exp(1/2). Altaldban igaz: x2(2n) megegyezik
n darab fae. Exp(1/2) v.v. 6sszegének eloszldsaval.
» A 7.5. feladatban (név nélkiil) szerepelt a x?(1) eloszlas. 46/101



Y2-eloszlas stirliségfiiggvénye
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“Chi-square pdf” by Geek3 — Own work. Licensed under CC BY 3.0 via Wikimedia Commons
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Y2-eloszlas eloszlasfiiggvénye

Fi(z) Xi

0.8 //;_
0.6 //// /kil
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wl /T ST

“Chi-square cdf” by Geek3 — Own work. Licensed under CC BY 3.0 via Wikimedia Commons

X
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t-eloszlds (Student-eloszlas)
(15.3.4. Definicié.) Legyen n egy pozitiv egész szdm. Az X
valdszinliségi valtozo eloszldsat n szabadsagfoka t-eloszlasnak,
mds széval n szabadsagfoku Student-eloszlasnak nevezziik, ha a

striiségfliggvénye
F(n+1)/2) x?\ —(n+1)/2
f, =————" (14— R
() V/nml(n/2) ( * n) ’ X €K

ahol I ismét az Euler-féle Gamma-fiiggvény. Jeldlés: X ~ t(n).

1. A ,Student” név az eloszlast felfedezé William Sealy Gosset
angol statisztikus alneve volt.

2. Az 1 szabadsagfokd, fi(x) = %H% siirliségfiiggvényii
t-eloszlds ismertebb nevén a standard Cauchy-eloszlas.
Az ilyen eloszlasti X valdszintiségi valtozd érdekes
tulajdonséaga, hogy E[|X|] = oo, és emiatt az E[X] varhaté
érték nem létezik.
Altaldban az n > 2 szabadsagfoku t-eloszlasnak az elsé n—1

momentuma létezik, az n-edik mar nem.
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t-eloszlas (Student-eloszlds) siirliségfiiggvénye

0.40
0.35
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0.05
0.00

x(x)

“SStudent t cdf” by Skbkekas — Own work. Licensed under CC BY 3.0 via Wikimedia Commons

Ugyanlgy szimmetrikus a 0-ra, mint a standard normilis eloszlas

strliségfiiggvénye. ,,v = o0 standard normalis,
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t-eloszlas (Student-eloszlas) eloszlasfiiggvénye

1.0

“SStudent t pdf” by Skbkekas — Own work. Licensed under CC BY 3.0 via Wikimedia Commons
A szimmetria és folytonossag miatt P(X < x) =1 —-P(X < —x) és
P(—x < X < x) =2P(X < x) — 1, x > 0, a standard normalis

eloszlashoz hasonléan.
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t-eloszlas: tablazat

A gyakorlatban, ha f nagy (ckolszabély: f > 30), az f szabadsagi

foku t-eloszlas kozelithetd standard normalissal.
[m] = = =




Hol fordul elo a t-eloszlas?

(15.3.6. Allftés.) Legyenek X, ..., X, fiiggetlen és N(u; 0?)
eloszldsu valdszinliségi valtozok. Jeldlje X, a hozzdjuk tartozé

mintadtlagot és S = /(5;)? a korrigélt empirikus szérdsukat.
Ekkor a —
N
Sn

valészinliségi valtozé t-eloszlasti n — 1 szabadsagfokkal.
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2

Konfidenciaintervallum o“-re ismeretlen 1 esetén

(15.4.1. Tétel: Lukacs Jend tétele.) Legyenek
X1,...,Xn ~ N(u; 0?) fae. valésziniiségi véltozék. Ekkor a

(n—1)(S;)

o2

valdsziniiségi valtozé y?-eloszlasti n — 1 szabadsagfokkal, tovabba
X, és (S)? fiiggetlenek.

Ennek felhasznéldsaval mar le tudjuk vezetni a normalis eloszlds
ismeretlen o2 szérasnégyzetére vonatkozé konfidenciaintervallum
képletét, ha a p varhatd érték ismert.

F6 kiilonbség a u-re vonatkozdé konfidenciaintervallumokhoz
képest: o2 csak pozitiv lehet, tehdt a konfidenciaintervallum is
(0, 00) részhalmaza lesz.

A x2-siirliségfiiggvény nem szimmetrikus az y tengelyre.
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Konfidenciaintervallum o?-re ismeretlen 11 esetén

Az 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallumok koziil a lehet6 legrovidebb
[ac, be] (0 < a. < b. < 00) konfidenciaintervallumot keressiik.
Bizonyitas nélkiil felhasznaljuk, hogy a legrévidebb

konfidenciaintervallumot akkor kapjuk, ha

€
P,2(0 < 0? < a.) = Py2(0?® > b.) = 5>
(Nem az intervallum szimmetrikus, hanem a konfidenciaintervallum

ald és felé esd részre esd valdszinliségek egyenldk.)
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Konfidenciaintervallum o

P o

2_re ismeretlen /1 esetén

P,2(0 < 02 < a.) = Py2(0?® > b.) = g

Ezt atirhatjuk Ggy is, hogy

(n—1)(S3)* _ (n-— 1)(5,’,‘)2) _ P02((n ~1)(S)* _ (n— 1)(52‘)2) 2

02 a. 02 b.
Jeldlje o € (0,1) esetén x3_; , az n — 1 szabadségfokii x>-eloszlds
1 — a-kvantilisét.

Lukdcs tétele szerint ("_1(3%:)2 ~x?(n—1).

Az a szdm, amelynél ez a val. valtozé pontosan £/2 valdszintiséggel
nagyobb, vagyis 1 — €/2 valésziniiséggel kisebb, éppen X%—l,a/2'
Az a szdm pedig, amelynél pont £/2 valdsziniiséggel kisebb, vagyis
pont 1 — &/2 valdsziniiséggel nagyobb, éppen Xi—l,l—e/Z'

Tehat a fenti egyenlet pontosan akkor igaz, ha

n—1)(5;)? ; (n—1)(S5)?
(‘a)(n) = X,21—1,a/2 és bin = X%—l,l—zf/?‘
B €

E .
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2

Konfidenciaintervallum o“-re ismeretlen 1 esetén

(n—1)(S3)? _ > . (n—1)(S)? _ >

a. = Xn-1,/2 €s b. = Xn—1,1-¢/2
Nagy 6romiinkre a kapott egyenletek mar nem fliggnek az
ismeretlen o2 paramétertdl.
Atrendezés utén azt kapjuk, hogy (a., b.) csak a mint4tdl fiigg, igy
valéban egy konfidenciaintervallum:

_(n=1)(53)% (n—1)(5;)?
[ac, be] = [~ T2 ]

Xn—1,¢/2 Xn—1,1-¢/2

Osszefoglalva:
(15.4.3. Allitas.) Legyenek Xi, ..., X, fae. N(u; 02) eloszlast val.
véltozdk, ahol a v varhatd érték ismert és a o2 széras ismeretlen.
Ekkor £ € (0,1) esetén a o2 szérasnégyzetre egy 1 — ¢ szintii
konfidenciaintervallum a kdvetkezo:

[T1(X), T2(X)] [(” —1)(53)? (n— 1)(5:)2}

2 » T2 )
Xn—1,e/2 Xn-1,1-¢/2

ahol a € (0,1) esetén x3_; , az n — 1 szabadsagfoki x*-eloszlds
1 — a-kvantilise. 56,101



Konfidenciaintervallum o

2_re ismert j1 esetén

Mi a helyzet az ismert varhaté érték esetével?

>

>

Az eddigiek szerint az el6z6 didn szerepl6 képlet ismert g
esetén is egy 1 — ¢ szintii konfidenciaintervallumot ad o2-re.

Azonban ez a konfidenciaintervallum nem optimalis, mivel van
nala rovidebb ugyanilyen szintii.

Ugyanis a x?-eloszlas definiciéja (standard normalisok
Gsszegének eloszldsa) és a standardizalds ismert mdédja szerint
ha Xi,..., X, ~ N(u; 02) fae. valésziniiségi valtozék, akkor
Zf’:l(%)z pontosan n darab fiiggetlen standard normilis
eloszldsl valdszinliségi valtozd négyzetének Osszege, ezért
x2(n)-eloszlasi.

fgy ismert p esetén az el6z6 érveléssel analég mdédon U
konfidenciaintervallumot kapunk o?-re a kovetkezd &llitds
szerint.
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Konfidenciaintervallum o?-re ismert ;i esetén

(15.4.4. Allitss.) Legyenek Xi,..., X, fae. N(u; 02) eloszlasti
valésziniiségi valtozok, ahol a p varhaté érték ismert és a 02 > 0
szérasnégyzet ismeretlen. Ekkor € € (0,1) esetén a o2
sz6rasnégyzetre egy 1 — e szintli konfidenciaintervallum a
kovetkezo:

Do (Xi — ) 3o (X — p)?
[T2(X), Ta(X)] = [S=L 10 i |
Xn,s/2 Xn,175/2
ahol o € (0,1) esetén X%,a az n szabadsagfoki y?-eloszlas
1 — a-kvantilise.

Az ismert és az ismeretlen varhaté érték esete kozott tehat nem
csupan a szabadséagi fokban van kiildnbség, hanem abban is, hogy
mig ismeretlen varhaté érték esetén

(n—1)(S:)2 =11 (X; — X,)? &llt az intervallum-végpontok
szamlaldiban, ezek helyett itt Y7 (X; — p)? szerepel.

Vagyis a vdrhato érték becslését a valddi varhaté értékre cserélve

pontosabb becslést (rovidebb konfidenciaintervallumot) kapunk.
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Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhatd értékére

ismeretlen szérdsnégyzet esetén
Hatravan még: konfidenciaintervallum ji-re, ha o2 ismeretlen.

Az ismert 02 szérasnégyzetii normalis eloszlas y varhaté értékére
vett konfidenciaintervallum meghatarozdsakor lattuk, hogy

Xy —
M ~ N(0;1),
o
ami fontos volt a konfidenciaintervallum meghatarozdsahoz.

15.3.6. Allitds = ha a o szérést az S, empirikus szérdsra cseréljiik,
akkor N(0; 1) helyett n — 1 szabadsagfokd t-eloszldst kapunk:

Vn(X, — 1)
S;
Miért nagyszer(i ez? Azért, mert az utdbbi egyenletben egyaltaldn
nem szerepel az ismeretlen o szdrés.
= Ugyanaz lesz a képlet a konfidenciaintervallumra, mint ismert o
esetén, de o helyett S;i-gal és az N(0; 1) helyett a t(n — 1)-eloszlas
1 — g/2-kvantilisével. 59,101
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2 esetén

Konfidenciaintervallum p-re ismeretlen o
(15.5.1. Allitas.) Legyenek Xi, ..., X, fae. N(u; 02) eloszlsi
valdsziniiségi véltozdk, ahol a p varhaté érték és a 0 > 0
szérasnégyzet ismeretlen, és jeldlje X, a mintdhoz tartozé
mintaatlagot, S; pedig a mintahoz tartozé korrigdlt empirikus
szorést.

Ekkor £ € (0,1) esetén a p varhaté értékre egy 1 — e szintii
konfidenciaintervallum a kovetkez6:

Shth—1e/2 —  Sptn—1e/2
[T1(X), T2(X)] = [X, — T/,Xn + T]v

ahol o € (0,1) esetén t,_1, az n — 1 szabadsagfoku t-eloszlas
1 — a-kvantilisét jeldli.

Emlékeztetd: nagy f szabadsagfok (=legaldbb 30) esetén a
t(f)-eloszlas kozelithetd a standard normalissal.
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Hipotézisvizsgdlat

Hipotézisvizsgalat — valamilyen el6zetes hipotézisiinket (azaz
feltevésiinket) akarjuk valamilyen mérés, illetve adatelemzés
alapjan igazolni vagy céfolni.
Ilyen hipotézis lehet példaul:

> A mintaelemek varhato értéke 2.

> A mintaelemek varhaté értéke legfeljebb 2.

> A mintaelemek varhaté értéke megegyezik egy adott masik
minta elemeinek varhaté értékével.

» A mintaelemek szérdsa 8.
» A mintaelemek normalis eloszlasuak.

> A realiziciok fiiggetlenek valamely mas, kapcsolédd mérés
eredményeitdl.

Ebben a bevezet6 statisztikai részben foleg az elsé haromrdl lesz
sz6, az MSc-s Matematikai statisztikai targyban a tobbirdl is.
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Statisztikai prébak
A mintavétel utan szamitasok segitségével megvizsgaljuk, hogy a
mérési eredmények a hipotézisiinknek ellentmondanak-e, azaz hogy
a hipotézisiinket feltéve a mérési eredmények nagyon
valdszinitlenek-e. Ha igen, akkor a hipotézist elutasitjuk.
Altalénos esetben a hipotézisvizsgalati eljards (roviden statisztikai
préba) az alabbi lépéssorozat végrehajtasat jelenti:

1. A Hp-lal jelolt nullhipotézis formalizéladsa.

2. A mintara vonatkozé elfogadasi tartomany és kritikus
tartomany megalkotasa.

3. A kisérlet végrehajtasa, amelyben az xi, ..., x, realizaciét
(adatpontokat) kapjuk.

4. Annak megvizsgalasa, hogy az adatpontok az elfogadasi
tartomanyba esnek-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ellenkezé
esetben Hp-t elutasitjuk.*

* Léteznek (n. szekvencidlis prébadk is, ahol a 4. pontnak ,,nem meggy5z5
koztes eredmény” esetén lehet olyan kimenetele is, hogy djabb mintat kell venni
— ciklus indul djra 3.-tél. Pl.: Wald—Wolfowitz-préba.
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Paraméteres és nemparaméteres probak

Ebbdl a targybdl alapvetéen paraméteres probakkal foglalkozunk
— az eloszlas tipusa ismert (pl. normélis), van egy vagy tébb
ismeretlen paraméter, ami(k)re a hipotézis vonatkozik.

Pl. u-préba, tébb valtozatban — normdlis eloszlds varhatd értékére
vonatkozé probak ismert széras esetén,

t-préba: ugyanez ismeretlen szérds esetén

(+mds példak, amiket itt nem tanulunk, pl. F-préba).

MSc-s Matematikai statisztika tdrgy — nemparaméteres prébak is,
amik a konkrét eloszlastipus ismerete nélkiil is hasznalhatdak:
> filiggetlenségvizsgalat,

> illeszkedésvizsgélat (egy bizonyos adott eloszldst kdvet-e a
minta?),

» homogenitdsvizsgdlat (két minta peremeloszldsai
azonosak-e?).

Pl. x2-préba, Kolmogorov—Szmirnov-préba.
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Hipotézisvizsgdlati alapfogalmak
(16.1.1. Def.) Legyen X = (X, ..., X,) egy fae. minta az (Q, F,P)
val. mezon, ahol a mintaelemek peremeloszlasa ismeretlen. Legyen
X =(x1,...,%n) az X = (X1,..., Xp) egy realizicidja.
(1) Egy Ho nullhipotézis egy olyan kijelentés, amelynek igazsaga
csak az Xi, ..., X, egyiittes eloszlasatdl fiigg.
A Hj ellenhipotézis a Hy tagadasa: H; = —Hp.
Az adott prébahoz tartozé alternativa' a

Ho VS. H1.

(2) Egy X, elfogadasi tartomany az R" egy részhalmaza. Az X,
elfogadasi tartomanyhoz tartozé Xy kritikus tartomany az
X. komplementere, azaz X, = R" \ X..
A X kritikus tartomannyal definialt (statisztikai) préba az
az eljaras, amely sordn Hp-t elfogadjuk, ha X € X, és Hp-t
elutasitjuk (azaz Hi-et fogadjuk el), ha X € X.

lys.: ejtsd , versus” (latinul ,,ellen”).
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Hipotézisvizsgélati alapfogalmak (folytatas)

(3) A Xy kritikus tartomdnnyal definidlt préba terjedelme a
0 < a<1szam, ha

P((X1,...,Xn) € Xi|Ho igaz) = o

(4) Elséfaju hibanak nevezziik azt, amikor egy préba eljarasa
soran Hp-t elutasitjuk, pedig Hy igaz.
Masodfaju hibanak nevezziik azt, amikor az eljards soran
Ho-t elfogadjuk, pedig H; igaz (azaz Hy hamis).

Egy « terjedelmii proba elséfaju hibdjanak valdszinlisége éppen a

terjedelem:

P(Ho-t elutasitjuk|Hp igaz) = IP’((Xl, o, Xp) € Z{k’Ho igaz) =aq.

A masodfaji hiba valdsziniiségének kiszamitdsara viszont nem
mindig all rendelkezésre explicit mddszer, amint azt konkrét
példakban latni fogjuk.

65 /101



Interpretacié — Bolla Marianna nyoman

Matematikailag nem preciz, de a szemléltetéshez segithet:

(16.1.3. Megjegyzés.) A Hp nullhipotézist gyakran tgy
fogalmazzuk meg, hogy annak teljesiilése esetén ismert legyen az
X1, ..., X, mintaelemek eloszlasa.

Pl. utcan taldlt pénzérme — jé nullhipotézis a Hy: ,,a pénzérme
szabdlyos” kijelentés, mert ekkor annak ismeretében, hogy Hp igaz,
hogy a mintaelemek fae. 1/2 paraméter(i indikatorvaltozdk.

Nem j6 nullhipotézis példdul a Hj: ,,a pénzérme nem szabélyos”
kijelentés. Mi ekkor a fae. indikdtorok paramétere? Terjedelem?
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Interpretacid 2.
(16.1.4. Megjegyzés.) A nullhipotézist sokszor ,,az artatlansag
vélelmében” fogalmazzuk meg.
Pl. a pénzérmét tipikusan azért vizsgdljuk meg, mert arra
gyanakodunk, hogy cinkelt, de mégis ezen allitds tagadasat tessziik
meg Ho-nak. Ekkor
P> az els6faju hiba Ggy interpretdlhatd, mint az artatlan elitélése,
» a masodfaji hiba pedig gy, mint a biinds felmentése.
A legtdbb ismert prébaban csak az elséfaji hiba valdsziniiségét,
vagyis a terjedelmet tudjuk kontrolldlni: elére megadunk egy «
értéket — a préba konstrukcidja alapjan a terjedelem éppen « lesz.
Erezhetd (a prébak ismerete nélkiil is): ha az elirdnyzott
terjedelmet nagyon kicsinek vélasztjuk, akkor a masodfajd hiba
valészinlisége megnd.
(,,Ha biztosra akarunk menni, hogy artatlanokat ne itéljiink el,
akkor biingsoket is gyakrabban fogunk felmenteni.”)
A gyakorlatban € = 0.05 és € = 0.01 a leggyakrabban vélasztott

terjedelemértékek.
67 /101



Elsofajd és masodfaju hiba: példa
16.1.5. Példa: Egy () gydgyszert szeretnénk forgalomba hozni.
Ekkor Hp: ,,a gydgyszer hatastalan vagy karos” vs. Hy: ,,a
gyoégyszer hatdsos” jé alternativa.
Itt: els6fajd hiba < a mintavétel alapjan egy hatastalan vagy karos
gyégyszert hatdsosnak mondunk (és ez alapjan vélhetéen
forgalomba hozzuk).
Mivel ez az els6faji hiba, ennek valdszintiségét tudjuk kontrolldini,
tetszblegesen alacsony 1 — «v szint alatt tarthatjuk, a masodfajui
hiba valdszinliségének megnovekedésének aran.
Masodfaju hiba < a gydgyszer hatadsos, de a mintavétel alapjan
mégis hatdstalannak vagy karosnak nyilvanitjuk (és ezért bizonyara
nem vezetjiik be).
Természetesen a masodfajui hiba bekdvetkezése sem kedvezé (pl.
gazdaségi szempontbdl), de nem jar olyan fatdlis
kovetkezményekkel, mint az elséfaji hiba.
Ha csak az elséfaja hiba valdsziniisége kontrolldlhatd, akkor Hp-t a
fenti mddon kell megvalasztani.
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Kétoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés

(Bolla Marianna példdja nyoman.)

A sarki péknél mindennap 1 db egykilds kenyeret vesziink. Az
utébbi iddben mintha kisebbek lennének a kenyerek — tényleg 1
kilésak varhatd értékben?

Feltessziik: a kenyér tomege (kg-ban mérve) normilis eloszlasu
o = 0,02 kg szérdssal, tehat N(u;0,022) eloszlasi. Kérdés: z 140-

Alternativa (,,a Ho nullhipotézis megvalasztasa az artatlansig
vélelmében"):

Ho: p = po vs. Hy: p # po,

ahol esetiinkben pg =1 kg.

El6irdnyzott terjedelem: € = 0,05,
vagyis azt szeretnénk, hogy a préba soran legfeljebb 0,05
valdszinliséggel utasitsuk el Hyp-t, amennyiben Hy igaz.
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Kétoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés

Ho: = o vs. Hi: p # o
Mintdt vesziink: n = 25 napon keresztiil az aznap vasérolt kenyeret
mindig mérlegre tessziik.
Kapott x = (x1, ..., x25) realizdcié atlaga: X, = Xx25 = 0,98 kg.
Cél: olyan prébat konstrudlni, aminek a terjedelme pontosan
€ = 0,05, azaz olyan X, elfogaddsi tartomanyt és Xy kritikus
tartomanyt keresiink, amelyekre

P(Ho-t elutasitjuk|Ho) = & = 0,05.

Az X, elfogadasi tartomanyt keressiik olyan alakban, hogy Hp-t
akkor fogadjuk el, ha ug egy [X, — h, X, + h] alakd intervallumba
esik, ahol h > 0. Ekkor h-t ugy kivanjuk megvélasztani, hogy
= po = 1 esetén éppen ¢ valdsziniliséggel essen a minta a kritikus
tartomanyba, azaz 1 — ¢ valdszinliséggel essen az elfogadasi
tartomanyba, vagyis teljesiiljon, hogy

Puo (1o € [Xn — h, Xp + h]) =1 —¢.
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Kétoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés
Az eddigiek alapjan [X,, — h, X, + h]-re teljesiil, hogy
Puo(MO € [Xy,—h X, + h]) =1—c.
Azaz [X, — h, X, + h] egy X, koriil szimmetrikus, 1 — ¢ szintii
konfidenciaintervallum kell, hogy legyen a o paraméterre.
Lattuk: egy ilyen konfidenciaintervallum
—_ OUgp — OU
[Xn_ \%2, n+ \};2]a

OlUg /2

amibdl tehdt azt kapjuk, hogy h = e Vagyis Hp-t pontosan
akkor fogadjuk el, ha

N ou J— ou, ou J— au

X, — %2§uogxn+ \%2 & o — %2§Xn§uo+ Ef
X, —

= —Uzp < #oﬁ<u€/2

Az elfogaddsi tartomanyunk emiatt

%e:{X:(Xl,...7Xn)€Rn: _UE/ZS H;MO\/ES UE/Z}'
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Kétoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés

Az elfogaddsi tartomanyunk

X, —
%e:{X:(Xl,...,Xn)ERn: —U&-/QS nO_MO\/ES u5/2}‘

Ha tehdt az u(X) = @ﬁ probastatisztika u(x) = -1 /n

realizaciéja —u, 5 és u.» kozé esik, akkor Ho-t elfogadjuk,
kiilonben pedig elutasitjuk (azaz H;-et fogadjuk el).

A konkrét esetiinkben ¢ = 0,05, n =25, X, =0.98, g =1 és

o = 0.03. Ez alapjén tehat u(x) = 08%;1\/7 = —b.

Normalis eloszlds tablazata = v/, = ®71(0,975) ~ 1,9600.
Tehat Hp-t akkor fogadnank el, ha az u(X) prébastatisztika értéke
—1,96 és 1,96 kozé esne.

Mivel ez nem all fenn, Hp-t elutasitjuk, vagyis kellé bizonyitékot
taldltunk arra, hogy a kenyerek varhaté értékben nem egykilésak.
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Kétoldali, egymintds u-préba: eljards
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok fae. normalis eloszlas(i

Xi,..

., Xy valdsziniiségi valtozdk realizacidi, amelyek p varhaté

értéke ismeretlen, de o > 0 szdrasuk ismert.
Altaldnos eljards (nem feltétleniil egyoldali) egymintds u-prébanal:

1

o

A Hy nullhipotézis felallitasa.

2. Az eliranyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztdsa.
3.
4. Az elfogadasi tartomdny meghatdrozasa (fiigg a préba

Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

altipusatdl).

A prébastatisztika u(x) = X2=£/n értékének meghatarozésa.

Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk (tehat Hi-et fogadjuk el).

Kétoldali eset. Nullhipotézis: Hy: u = uo.

Relevans kvantilis: v, /, = d1(1—¢/2).

Elfogaddsi tartomdny: Xe = {(x1,...,xa): [u(x)| < u. o}, tehdt:
> ha |u(x)| > .o, Ho-t elutasitjuk,
» kiilonben Hp-t elfogadjuk.
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Egyoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés
Térjiink vissza a kenyérvasarlas példdjahoz.
Jogos kérdés: miért azt tettitk meg Hi-nek, hogy p # po?
Ha a mintaatlag kisebb, mint 1 (pl. 0,98 kg), akkor jézan ésszel
arra gyanakszunk, hogy a kenyér stlyanak varhaté értéke kisebb,
mint 1 kg. Arra nem, hogy nagyobb.

Egy masik lehetséges alternativa:
Ho: 1> po vs. Hi: p < po, (5)
ahol pg valtozatlanul 1-gyel egyenld.

Kérdés: ha tudjuk, hogy Hp teljesiil, akkor a mintaelemek eloszlasa
is ismert?
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Egyoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés
Térjiink vissza a kenyérvasarlas példdjahoz.
Jogos kérdés: miért azt tettitk meg Hi-nek, hogy p # po?
Ha a mintaatlag kisebb, mint 1 (pl. 0,98 kg), akkor jézan ésszel
arra gyanakszunk, hogy a kenyér stlyanak varhaté értéke kisebb,
mint 1 kg. Arra nem, hogy nagyobb.

Egy masik lehetséges alternativa:

Ho: 1> po vs. Hi: p < po, (5)
ahol pg valtozatlanul 1-gyel egyenld.

Kérdés: ha tudjuk, hogy Hp teljesiil, akkor a mintaelemek eloszlasa
is ismert?

Szigori értelemben nem. Hy teljesiilése esetén lehetnek a
mintaelemek példdul N(uo; 02) és N(po + 113; 02) eloszlastiak is.
Azonban a Hj teljesiilése esetén egy pp-nal kisebb dtlagi mintat
akkor kapunk a legnagyobb valdszinliséggel, ha 1 megegyezik
to-lal (nem pedig nagyobb nala).
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Egyoldali, egymintds u-préba: példa/levezetés

Ho:p>po  vs.  Hitp < po,
Ha egy tetszOleges A eseményre — a jeloléssel enyhén visszaélve —
bevezetjiik a

P(A|Hp igaz) := P(A|a mintaelemek véarhatd értéke o)
jeldlést, vagyis gy fogjuk fel, hogy Hp teljesiilése esetén a varhaté
érték egyenl6 po-lal, akkor a kétoldali, egymintas u-prébahoz
hasonléan jarhatunk el.

A prébastatisztika most is u = @ﬁ lesz, de Hp-t most akkor
utasitjuk el, ha u értéke nagyon kicsi.

Elfogadasi tartomany: jobbrdl végtelen, és u = pg esetén 1 — ¢
valészinliséggel esik 1o az X, elfogadasi tartomdnyba, tehat ¢
valészinliséggel a tole balra esé Xy kritikus tartomanyba:

Xk ={x=(x1,...,xn) € R": u(x) < —uc},

ahol u. = ®71(1 — ¢), ahogy eddig.
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Egyoldali, egymintas u-préba: példa, elonyok, valtozatok
Példankban u(x) = —5-6t kaptunk. A standard normilis eloszlds
1 — ¢ = 0,95-kvantilise ®71(1 — ¢) = 71(0,95) ~ 1,6449.
Mivel u(x) = =5 < —u., Hp-t ismét elutasitjuk, vagyis azt kapjuk,
hogy a kenyerek tomege varhatd értékben kisebb, mint 1 kg.
Az egyoldali, egymintas u-préba tehat ug-nal nagyobb atlagl
minta esetén soha nem utasitja el Hp-t, viszont pg-nal kisebb
atlagl mintak esetén szigoribb, mint a kétoldali, egymintas préba.
A példankban ha u(x) a —1.9600 és a —1.6449 szamok kozé esik,
akkor az egyoldali préba mar elutasitja Hp-t, de a kétoldali még
elfogadja.
Ez az egyoldali préba f6 elénye.

Ha viszont a Hyp: p < o vs. Hi:p > po

alternativara kivanunk egyoldali, egymintds u-prébat szerkeszteni,
akkor a szimmetria miatt az

Xk ={x=(x1,...,xn) € R": u(x) > u:}

kritikus tartomanyt kapjuk. Hop-t elutasitjuk < u(x) nagyon nagy. 76,101



Kétoldali, egymintds u-préba: eljards
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok fae. normalis eloszlas(i

Xi,..

., Xy valdsziniiségi valtozdk realizacidi, amelyek p varhaté

értéke ismeretlen, de o > 0 szdrasuk ismert.
Altaldnos eljards (nem feltétleniil egyoldali) egymintds u-prébanal:

1

o

A Hy nullhipotézis felallitasa.

2. Az eliranyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztdsa.
3.
4. Az elfogadasi tartomdny meghatdrozasa (fiigg a préba

Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

altipusatdl).

A prébastatisztika u(x) = X2=£/n értékének meghatarozésa.

Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk (tehat Hi-et fogadjuk el).

Egyoldali eset (Hyp: 1t > po valtozat). Nullhipotézis: Ho: p > pp.
Relevans kvantilis: —u. = —®~1(1 —¢).
Elfogadési tartomany: X = {(x1,...,xn): u(x) > —u.}, tehat:
» ha u(x) < —ue, Ho-t elutasitjuk,
» kiilonben Hp-t elfogadjuk.
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Kétoldali, egymintds u-préba: eljards
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok fae. normalis eloszlas(i

Xi,..

., Xy valdsziniiségi valtozdk realizacidi, amelyek p varhaté

értéke ismeretlen, de o > 0 szdrasuk ismert.
Altaldnos eljards (nem feltétleniil egyoldali) egymintds u-prébanal:

1

o

A Hy nullhipotézis felallitasa.

2. Az eliranyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztdsa.
3.
4. Az elfogadasi tartomdny meghatdrozasa (fiigg a préba

Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

altipusatdl).

A prébastatisztika u(x) = X2=£/n értékének meghatarozésa.

Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk (tehat Hi-et fogadjuk el).

Egyoldali eset (Hp: 1 < po véltozat). Nullhipotézis: Ho: p < pp.
Relevans kvantilis: u. = ®~1(1 — ).
Elfogadési tartomany: Xe = {(x1,...,xn): u(x) < u.}, tehat:

» ha u(x) > u., Ho-t elutasitjuk,

» kiilonben Hp-t elfogadjuk.
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Préba ereje, az u-préba optimalitdsa (kieg. anyag)

Lattuk: a kétoldali, egymintds u-préba terjedelme, vagyis els6faju
hibajanak valdszinlisége legfeljebb az el6zetesen vélasztott € szam
lesz.

Kérdés: Mit mondhatunk a masodfaji hibardl?

Ha tudjuk, hogy H; teljesiil = mintaelemek eloszlasa??

Vegyiink most egy p1 # po paramétert, ahol pg a nullhipotézis
szerinti varhatd érték. Tehat ha py a valédi paraméter, akkor H
igaz. Ha tudnank, hogy 1 a valddi paraméter, akkor a masodfajt
hiba képlete ez lenne:

B(Ho-t effogadjuk| 11 = 1) = B(u(X) € (~te/z, uzy2)| Xt ~ N(u1; 0%)).

Ebben az esetben a préba erejének 1 minusz a masodfaju hiba
valdszinliségét nevezziik.

Az er6 tehat itt csak konkrét Hi-beli paraméter esetén definidlhatd.
Minél tavolabb py a pg értéktdl, anndl kisebb lesz a mdsodfajl
hiba valdsziniisége, vagyis annal nagyobb lesz a préba ereje.
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Egyenletesen legerésebb prébdk (kieg. anyag)

Miért a (kétoldali, egymintds) u-prébat alkalmazzuk a
gyakorlatban és nem valamilyen mas, szintén ¢ terjedelmi prébat
ugyanerre az alternativéra (feltételezve, hogy a mintaelemek
eloszldsa normalis és a o szérasuk adott)?

Azért, mert bizonyithatd, hogy az u-préba az egyenletesen
legerdsebb préba valamennyi ilyen préba koziil.

Vagyis: barhogy is valasztunk egy Hi-beli p1 paramétert, =
esetén a masodfajd hiba akkor lesz a legkisebb, ha az u-prébat
alkalmazzuk.

(Nem bizonyitjuk, sét ki sem mondjuk formélisan.

Megjegyzés: ez a Neyman—Pearson-lemma kovetkezménye.

A Neyman—Pearson-lemma az egyenletesen legerésebb préba
létezését mondja ki és konstrukcidjat adja meg altaldnos esetben
— ldsd BME-TTK-s matematikai statisztika targyak.)

Ilyen értelemben egyenletesen legerésebb préba az Osszes u- és
t-préba, amit az eléaddson targyalunk, mindegyik a maga

alternativajara vonatkozdan, a maga feltevései mellett.
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Az egymintds u-préba alkalmazasai

Az u-préba esetenként olyan esetekben is alkalmazhatd, ahol a
mintaelemek ugyan nem normilis eloszlastiak, de a CHT /de
Moivre—Laplace-tétel miatt azzal kozelithetoek.

(Példa: u-préba binomialis eloszldsra, 16.2.4. Példa)
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Megjegyzés: p-érték
Ha e-t csokkentjiik, akkor Hp-t gyakrabban fogjuk elfogadni; ez
nem meglepd, hiszen € a prdba terjedelmével, vagyis az elséfaju
hiba valdszinliségével egyezik meg.
A pénzérmés 16.2.4. példidban € = 0.01 és ¢ = 0.05 kozott van az
a legnagyobb terjedelem, amelyre Hp-t az adott mintdnak
megfelelé u(x) prébastatiszika-érték esetén még elfogadjuk.
Ezt szokas a préba p-értékének (angolul p-value) nevezni. Minél
kisebb a p-érték, anndl jogosabb a Hy nullhipotézis elutasitasa.
Ebben a példaban (egyoldali, egymintds u-préba) a p-érték éppen
1 minusz ®-nek a prébastatisztikdban vett értéke:

u(x) =u: & P(u(X) > u(x))=¢c & ¢ =1-d(u(x)) = 1-P(2) ~ 0.0228.

Vagyis a préba p-értéke kb. 2,28%. Maximum ekkora terjedelemnél
Hop-t elfogadjuk, ennél nagyobb terjedelem esetén elutasitjuk.
Kétoldali u-préba esetén, példaul a kenyeres példaban:

lu(X)| = u.pp & e =2(1-d(|u(x)[)) = 2(1-®(5)) ~ 5.733x10".

Vagyis a préba p-értéke rendkiviil alacsony.
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Megjegyzés: p-érték

p-érték haszndlata — alternativ szemlélet a terjedelemhez képest.
Itt nem rogzitjiik a mintavétel el6tt a terjedelmet, hanem a minta
alapjan adjuk meg azt az ¢ terjedelmet, amely pont a Hy
elfogaddsa és elutasitdsa hataran 3ll, azaz a p-értéket.

Gyakori széhasznalat (nemcsak u-prébandl): hogy valamilyen
mintara vonatkozé allitds ,,szignifikans”, ha a p-érték legfeljebb
0,05, és ,,nagyon szignifikdns" , ha legfeljebb 0,01.

Ha elfogadjuk a nullhipotézist, max. 0,05, ill. 0,01 lehet az els6faju
hiba.
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t-proba

Kérdés: egyoldali/kétoldali préba a normalis eloszlds varhatd
értékére ismeretlen szérds esetén?
A gyakorlatban sokszor nehéz megtippelni, hogy mi a széras, mig a
minta (korrigdlt) empirikus szérdsa kénnyen kiszamithato.
Ahogy emlitettiik: a t-préba hasonlé nullhipotézisekre vonatkozik,
mint az u-préba (a normdlis eloszlds varhaté értékével
kapcsolatban), de ismeretlen széras esetén.
> Az u- és a t-préba kozott hasonld a viszony, mint a
konfidenciaintervallumok ismert és ismeretlen szérds esetére
vonatkozé képletei kozott.
> Egymintds prébdndl a szérast az empirikus szdrds helyettesiti.
A prébastatisztika most t-eloszlast lesz standard normalis
helyett, szabadsagi foka: mintaelemszam—1.

> Kétmintds eset — |asd késobb.
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Kétoldali, egymintds t-préba
Legyen X = (Xi,..., X,) fae. minta N(p; 02) eloszlasi
mintaelemekkel, ahol ezittal mind a p varhaté érték, mind a o
szérasnégyzet ismeretlen. Kétoldali, egymintds esetben az
alternativank tovabbra is Hy: 1 = uo vs. 1 1.
A kétoldali, egymintas, ¢ terjedelmii u-préba alapja az volt, hogy

2

ux) = Y701 x(0;1),

és ez alapjan ha |u(X)| < u, /5, akkor Ho-t elfogadjuk, kiilénben
elutasitjuk. Ugyanakkor a konf.intervallumoknal emlitettiik, hogy

t(X) = M ~t(n—1),
S;

ahol S = 1/(5;)? a mintdhoz tartozé korrigalt empirikus szdrast
jeloli. u-préba levezetésével analdg érvelés =
akkor kapunk ¢ terjedelmii probat, ha Hp-t akkor fogadjuk el, ha
[t(X)| < ty_1,/2, kiilonben pedig elutasitjuk, ahol t,_1 /> az n—1
szabadsagfoku t-eloszlds 1 — e/2-kvantilise.
Egyoldali valtozat: hasonléan. 84/101



Egy- vagy kétoldali, egymintds t-préba: eljaras

Feltevések: az xi,...,x, adatpontok Xi,..., X, fae. normilis
eloszlasi val. valtozdk realizacidi, amelyek szérasa és p varhatéd
értéke ismeretlen. Eljdrds egymintds t-prébanal:

1. A Hp nullhipotézis feldllitdsa.
Az elSiranyzott ¢ € (0, 1) terjedelem kivéalasztasa.
Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

Az f = n— 1 szabadsagi fok meghatarozasa.

AR

Az elfogaddsi tartomany meghatarozasa, fligg a proba
altipusatdl — n — 1 szabadsdgfoku t-eloszlds tiblazata
(hasonlé a normalis eloszldséhoz, 0-ra szimmetrikus siirfv.).
6. A prébastatisztika t(x) = 7”5_% n értékének meghatdrozasa.
7. Annak eldontése, hogy a prdbastatisztika értéke az elfogadasi
tartomdnyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk.
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Egy- vagy kétoldali, egymintds t-préba: eljaras
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok Xi,..., X, fae. normilis eloszlasu
val. valtozdk realizacidi, amelyek szdrdsa és p varhaté értéke ismeretlen.
Eljards egymintds t-prébanal:

1. A Hp nullhipotézis felallitasa.

. Az el8irdnyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztasa.

2

3. Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

4. Az f = n— 1 szabadsagi fok meghatarozasa.
5

. Az elfogaddsi tartomdny meghatdrozasa, fiigg a préba altipusatdl —
n — 1 szabadsdgfokd t-eloszlas tablizata (hasonlé a normilis
eloszldséhoz, 0-ra szimmetrikus siirfv.).

6. A prébastatisztika t(x) = X=£2/n értékének meghatarozésa.

7. Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk.

Kétoldali, egymintds t-préba. Alternativa: Hyp: = o vs. Hi: i # .
Relevans kvantilis: t,_; /> az n — 1 szabadséagfokii t-eloszlds 1 — ¢/2-
kvantilise. Elfogadasi tartomdny: Xo = {(x1,...,%p): [t(X)| < tp_1./2}-

Tehat: ha |t(X)| > t,_1.c/2, Ho-t elutasitjuk, kiilonben elfogadjuk. 85/101



Egy- vagy kétoldali, egymintds t-préba: eljaras
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok Xi,..., X, fae. normilis eloszlasu
val. valtozdk realizacidi, amelyek szdrdsa és p varhaté értéke ismeretlen.
Eljards egymintds t-prébanal:

1. A Hp nullhipotézis felallitasa.

. Az el8irdnyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztasa.

2

3. Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

4. Az f = n— 1 szabadsagi fok meghatarozasa.
5

. Az elfogaddsi tartomdny meghatdrozasa, fiigg a préba altipusatdl —
n — 1 szabadsdgfokd t-eloszlas tablizata (hasonlé a normilis
eloszldséhoz, 0-ra szimmetrikus siirfv.).

6. A prébastatisztika t(x) = X=£2/n értékének meghatarozésa.

7. Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk.

Egyoldali, egymintds t-préba Hy: 1t > po vs. Hi: o < o alternativédval.
Relevdns kvantilis: —t,_1,. az n — 1 szabadsagfokl t-eloszlds 1 — e-
kvantilisex (—1). Elfogadasi tart.: X = {(x1,...,Xp): t(X) > —tn_1¢}.

Tehat: ha t(x) < —t,_1.., Ho-t elutasitjuk, kiildnben elfogadjuk. 85 /101



Egy- vagy kétoldali, egymintds t-préba: eljaras
Feltevések: az xi, ..., x, adatpontok Xi,..., X, fae. normilis eloszlasu
val. valtozdk realizacidi, amelyek szdrdsa és p varhaté értéke ismeretlen.
Eljards egymintds t-prébanal:

1. A Hp nullhipotézis felallitasa.

. Az el8irdnyzott € € (0,1) terjedelem kivélasztasa.

2

3. Az x1,...,x, adatpontok kinyerése.

4. Az f = n— 1 szabadsagi fok meghatarozasa.
5

. Az elfogaddsi tartomdny meghatdrozasa, fiigg a préba altipusatdl —
n — 1 szabadsdgfokd t-eloszlas tablizata (hasonlé a normilis
eloszldséhoz, 0-ra szimmetrikus siirfv.).

6. A prébastatisztika t(x) = X=£2/n értékének meghatarozésa.

7. Annak eldontése, hogy a prébastatisztika értéke az elfogadasi
tartomanyba esik-e. Ha igen, Hp-t elfogadjuk. Ha nem, Hp-t
elutasitjuk.

Egyoldali, egymintds t-préba Hyp: po < g vs. Hy: > o alternativéval.
Relevdns kvantilis: t,_1,. az n — 1 szabadsagfoku t-eloszlds 1 — e-

kvantilise. Elfogaddsi tartomany: Xe = {(x1,...,Xn): t(X) < th_1,c}.

Tehat: ha t(x) > t,_1., Ho-t elutasitjuk, kilonben elfogadjuk. 85 /101



Egymintds t-préba: példa — kenyérvasarlas

Kordbbi példa — a péknél vasérolt kenyerek (nagyon)
szignifikdnsan kisebbek voltak 1 kg-nal.

Az u-prébahoz feltettiik, hogy a normalis eloszlasi kenyértomeg o
szbérasa megegyezik a 0,02 értékkel (honnan tudjuk, hogy annyi?)

Kérdés: lehet, hogy azért utasitottuk el azt a nullhipotézist, hogy a
kenyerek silya 1 kg, mert hibds feltételezésiink volt a szérasrdl?

Szerencsére mindennap felirtuk, hogy aznap milyen silyd kenyeret
vettiink, igy ki tudjuk szdmolni a korrigdlt empirikus szérdsokat is.
Péknél vett kenyerek: n =25 elemii (xi, ..., x,) mintarealizicid,
ahol X, = 0.98 kg teljesiilt — azt kapjuk, hogy a korrigdlt
empirikus széras s3; = 0.05 kg (vagyis lényegesen nagyobb a valddi
sz6rds korabban feltételezett 0.02 értékénél).

Futtassuk le az el6bbi alternativara u-préba helyett a t-prébat is —
mdas dontéshez vezet-e?
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Egymintds t-préba: példa — kenyérvasarlas
Kétoldali, egymintds t-préba esetén:

Ho: p=1 Vs. Hi:p#1,

terjedelem: € = 0,05. A prdbastatisztika értéke:

Ennek abszolit értékét kell az n — 1 = 24 szabadsdgfoki t-eloszlas
1 —¢e/2 = 0,975-kvantilisével 6sszehasonlitani. A kvantilis értéke

t24,0,025 ~ 2,0639.

—2.

Ez nagyobb, mint upgos ~ 1.9600, és némileg nagyobb |t(x)|-nél is.
Ezért Hp-t elfogadjuk, vagyis a kenyerek atlagosan mégis 1 kildsok.
Egyoldali, egymintas t-préba esetén:

Ho: p>1 vs. Hi:p <1,

terjedelem: ¢ = 0,05. t(x) = —2, vdltozatlanul. Ezt kell
—tra,005 ~ —1.7109-cel 6sszehasonlitani. Mivel t(x) < —t24 0ps,

Ho-t a ,,szigoribb” egyoldali préba alapjan még mindig elutasitjuk.
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t-préba R-ben

t-préba R-ben (dokumentacié): https://www.rdocumentation.
org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/t.test.
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Kétmintds prébak

Kovetkezd téma: kétmintds u- és t-proba — idétakarékossagi
okokbdl csak a kétoldali verziét targyaljuk.
Ebbdl az egyoldali verziék nagyon hasonléan vezethetdk le, mint az
egymintas esetben.
Itt két fiiggetlen (nem feltétleniil azonos elemszamd) fae. normalis
eloszlasi minta lesz adott. Szeretnénk tesztelni, hogy a két minta
varhaté értéke megegyezik-e.

> kétoldali, kétmintds u-préba: ismert szérasnégyzetek esetén

tudunk konstrudlni egy normalis eloszlasu prébastatisztikat,

> kétoldali, kétmintds t-préba: ha a két széras ismeretlen, de
egyenld, akkor , ki tudunk keverni” egy t-eloszldsu
prébastatisztikdt — ennek pontos alakjat és szabadsagi fokat
nehéz a kétoldali, kétmintas u-préba esetébol levezetni.
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Kétoldali, kétmintds u-préba
Kenyeres példa — ¢ = 0.05 terjedelem mellett el kell utasitanunk
azt a nullhipotézist, hogy a péknél vasarolt kenyerek varhaté
értékben egykilésak — alternativ kenyérforras utdn néziink.
Van egy masik pék, aki nagyon hasonld kinézetd, izl és aru
egykildés kenyereket gyart, mint az elsé.
Reklamja szerint képes olyan kenyeret gyartani, amelyek
tomegének szérdsa csak 1 dkg (azaz o1 = 0.01 kg, tehat
02 = 0.0001 kg? a szérdsnégyzet).
Most n; = 10 napon keresztiil ennél a péknél visarolunk napi egy
kenyeret, és megmérjiik a tomegiiket.
Egy olyan x = (x1, ..., xpn,) realizdciét kapunk, amelynek atlaga
Xn, = 0.9825 kg.
A késébbiekben hasznos jelolés a régi péknél vasarolt kenyerek
tomegeire: y = (y1,..., ¥n,), ahol a mintaelemszam n, = 25, a
mintadtlag ¥,, = 0.98, a széras o = 0.02 volt. (Feltételezziik,
hogy az — akdrki altal gyartott — kenyerek tomegei egyiittesen
fiiggetlenek.)
Kérdés: ugyanaz marad-e a helyzetiink, ha az (j pékhez jarunk? — ¢/,



Kétoldali, kétmintds u-préba
Vagyis: az Uj péknél vasarolt kenyerek tomegének (szintén
ismeretlen) pg varhaté értéke ugyanaz-e, mint a régi péknél
vasaroltak tomegének po varhaté értéke? Ezért a

Ho: p1 = p2 vs. Hi: p1 # p2
alternativara kivanunk egy € = 0,05 terjedelm( prébat konstrudlni.
Feltételezve, hogy az (Xi,..., X, ) minta fiiggetlen az
(Y1,..., Yn,) mintatdl, az X,, mintadtlag is fuggetlen az Y,

mintadtlagtdl. Ezért X, és Y, linedris kombindcidi is normalis
eloszldstak. Elemi szamitasokkal megmutathatd, hogy

Xoy — Yo,

\oi/m+o5/m
fgy a kétoldali, egymintas u-prébahoz hasonléan, ha
u(X,Y) € [=tepp, tepp] = [ = 071 —/2), 0711~ £/2)],
akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elutasitjuk. Kritikus tartomanyunk:
X = {(x, Y) = (X1, s Xngs Y1, -+ Ymy) € R™MT™2: Ju(x) y)| > ug/z}. 01/101

u(X,Y) = ~ N(0;1).



Kétoldali, kétmintds u-préba

Konkrét példankban

X Ve _ 09825098 o,

u(x,y) =
\/Jf/lh + 02/ \/0.?%01 N o.g%o4

Mivel [u(x,y)| < u./, = ®71(0.975) = 1.9600, Ho-t elfogadjuk.
Vagyis varhaté értékben az 0j péknél is ugyanolyan témegiiek a
kenyerek, mint a réginél, tehat a pékvaltas nem viéltoztat

szignifikdnsan a helyzetiinkon...
(Tordlve: “De kis hijan szignifikdnsan valtoztat.")
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Kétoldali, kétmintds u-préba: eljaras

Feltevések: az xi, ..., xn, adatpontok fae. N(u1,0?) eloszlasi
Xi,...,Xp, valészinliségi valtozok realizacidi, az yi, ..., Yn,
adatpontok pedig az Xi,..., Xp,-tdl (egyiittesen) fiiggetlen,
egymas kozott fae. N(jup,03) eloszldst Y1, ..., Yy, valésziniiségi
vdltozdk realizacidi. A 01,09 > 0 szérasok ismertek, a p1, o
varhaté értékek ismeretlenek. Eljaras:

1. Nullhipotézis: Hy: p1 = po vs. Hi: p1 # po.

2. Az eléiranyzott € € (0, 1) terjedelem kivalasztésa.

3. Az x1,...,Xn, Y1, ..., Yn, adatpontok kinyerése.

4. Prébastatisztika:

_ Xm —Ym
u(x,y) = ﬂ
m T
5. Elfogadasi tartomany: X, = {(x,y) =
(X1, oy Xngs Y1y -+ Vi) € RMTM: u(x,y)| < Ua/2}: ahol
ugp =71 —¢/2).
6. Déntés: ha |u(x,y)| > u. /o, Ho-t elutasitjuk, kiil. elfogadjuk.
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Megjegyzés: egyoldali, kétmintas u-préba

Itt nem részletezziik, de a kétmintds u-prébanak ugyanigy vannak

egyoldali valtozatai, mint az egymintdsnak. Az egyoldali és a

kétoldali préba kozotti kiilonbség is analég az egymintds esethez.
» Ho: p1 > p2 vs. Hy:py < po: akkor utasitjuk el a

llhipotézist, ha u(x,y) = ——22___ <
nullhipotézi u(x,y) gy
> Ho: py < pop vs. Hi: pg > po: akkor utasitjuk el Hp-t, ha
u(x,y) > u..

—Ue.

Kenyeres példa: Hyp: p1 > po vs. Hi: g < pp is jo alternativa.

Ha Hp-t elutasitjuk, akkor az j pék vélasztasaval javul a
helyzetiink.

Alkalmazds pl.: bevezessiink-e egy Uj gydgyszert, jobb-e, mint a
régi?

A kétmintds t-prébanal (lasd lejjebb) is csak a kétoldali valtozattal
foglalkozunk, de annak is ugyantigy vannak egyoldali valtozatai is.
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Kétoldali, kétmintds u-préba: példa

(13.6. a) feladat)

Véletlenszertien kivadlasztottuk a BME 10 gépészmérndk férfi
hallgatéjat, az 6 atlagos testmagassaguk 179 cm volt, 2 cm
korrigdlt empirikus szérassal, valamint a BME 20 épitémérnok férfi
hallgatéjat, az 0 esetiikben az atlag 178 cm, a korrigdlt empirikus
széras 1 cm volt. Feltéve, hogy az egyes hallgaték testmagassagai
figgetlenek, normalis eloszlasiak és azonos szak esetén azonos
eloszldsdak is, vizsgaljuk meg a minta alapjan 5% és 1%
terjedelmii préba segitségével is, hogy a két szakra jardk
testmagassaganak varhaté értéke megegyezik-e, ha a
gépészmérndk férfi hallgatdk testmagassaganak szérasa v/2 cm, az
épitémérnok férfi hallgatdké pedig 1 cm.

Adjuk meg Hp-t, Hi-et, a probastatisztika elfogaddsi tartomanynak
megfeleld értékei halmazat, a prébastatisztika értékét és a dontést.
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Kétoldali, kétmintds t-préba

Emlékeztet6: kétoldali, kétmintas u-préba

Legyenek Xi,..., Xn, ~ N(p1; o%) és Y1,..., Y, ~ N(,uz;ag)
fuggetlen fae. mintdk, ahol a 1 és uo varhatd értékek
ismeretlenek, és tekintsiik a

Ho: p1 = po2 vs. Hy:pa # po

alternativat. Lattuk (bar nem bizonyitottuk), hogy

n *Yn
(V) = S
g

n

X

~ N(0;1).

N

= Ha a 02 és 03 szérasnégyzetek ismertek, ezzel a

prébastatisztikdval mehet a kétoldali, kétmintads u-préba.
Hasonlitsuk a prébastatisztikat az N(0; 1) eloszlds megfelelé
kvantiliséhez.
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Kétoldali, kétmintds t-préba

Emlékeztet6: kétoldali, kétmintas u-préba

Legyenek Xi,..., Xn, ~ N(p1; o%) és Y1,..., Y, ~ N(,uz;ag)
fuggetlen fae. mintdk, ahol a 1 és uo varhatd értékek
ismeretlenek, és tekintsiik a

Ho: p1 = po2 vs. Hy:pa # po

alternativat. Lattuk (bar nem bizonyitottuk), hogy

X — Yo
3

= Ha a 02 és 03 szérasnégyzetek ismertek, ezzel a

prébastatisztikdval mehet a kétoldali, kétmintads u-préba.
Hasonlitsuk a prébastatisztikat az N(0; 1) eloszlds megfelelé
kvantiliséhez.

Kérdés: mi legyen a prdbastatisztika, ha a szérasok ismeretlenek?
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Kétoldali, kétmintds t-préba
Kérdés: ha a szérasok ismeretlenek, mi egy olyan prébastatisztika,
aminek az eloszlasat ismerjiik?

Biz. nélkiil: ha D?(X;) = D?(Y;), akkor

£(X,Y) = Xo, = Y, [
\/(m—l)(s;)2+(nz—1)(s¢)2 ny + no

ni+ny—2

t-eloszlast f = ny + ny — 2 szabadsagi fokkal.

Ez j6 lesz prébastatisztikdnak. Kétoldali esetben ennek abszolit
értékét a t(ny + np — 2)-eloszlds 1 — e/2-kvantilisével hasonlitjuk
Ossze, hasonléan a kétoldali, egymintds t-prébahoz.

Megjegyzés: a szabadsagi fok altaldban a teljes mintaelemszam
minusz a becsiilt paraméterek szama.
» Egymintds t-préba: mintaelemszam n, becsiilt paraméter (a
sz6ras helyett) sy, tehat a szabadségi fok n — 1.
> Kétmintds t-préba: teljes mintaelemszam n; + no, becsiilt
paraméterek (a szérasok helyett) s} és sy, tehat a szabadsagi
fok n1 + no — 2.
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Kétoldali, kétmintas t-préba: eljards
Feltevések: az xi, ..., x,, adatpontok fae. normalis eloszdsu
Xi,...,Xp, valészinliségi valtozék realizaciéi, amelyek p; varhaté
értéke ismeretlen is, az yi, ..., yn, adatpontok pedig az
Xi,. .., Xn,-t8l (egyiittesen) fiiggetlen, egymas kozott fae.
normalis eloszldsd Y1,..., Yy, valdszinlségi valtozék realizacidi,
ezek p1p varhaté értéke sem ismert, és D?(X;) = D?( Y1)
ismeretlen. Eljaras:

1. Nullhipotézis: Hy: 1 = po vs. Hi: 1 # po.

Az elSirdnyzott ¢ € (0, 1) terjedelem kivalasztasa.

Az X1,...,Xny, Y1, .-, Yn, adatpontok kinyerése.

Az f = ny + ny — 2 szabadsagi fok meghatarozasa.

, . . Xn1 —Yn:
Prébastatisztika: t(x,y) = (nlfl)(s;)zi/(;fl)(s;‘ﬁ \ /n’:f;.

ni+ny—2
6. Elfogadési tartomdny: X, = {(x,y) =
(Xl’ s Xn Y1, - ;)/ng) € RmFm: |t(x7y)| < tn1+n2f2,5/2}'
ahol t, 1 p,—2./2 @ t(n + na — 2)-eloszlds 1 — &/2-kvantilise.
7. Dontés: ha [t(x,y)| > t./», akkor Ho-t elutasitjuk, kiilonben
elfogadjuk. 98101

AN N




Kétoldali, kétmintds t-préba: példa — kenyérvasarlas
Az 0j péknél vasdrolt 10 db kenyér adatai: n; = 10, x,, = 0,9825
kg. Szerencsére gondosan felirtuk az Uj péknél vasarolt kenyerek
tOmegadatait is, ezek korrigdlt empirikus szérdsara pedig
sy = 0,015 kg adddott.

A régi péknél vasarolt 25 kenyérhez tartozé adatok: n, = 25,
Ym, = 1,98 kg, s; = 0,05 kg.
fgy a szabadsagi fok f = n; + np — 2 = 33. Alternativa:

Ho: pi = po vs. Hy: pn # po

Erre ismeretlen szérasok mellett a kétoldali, kétmintds t-probat
alkalmazzuk. A prdbastatisztika értéke:

Hxy) = %o — Vmm [Chm_ _ 0.9825-098 [10-25 _ ...
Y= \/(nrl)(s;‘)2+("r1)(sy*)2 m+n  [e005+24.00%2 V 10+ 25 ’ ’
V 33

ni+np—2

Ez (abszolit értékben) jéval kisebb, mint az ny; + np —2 = 33
szabadsagfoku t-eloszlds 1 — e/2 = 0,975-kvantilise,
t33,0025 ~ 2.0345. Ezért Hp-t elfogadjuk (< a régi és az dj péknél
vasarolt kenyér tomegének varhatd értéke megegyezik).
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Kétoldali, kétmintds t-préba: példa

(13.6. b) feladat)

Véletlenszeriien kivadlasztottuk a BME 10 gépészmérndk férfi
hallgatdjat, az 6 atlagos testmagassaguk 179 cm volt, 2 cm
korrigdlt empirikus szérassal, valamint a BME 20 épitémérnok férfi
hallgatdjat, az 0 esetiikben az atlag 178 cm, a korrigdlt empirikus
széras 1 cm volt. Feltéve, hogy az egyes hallgaték testmagassagai
figgetlenek, normalis eloszlastak és azonos szak esetén azonos
eloszldsdak is, vizsgaljuk meg a minta alapjan 5% és 1%
terjedelmii préba segitségével is, hogy a két szakra jardk
testmagassaganak varhaté értéke megegyezik-e, ha mindkét szakra
jaré hallgatok testmagassaganak szérasa ismeretlen, de egyenld!

Mindkét esetben adjuk meg Hp-t, Hi-et, a prébastatisztika
elfogadasi tartomanynak megfelelé értékei halmazat, a
prébastatisztika értékét és a dontést.
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t-préba: kitekintés
Akik felveszik a mérndk- és gazdasaginformatikus MSc képzés
Matematikai statisztikai targyat, tovabbi esetekkel is
taldlkozhatnak, ahol t-eloszlast a prébastatisztika. Pl.:

» Egyoldali, kétmintds verzick (u-prébanal is): értelemszeriien,
ahogy mar emlitettiik, részletesen ldsd a statisztika targybdl.

> Kétmintas t-prébanal: mi a teendd, ha a szérdsok nem
egyenléek, vagy nem tudjuk, hogy egyenlek-e?

» Szérasok egyenléségének ellendrzésére is van préba: F-préba,
Ho: 02 = 03 vs. Hy: 02 # 3.

» Ha az F-probanal Hp-t elfogadjuk, mehet a kétmintds t-prdba.

» Ha az F-prébanal Hp-t elutasitjuk: Welch-préba.
A prébastatisztika még mindig t-eloszldst, de mashogy néz ki,
a szabadsagi foka altaldban nem egész szam.

» Osszetartozé mintds t-préba: (x1,y1), ..., (Xn, yn) adatpontok,
egymas kozt x1,...,Xp €S y1, ..., Ys is fae. normdlis eloszlasu
val. valtozdk realizacidi, de x; és y; nem fiiggetlenek, hanem
ugyanabbdl a mérésbol szarmaznak.

Pl: n csavart mériink, x; az i-edik csavar hossza, y; az
atmérdje. Erre is van t prébastatisztikdju préba. 101/101



