Valdszinliségszamitas és statisztika —
Tobbdimenzids eloszlasok és regresszid
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Valészintiségi vektorvaltozdk, egyiittesen folytonos
tobbdimenzids eloszlasok, feltételes eloszlasok
Momentumok, kovariancia és korrelacid

Linearis regresszid

Feltételes varhatd érték/regresszid, tulajdonsagai, teljes
varhatd érték tétele

Feltételes valdsziniiség és teljes valdsziniiség tétele folytonos
esetben

Tobbdimenzidés normalis eloszlds, polinomidlis eloszlas

El6ismeretek: Differencial- és integralszamitds tobb dimenzidban:
parcidlis derivaltak, totalis differencidlhatdsag, integralds normal
tartomanyon.

Vektorok skaldris szorzdsa, matrix determindnsa, inverze(, rangja).

A valszadm el6adds eddigi részei.
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Valészinliségi vektorvaltozok
Eddig: egy darab folytonos val. valtozé eloszlasaval foglalkoztunk.
Eloszlasfiiggvény, siirliségfliggvény, varhatd érték, eloszlastrafok...
Most: tobb folytonos val. véltozé egyiittes eloszldsa (hasonldan a
diszkrét egyiittes eloszldsdhoz) — valdszinliségi vektorvaltozdk.
A kévetkezé n-dimenzids definicicktdl/dllitdsoktdl nem kell
megijedni. Néha sziikségiink lesz az dltaldnos n esetére, de a
gyakorlatban legtébbszor tobb=2, és a kétdimenzids eset
egyszeriibb.
(7.1.1. Definicié.) Legyenek Xi, ..., X, ugyanazon (2, F,P)
valdszinliségi mezdn definidlt valdsziniiségi valtozék valamilyen n
pozitiv egész esetén. Ekkor az

X=(Xt,...,X): Q = R"

fuggvényt valdsziniiségi vektorvdltozénak hivjuk.
Az X (egyiittes) eloszlasfiiggvénye az

Fx : R" —[0,1], Fx(x1,...,%n) = P(X1 < x1, ..., Xp < Xp)

vektorvaltozos, skalarértékil fiiggvény. 27117



Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsigai

Emlékeztetd: egy darab X valdsziniiségi valtozd
eloszlasfliggvényének tulajdonsagai:

» limy__oo Fx(x) =0,
> limyo0 Fx(x) =1,
» Fx balrdl folytonos, vagyis minden x; € R-re
limyps, Fx(x) = Fx(x1),
> Fx monoton novo, vagyis ha x,y € R és x < y, akkor
Fx(x) < Fx(y).
Mik ezeknek a tulajdonsdgoknak az analdgjai egy valdszinliségi
vektorvaltozé esetén?
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Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsigai
Ha Fx egy X valdsziniiségi vektorvdltozé egyiittes
eloszlasfiiggvénye, akkor

> |imx1—>—oo,XQ—>—oo,...,xn—>—oo F&(Xla s 7Xn) =0,

> |imx1~>oo,X2~>oo,...,xn~>oo F&(Xla s >Xn) =1,

» Fx ,,minden valtozéban (parcialisan) balrél folytonos”, azaz
barmely i € {1,...,n}-re, x; € R-re és rogzitett
X1y« s Xi—1, Xi+1, -, Xn valds szamokra

J(iTI‘Q Fé(xl, ey Xj—1, Xy Xjt1y e - - ,Xn) = F&(Xl, ey Xi—1y Xjy Xj41y - - - ,Xn).
i

> Ha egy kivételével minden valtozét rogzitiink, akkor
(parcidlisan) monoton névé. Ugyanis legyen i € {1,...,n} és
X1y .-y Xi—1,Xi+1, - - - , Xn € R adott. Ekkor barmely x <y
valds szamok esetén

F&(Xlr"7XI'*17X)XI'+1)"')XH) S FX(le"‘7Xi717y7XI'+17'-‘7Xn)-
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Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsigai

Diszkrét eset — egyiittes eloszlds tablazata, peremeloszlasok.

X
y 0 1]py
0 i 0 3
1 1] 1
, st
2 ? 5l
PX §§1

n dimenzidban ugyanez, csak n-dimenzids egyiittes sulyfiiggvénnyel
(tablazatot nehezebb rajzolni).

Egy valtozé peremeloszldsa kiszdmitasdhoz az Gsszes tobbi valtozé
szerint Osszegezni kell.
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Folytonos eset?
Folytonos eset — mit értiink egyaltalan folytonos eset alatt?

Példa (n = 2): A sikon az y = x egyenes (0,0) és (1,1) kdzé es6é
szakaszan valasztunk taldlomra (egyenletes eloszldssal) egy pontot,
jelolje ezt (X1, X2).

Nyilvanvaléan P(X; = X1) = 1. Ekkor Xj és X is egyenletes
eloszldsu a [0, 1] intervallumon, tehdt kiilon-kilon Xi és X, is
folytonos val. véltozé. Az (X1, X2) valésziniiségi vektorvaltozé
értékkészlete viszont az {(x,y) € R?|y = x} < R? egydimenziés
altér egy részhalmaza.

Latni fogjuk: (X1, X2) nem egyiittesen folytonos valdszinliségi
vektorvaltozé.

Egy egyiittesen folytonos (X, Y) 2-dim. valésziniiségi vektorvéltozd
értékkészlete mindig egy pozitiv teriiletll halmaz.

Van egyiittes siiriiségfiiggvénye: f(x yy: R2 — [0,1], aminek a
kettds integrélja a teljes R?-n 1.
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Egyiittes stirliségfiiggvény
(7.1.3. Definicid.) Legyen X = (Xi, ..., Xy) valdsziniiségi
vektorvaltozé. Egy fx: R"” — [0, 00) fiiggvény az X (egyiittes)
stirliségfliggvénye, ha fx-nek létezik az improprius
Riemann-integralja R"-en, és

/ / x(z1, ..., 2n) = Fx(x1,...,%n)

:]P)(Xl <X1,...,Xn <Xn).

X-et folytonosnak hivjuk, ha létezik egyiittes siirliségfiiggvénye.
Megjegyzések:
» Egy dimenziéban ez ugyanaz, mint a folytonossag.
> Néha ahelyett, hogy X folytonos, azt mondjuk, hogy
X1,..., X, egyiittesen folytonosak.
» Néha lustdk vagyunk és egy X = (X1, X2) kétdimenzids
val6szinliségi véltozd esetén fx = fix, x,) helyett fx; x,-t irunk.
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Egyiittes stirliségfiiggvény
(7.1.3. Definicié.) Legyen X = (X1, ..., X,) valdsziniiségi
vektorvaltozé. Egy fx: R"” — [0, 00) fiiggvény az X (egyiittes)
sliriségfliggvénye, ha fx-nek létezik az improprius
Riemann-integralja R"-en, és

Xn X1
/ / fx(zi,...,2zn) = Fx(x1,...,%n)

=P(X1 < x1,...,Xn < Xxp).

X-et folytonosnak hivjuk, ha létezik egyiittes siirliségfiiggvénye.

Legegyszeriibb példa: a (0,1)? C R? nyilt egységnégyzetlapon
,,taldlomra” (egyenletes eloszlassal) vélasztott Y = (Y1, Y2) pont
stirliségfiiggvénye

fy(y1,y0) =

{1, haO<y <1és0<y,<1,

0, kilonben.
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Egyiittes stirliségfiiggvény

(7.1.4. Allités.) Legyen X = (X1,...,X,) valdsziniiségi
vektorvaltozé. Ha X folytonos, akkor az alabbi fiiggvény az X
stirliségfiiggvénye:

Oy -+ O, Fx(x1,...,xn), ha ez létezik
fx(X1,...,%p) = ! e ’
x(a ) 0, kiilonben.
(A derivalasok tetszéleges sorrendben elvégezhetdk.)

Megjegyzés: Az egyvaltozds allitassal ellentétben az allitasnak
feltétele, nem pedig kovetkezménye, hogy a slirtiségfiiggvény
létezzen (azaz X folytonos legyen).

Kordbbi példa, ahol X = Xi: F(x, x,) néhdny egyenes kivételével
kétszer folytonosan (totalisan) differencialhatd, de

Ox 0% F(x1,%,) (X1, x2) mindenhol 0, ahol létezik, ami nem lehet
egyiittes slirliségfiiggvény. (Vildgos?)

fgy (X1, X2) nem folytonos, bar Xj és X, peremeloszlasai
folytonosak.
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Egyiittes stirliségfiiggvény

Az egyiittes siiriiségfliggvények karakterizacidja:
(7.1.5. Allitas.) Legyen f: R" — [0, c0). Ekkor

/ / f(z1,...,2zp)dz;...dz, =1

pontosan akkor teljesiil, ha [étezik olyan X valdsziniiségi
vektorvaltozd, amelynek f siirliségfliggvénye.
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Egyiittes stirliségfiiggvény

Egyvaltozds eset — a slirliségfiiggvénnyel ki lehetett szamolni pl. a
P(a < X < b) alakd valdsziniiségeket. Tobbdimenzids eset:

(7.1.6. Allités.) Legyen H C R” Jordan-mérhetd halmaz és
X =(Xy,...,X,) folytonos valdsziniiségi vektorvaltozé. Ekkor

POCeH) = [ Aleax

Pl. d = 2 dimenzidban, egy X = (X1, X2) valdsziniiségi
vektorvaltozd esetén, ha H = (a, b) x (c, d) egy téglalap:

P((X1,X2) € H) =P(a < X1 < b,c < X1 < d)

= [ st mbostn (= [ ).
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Példa

Legyen f: R? — [0, 00),

F(x.y) 4xy, haO0<x,y<l1,
X, y) =
Y 0, kiilonben.

» Van-e olyan (X, Y) val. vektorvdltozd, amelynek
stirliségfiiggvénye 7
» Haigen: P(X < Y) =7
(Megoldas: igen; 1/2; lasd eléadas)
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Példa

Legyen f: R? — [0, o0),

4xy, haO0<x,y<l,
f(x,y)={

0, kiilonben.

stirliségfiiggvénye 7
» Haigen: P(X < Y) =7
(Megoldds: igen; 1/2; Isd el6adés)

Egyiittes sliriiség- és eloszlasfiiggvény a példaban:

» Van-e olyan (X, Y) val. vektorvéltozd, amelynek

D¢
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Az egyiittes sirliségfiiggvény szemléletes jelentése
Emlékeztet6é: ha X egydimenzids folytonos val. valtozé, akkor
minden x € R-re, ahol Fx differencialhatd,
Fx(x + Ax) — Fx(x — Ax) ! P(X € (x — Ax, x + Ax))
im .

f = | =
x(x) AI;EO 2AXx Ax]0 2Ax

Hasonléan ha X = (X, Y') folytonos és az Fx egyiittes
eloszlasfiiggvény 2-szer totdlisan differencidlhaté (x, y)-ban,

Fx(x+ Ax,y + Ay) — Fx(x — Ax,y — Ay)

£ = i
xboy) =, 0m 2Ax - 20y
. P(Xe(x—Ax,x+Ax), Y e(y—Ay,y+ Ay))
= lim .
Ax0, 22Ax - Ay
Aylo

Vagyis fx(x, y) kb. annak a valdsziniisége, hogy az X = (X, Y)
vektor (x,y) egy kis kdrnyezetébe esik, osztva a kdrnyezet
teriiletével.

Az n-dimenzids eset hasonld, n-szer differencidlhaté Fx esetén,

n-dimenzids térfogattal.
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Marginalis eloszldsok (n = 2)

A kdvetkezd par didn tekintsiik el8szor a (kevésbé ijeszté) n = 2 esetet. Utdna
egy megjegyzés keretében ratériink az altalanos n-re.
Ha (X, Y) egy valdsziniiségi vektorvéltozd, akkor Fx-et és Fy-t
perem-eloszldsfiiggvényeknek (margindlis eloszlasfiiggvényeknek)
nevezziik. Hogyan kapjuk meg ezeket f(x y)-bdl?
Az egyiittes eloszlasfiiggvény argumentumaban a masik valtozéval
tartsunk végtelenhez:

> Fx(X) = Iimy%oo F(ny)(x,y), x € R,

> Fy(y) =limxsoo Fix,v)(x,y), y € R
(Biz. vézlat: lasd el6adds — val. mértékek folytonossigal!)
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Marginalis eloszldsok (n = 2)
Ha (X, Y) egy valésziniiségi vektorvéltozd, akkor Fx-et és Fy-t
perem-eloszldsfiiggvényeknek (margindlis eloszlasfiiggvényeknek)
nevezziik. Hogyan kapjuk meg ezeket F(x y)-bdl?
Az egyiittes eloszlasfiiggvény argumentumdban a masik valtozéval
tartsunk végtelenhez:
> Fx(x)= limy o0 F(ny)(x,y), x € R,
> Fy(y) =limxsoo Fix,v)(x,y), y €R.
Kérdés: hogyan kapjuk meg X marginalis stirliségfiiggvényét?
» 1. vélasz: hatarozzuk meg Fx-et, majd derivaljuk.
> 2. vilasz: az egyiittes siriségfiiggvényt integraljuk ki y
szerint:
oo
fx (x) —/ fix, vy (x, y)dy, x € R.
—0oQ
Hasonldan x szerint integrdlva Y marginalis
striségfiiggvényét kapjuk:

Fr(y) = / fxry(xy)dx, _ yER.
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Marginalis siirliségfiiggvény (n = 2)

Példa: egyenletes eloszlds/taldlomra valasztott X = (X, Y) pont a
(0,1)? négyzeten:

fx(x,y) =

1, ha0<x<léO<y<l,
0, kiilonben.

gy tehdt fix(x) = [ fx(x,y)dy = fol 1dy =1, ha x € (0,1) és
0 kiilonben.

Hasonldan fy(y) =1, ha y € (0,1) és 0 kiilonben.

Mind X, mind Y peremeloszldsa egyenletes a (0, 1) intervallumon.
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Marginalis siirliségfiiggvény (n = 2)

fx (x) :/ fix,y)(x, y)dy, xeR.

—00

Miért igaz? — Lattuk:
Fx(x) =P(X <x)=P(—oo < X < x,—00 < Y < 0) = / / fix,v)(t, y)dydt.

Innen:
o0

fx(x) = Fi(x) = / iy (x,y)dy.

—0oQ
Ez a magyardzat abban az esetben helyes, ha F(x y) minden
pontban kétszer totalisan differencidlhaté (amibdl az is kdvetkezik,
hogy a kétszeres parcidlis derivaltjai is léteznek).
Az 3ltalanos esetben derivalds helyett integralhelyettesitéssel
kapjuk ugyanezt.
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Osszefoglalds: egylittes és marginalis eloszlas- és
strliségfliggvény, n = 2

Attekintés: egy X = (X, Y) folytonos val. vektorvaltozénal
(n=2):

Fx(x) ——  Fuxy)(x,y) —— Fy(y)

lim lim
y—00 X—00
ool oo e, o, | [V ...

fx(x) ———  fixy(xy) —— f(y)
ffooo...dy > ffooo...dx

(Ha nincs vissza nyil, az nem véletlen!)
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Marginalis stirliségfiiggvény: altalanos n esete

Altalanos definicié:

(7.1.8. Definicié.) Ha X = (X1, ..., Xp) valdszinliségi vektorvaltozo,
akkor az Xj valészinliségi valtozé eloszlasat az X val. vektorvéltozd
i-edik margindlis eloszldsdnak (vagy peremeloszlasanak) hivjuk.

Tegyiik fel, hogy X folytonos = X; stiriiségfliggvénye?
Ugyanugy kapjuk, mint az n = 2 esetben, csak most x;-n kiviil az
Osszes tobbi valtozé szerint integralni kell:

(7.1.9. Allités.) Ha X = (X1, ..., X,) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozd, akkor X; is folytonos, slirliségfiiggvénye:

fX,-(Xi) I/ / / / fé(Xl,...,Xn)Xm...dX,'_ldX,'_;,_l...an, x;i € R
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A 7.1.9. Allitds bizonyitésa (eléaddson nem mondom el)

fX,-(Xi):/ / / / fK(Xl,...,Xn)dxl...dX,',ldX,'Jrl...an,

Biz.: A bizonyitdst csak abban az esetben adjuk meg, ha Fx, mindeniitt
derivdlhaté. A bizonyitas oOtlete ugyanaz, mint az intuitiv magyarazat az
n = 2 esetben, csak kicsit precizebben. Lattuk:

FX,.(X,') :]P)(X,' <X,'):P(X1 eR,.... Xis1 e R X; < x;, Xit1 €R, ..., X, ER)

= lim Fx(x1,.-.,Xn),
Xx1100,...,Xi—1T00,Xi+1T00,...,x;T00

az utolsé 1épés a val. mértékek folytonossdga miatt igaz. igy

0 0
o Fx,(xi) =

0
= lim x(z1,...,2 dz...dz}
Ox; [X1T<X>7 - Xi—1T00,Xi11700,... XnTOO/ / ! n) ! "

3X,/ /// / 21,...,zn)dzl...dz,,}

/ / x(21,...,20)dz1, ..., dzi_1dzjyq . . dz,.
16 /117

— lim Fx(x1,...,x }
8x,-[xnoo,. A Xi—1100,Xi 11100, ., Xa 00 (s os)

fx.(xi) =




Megjegyzés: tobbdimenzidés margindlisok
Ha pl. (X1, X2, X3) egy 3-dimenzids folytonos val. vektorvaltozo,
akkor (X1, X2) egy 2-dimenzids, szintén folytonos val.
vektorvaltozé.
Az elébbi elv szerint az (X1, X») egyiittes siirliségfliggvényét,
f(x1,%,X;)-Mat a tobbi valtozé (itt X3) szerint —oo-tél oo-ig
kiintegralva kapjuk meg:

o

fixi, ) (X1, X2) :/ fixi, X, x5) (X1, X2, X3)dx3.

— 0o
Ez egy kétdimenziés marginilis siiriiségfiiggvénye (X1, X2, X3)-nak.
A bizonyitds ugyanaz, mint az egydimenzids marginalisok esetében.

Alternativ médszer, ha az F(x, x, x;) egyiittes eloszlasfiiggvény
adott, akkor F(x, x,) egyiittes eloszldsfiiggvénye

Fixx0) (X1, x2) = Fixu %0.x3) (X1, X2, X3),

lim
X3—>00
majd ezt x; és xo szerint is (tetszbleges sorrendben) parcidlisan

derivdlva megkaphatjuk f(,, ,,)(x1, x2)-t.
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Feltételes eloszldsok: diszkrét eset
Egy kicsit térjiink vissza a diszkrét egyiittes eloszldsos példankra:

X
y 0 1]py
0 i 0 3
1 1] 1
, st
2 D 5l
PXx 551

Kérdés: Mennyi P(Y < 2|X =1)7
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Feltételes eloszldsok: diszkrét eset
Egy kicsit térjiink vissza a diszkrét egyiittes eloszldsos példankra:

X
y 0 1]py
0 i 0 3
1 1] 1
, st
2 D 5l
PXx 551

Kérdés: Mennyi P(Y < 2|X =1)7
Vilasz: mivel {X = 1} egy nem 0 valdsziniiségli esemény, ezt a
feltételes valdszinliség szokdsos képletével lehet meghatérozni:

P(Y <2,X=1) P(Y=0X=1)+P(Y=1X=1)

P(Y <2[X =1) = FX=1) — PX = 1)
_0+1/4 1
T 12 2

Ha x e R-re P(X =x) >0, az y — P(Y < y|X = x) feltételes

eloszlasfiiggvény lgy viselkedik, mint egy sima eloszlasfiiggvény.
18 /117



Feltételes eloszldsok folytonos esetben

Kérdés: Mi a helyzet a feltételes eloszlasfiiggvénnyel egy (X, Y)
folytonos valdsziniiségi vektorvaltozd esetén?

Probléma: Hogyan definidljuk P(Y < y|X = x)-et, ha x,y € R?
Mivel (X, Y) folytonos, X peremeloszlasa is folytonos, igy

{X = x} minden x-re nulla valészinliségii esemény, amire
feltételezni nem lehet.

Klasszikus feltételes valésziniiségekkel nem fogjuk tudni
P(Y < y|X = x)-et definidlni. Viszont van értelmes formalis
definicidja, amit az Ugynevezett feltételes siirliségfiiggvény
segitségével adunk meg.
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Feltételes siirliség- és eloszlasfiiggvény
Legyen (X, Y) folytonos valdsziniiségi vektorvéltozd. Egyiittes
stirliségfliggvényiik: fx y, X margindlis siirliségfiiggvénye: fx.
(11.2.2. Definicié.) Legyen (X, Y) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozd, és jeldlje egyiittes siirliségfiiggvényét fx y. Ekkor
Y-nak az X-re vett feltételes siiriiségfiiggvénye:

def X,y (X, ) fx,v(x,y)
f pr— ? pr— 2
YIX()’|X) fx (x) ffooo fX,Y(X7 u)du’

olyan x,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(x) > 0, és
fyix(y|x) = 0, ha fx(x) = 0.

Példak és intuitiv jelentés: hamarosan. El6tte még egy definicid:
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Feltételes siirliség- és eloszlasfiiggvény
Legyen (X, Y) folytonos valdsziniiségi vektorvéltozd. Egyiittes
stirliségfliggvényiik: fx y, X margindlis siirliségfiiggvénye: fx.
(11.2.2. Definicié.) Legyen (X, Y) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozd, és jeldlje egyiittes siirliségfiiggvényét fx y. Ekkor
Y-nak az X-re vett feltételes siiriiségfiiggvénye:

fyix (1) def fx.v(x,y) _ fx,v(x,y)
Yix fx(x) ffooo fx v (x,u)du’

olyan x,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(x) > 0, és
fyix(y|x) = 0, ha fx(x) = 0.

Példak és intuitiv jelentés: hamarosan. El6tte még egy definicid:

(Definicid.) Az el6z6 definicié szerinti szitudcidban Y-nak az X-re
vett feltételes eloszlasfiiggvénye:

def def [
Fyix(y|x) = P(Y < y|X =x) = fyix(z|x)dz,

ha fx(x) > 0, és Fy|x(y[x) = 0 kiilonben.
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Feltételes siirliségfiiggvény: példa
Az (X,Y) val. vektorvéltozé egyiittes siirliségfiiggvénye

1 .—x/10 ha 0 2
e al<x<y<2x
f X, — J 10x ) ’
x.v(x:¥) {0, kiilonben.

Adjuk meg fy|x(y|x)-et minden x,y € R esetén.

Elészor ki kell szamolnunk fx(x)-et x € R-re. Lathatéan
fx(x) =0, ha x < 0. x > 0 esetén pedig

fx(x) = b fx.y(x,u)du = > ie—X/lodu — ie—x/lo {u} 2x
X L T L 10x 10x .
1
— = ,—x/10
100

Vagyis X peremeloszldsa exponencidlis A = 1/10 paraméterrel.
Ez alapjan a fenti definicié szerint
fx,v(x,y) L ha0<x<y<?2x,
frix(vIx) = === ..
fx(x) 0, kiilonben.
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Feltételes eloszlasfiiggvény: példa
Azt kaptuk, hogy

W_{l ha 0 < x <y < 2x,

f x) = >
vix(ylx) fx (x) 0, kiilonben.

Ez alapjan (figyeljiink az integrélasi hatdrokra!) ha x > 0, akkor

Frix(vlx) = / fyix(z|x)dz = / y—x

Y1
7dy: )
—0 x X

X

ha y € (x,2x), valamint Fy|x(y|x) =0, ha y < x és
Fyix(ylx) =1, ha y > 2x,

és ha x < 0 (vagyis fx(x) = 0), akkor definicié szerint
Fy|x(y|x) = 0 minden y € R-re.

Vegyiik észre, hogy minden olyan x-re, amelyre fx(x) > 0,

y = Fy|x(y|x) rendelkezik az eloszlasfiiggvény tulajdonsdgaival
(j6 hatarérték f+oo-ben, monoton névd, balrdl folyt.),

y = fyix(y|x) pedig a siiriségfiiggvény tulajdonsdgaival

(nemnegativ, integrélja —oo-t8l co-ig 1).
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Feltételes siirliségfiiggvény: interpretacid
Tegyiik fel, hogy Fx y (totélisan) differencidlhaté (x, y)-ban.
Emlékeztetd: egyiittes siirfv. szemléletes jelentése:

fey(ay) = lim P(X € (x — Ax,x+ Ax),Y € (y — Ay,y + Ay))
XYY  AxI0,Ayl0 2Ax - 2Ay

A marginilisé:

. P(X € (x — Ax,x + Ax))
S0 = L 28x

igy a feltételesé, ha fx(x) > 0:
P(Xe(x—Ax,x+Ax),Ye(y—Ay,y+Ay))

fx y(x,y) . 2Ax-2Ay
fY|X(y’X) = fx(X) = AX\LI(I)TRy\LO P(Xe(x—Ax,x+Ax))
2Ax
— iim 1 P{Xe(x—Ax,x+Ax)}n{Y e(y —Ay.y+Ay)})
 Ax]0,Ay10 2Ay P(X € (x — Ax, x + Ax))

_ lim P(YE(y—Ay,y—i—Ay)’XE(X—AX,X+AX))
" Ax|0,Ayl0 2Ay
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Feltételes siirliségfiiggvény: interpretacid
Azt kaptuk, hogy fx(x) > 0 esetén
. P(Y € (y — Ay,y + Ay)|X € (x — Ax, x + Ax))
f = :
Y|X(Y|X) Axulmyw 2Ay

> Vagyis a feltételes siirfv. feltételes valdszinliségek Ay-nal
skalazott hatarértéke, amint Ax, Ay | 0.

> fyx(y|x) kb. annak a valésziniisége, hogy Y az y egy kis
kdrnyezetébe esik, feltéve, hogy X az x egy kis kdrnyezetébe
esik, osztva az y kis kornyezetének méretével.

» Ha X folytonos, {X = x} mindig 0 valészinliségli esemény, de
ha fx(x) > 0, akkor altaldban Ax > O-ra
{X € (x — Ax,x + Ax)} mar pozitiv valészinliségli, amire
lehet feltételezni.

> A feltételes siirfv. hasonld, mint Y marginalis siiriségfv.-e:

. P(Ye(y—Ay,y+ Ay
fr(y) = Jim, (el Ay )),

de figyelembe veszi az X-re vald feltételezést is:
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Megjegyzés: események megfeltételezése folytonos X-re
Lattuk: fx(x) > 0 esetén minden y € R-re

. P(Y € (y — Ay,y + Ay)|X € (x — Ax, x + Ax))

Ezaltal a feltételes eloszlasfiiggvény interpretdcidja is vilagos:

y
P(Y < y|X = x) = / frix(zx)dz = fim P(Y < yIX € (x=x,x+Ax).

Olyan, mint Y eloszldsfiiggvénye, csak azzal a feltétellel, hogy X
nagyon kozel van x-hez.
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Megjegyzés: események megfeltételezése folytonos X-re
Lattuk: fx(x) > 0 esetén minden y € R-re

. P(Y € (y — Ay,y + Ay)|X € (x — Ax, x + Ax))
frix(ylx) = ijéfgyio 27y .

Ezaltal a feltételes eloszlasfiiggvény interpretdcidja is vilagos:

y
P(Y < y|X = x) = / frix(zx)dz = fim P(Y < yIX € (x=x,x+Ax).

Olyan, mint Y eloszldsfiiggvénye, csak azzal a feltétellel, hogy X
nagyon kozel van x-hez.

Hasonléan nemcsak az {Y < y} eseménynek, hanem barmilyen
A € F eseménynek is értelmezhetjiik ugyanilyen feltételes
valdszinliségét, ha fx(x) > 0:
P(AIX = x) & lim P(AIX € (x — Ax, x + Ax)).
Ax]0
Megfeleld feltételek teljesiilése esetén (amiket itt nem
részleteziink), A — P(A|X = x) egy valdsziniiségi mérték.

Lasd hamarosan: feltételes varhaté érték, TV T folytonos esetben. 25 11r



Tobbdimenzids folytonos eloszldsok és momentumok
Adott egy X = (Xi,..., X,) folytonos val. vektorvaltozoé.
Kérdés: Hogyan hatdrozzuk meg E(X;)-t (1 <i < n)?
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Tobbdimenzids folytonos eloszldsok és momentumok
Adott egy X = (Xi,..., X,) folytonos val. vektorvaltozoé.
Kérdés: Hogyan hatdrozzuk meg E(X;)-t (1 <i < n)?

1. vélasz: X; slirliségfliggvényét, fx.-t mar meg tudjuk hatdrozni.
Meghatarozzuk — E(X;) = [ xifx(xi)dx; (ha létezik).

(10.1.2. Allftés.) Legyen X = (Xi,..., X,) folytonos valdsziniiségi
vektorvaltozd, és legyen g: R” — R olyan fiiggvény, amire

/ / lg(x1, ... xn)|fx (X1, ..., xp)dxq ... dx, < 0.
Ekkor

E(g(Xl,...,X,,)):/ / g(x1, ..., xn)fx (X1, ..., xp)dxy . .. dxp.

—0o0 —00
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Tobbdimenzids folytonos eloszldsok és momentumok
Adott egy X = (Xi,..., X,) folytonos val. vektorvaltozoé.
Kérdés: Hogyan hatdrozzuk meg E(X;)-t (1 <i < n)?

1. vélasz: X; slirliségfiiggvényét, fx.-t mar meg tudjuk hatdrozni.
Meghatarozzuk — E(X;) = [0 xifx(xi)dx; (ha létezik).

(10.1.2. Allitas.) Legyen X = (X1, ..., X,) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozo, és legyen g: R” — R olyan fiiggvény, amire

o o
/ / lg(x1, ... xn)|fx (X1, .., xp)dx1 ... dx, < 00.
Ekkor
E(g(Xl,...,X,,)):/ / g(x1,. ... xn)fx (X1, ..., xp)dxy . .. dxp.
) )

2. vélasz: g(xi,...,xn) = Xx; vélasztdssal

o o0
E(X;):/ / xifx(x1, ..., xp)dxy ... dxp.

A két médszer ugyanaz, csak az 1. vélasz esetén az x; szerinti integralast

késébb végezziik el a tébbinél. 26/117



Tobbdimenzids folytonos eloszldsok és momentumok
Adott egy X = (Xi,..., X,) folytonos val. vektorvaltozoé.
Kérdés: Hogyan hatdrozzuk meg E(X;)-t (1 <i < n)?

1. vélasz: X; slirliségfiiggvényét, fx.-t mar meg tudjuk hatdrozni.
Meghatarozzuk — E(X;) = [0 xifx(xi)dx; (ha létezik).

(10.1.2. Allitas.) Legyen X = (X1, ..., X,) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozo, és legyen g: R” — R olyan fiiggvény, amire

o o
/ / lg(x1, ... xn)|fx (X1, .., xp)dx1 ... dx, < 00.
Ekkor
E(g(Xl,...,X,,)):/ / g(x1,. ... xn)fx (X1, ..., xp)dxy . .. dxp.

2. vélasz: g(xi,...,xn) = Xx; vélasztdssal

/ / xifx(x1, ..., xp)dxy ... dxp
_2
=3 E(X

(XY) = § a 4xy-os példaban, ldsd ea.)
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Filiggetlenség folytonos esetben
Emlékeztetd: (6.1.1. Definicié.) Legyenek X, Y: Q — R
valésziniiségi valtozdk az (2, F,P) valésziniiségi mezén.
Azt mondjuk, hogy X és Y fiiggetlenek, ha minden x,y € R-re az
{X < x} ésaz {Y < y} események fiiggetlenek.

A fenti feltétel mas szavakkal:
F(X,Y)(Xay):FX(X)FY(y)a \V/X,yER.

n darab val. valtozé fiiggetlenségét hasonldan definidljuk, az
események egyiittes fliggetlensége fogalmanak megfelelGen.
Valéjaban ekkor is elég a fliggetlenséghez, ha az egyiittes
eloszlasfiiggvény a perem-eloszlasfiiggvények szorzatdra bomlik:
(7.2.2. Alll'tés.) Az Xi,..., X, valésziniiségi védltozék pontosan
akkor fiiggetlenek, ha

Foxe,xn) (X153 Xn) = Fxq(x1) - -« Fx, (xn)
minden xi,...,x, € R esetén.

Ez igaz diszkrét, folytonos és altalanos esetben is.
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Filiggetlenség folytonos esetben
Diszkrét eset:
(6.1.3. Allitas atfogalmazasa.) Két diszkrét valésziniiségi véltozo,
X és Y pontosan akkor fiiggetlen, ha az egyiittes sulyfiiggvényiik a
perem-sulyfliggvényeik szorzata, azaz minden x,y € R esetén

Px. (X y) =P(X =x,Y =y)=P(X =x)P(Y = y) = px(x)py(y).

Folytonos analdgia: Xi, ..., X, figgetlenek & X = (X1,...,Xn)
egyiittes siirliségfiiggvénye az Xi, ..., X, margindlis
surliségfiiggvényeinek szorzatdra bomlik.

(7.2.3. Alll’tés.) Legyenek Xi,..., X, folytonos valdsziniiségi
valtozdék. Ezek pontosan akkor fliggetlenek, ha (Xi,...,X,)
folytonos valdszinliségi vektorvaltozd és

f(Xl,...,Xn)(le ve ,Xn) = fXI(Xl) e ” fX,,(Xn)

teljesiil minden xi,...,x, € R esetén.
(4xy-os példa: X és Y filiggetlenek, ldsd el6adas.)
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Fliggetlenség: ellenpélda

Az el6bbi példaban:

1 .—x/10 ha O 2
e , alx <y <Zx,
fX,Y(va) = {10X

0, kiilonben,

a fuggetlenség nem all fent. PI.
> fx(50) >0,
> fy(42) >0,
> de f(x y)(50,42) = 0.

Az egyiittes siirliségfiiggvény képlete ,,Idtszdlag csak x-tél figg”,

de az, hogy hol nem 0, fiigg x és y viszonyatdl.
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Fliggetlenség és feltételes siirliségfliggvény

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen folytonos valdsziniiségi valtozok.
Tudjuk: ekkor fix v)(x,y) = fx(x)fy(y), minden x,y € R esetén.

Ha x € R olyan, hogy fx(x) > 0, akkor minden y € R-re
fix, vy (x,¥) _ Xx(X)fr(y)
fx(x) fx(x)

Vagyis fiiggetlen X és Y esetén a feltételes siirliségfiiggvény
megegyezik a margindlissal, nincs hatadsa a feltételezésnek.

fyix(ylx) = = fy(y)-

Folytonos (X, Y) esetén ha ez a feltétel minden olyan x-re teljesiil,
amire fx(x) > 0, abbdl kdvetkezik az is, hogy X és Y fiiggetlenek.
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E(XY) = E(X)E(Y), ha X és Y fiiggetlenek
(7.2.3. Alll’tés.) Legyenek Xi,..., X, folytonos valdsziniiségi
valtozdék. Ezek pontosan akkor fliggetlenek, ha (Xi,...,X,)
folytonos valdszinliségi vektorvaltozd és

fixe, o Xa) (X155 Xn) = B (x1) - - fx, ()
teljesiil minden xi,...,x, € R esetén.

Volt: (6.1.4. AIIl’téS.) Ha X és Y fliggetlen valdszinliségi valtozdk,
és E(XY), E(X) és E(Y) Iétezik, akkor

E(XY) = E(X)E(Y). (1)

Ezt annak idején csak egyszeri(i val. valtozdkra lattuk be, most
belatjuk arra az esetre, amikor (X, Y') folytonos val. vektorvéltozé
(bizonyitas: lasd eléadds).

(Egy mar emlitett) kdvetkezmény: ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).*

Ahogy a 6.1.4. Allitas, ez is igaz minden X, Y val. véltozéra.*
*Feltéve, hogy E(X?) < oo és E(Y?) < .
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Fliggetlen val. valtozdék transzformdltjai is fiiggetlenek

A kovetkezo 4llitds nem nyilvdnvald, de itt nem bizonyitjuk:

(10.1.5. Lemma.) Ha X és Y fiiggetlen val6sziniiségi valtozok, g és
h folytonos, valés fiiggvények, akkor g(X) és h(Y) is fliggetlenek.

Hamarosan (a feltételes varhaté érték témajanal) sokat fogjuk ezt
hasznalni.
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Valészinliségi valtozék egymdashoz vald viszonya

Lattuk: ha X és Y fliggetlen val. valtozdk, akkor nem befolydsoljak
egymas értékét. Filiggd val. védltozdk esetén viszont az egyik val.
valtozd értékébdl kovetkeztethetiink a masik értékére.

Meteoroldgiai példa:

P> A napi atlagos relativ paratartalom és a napi
csapadékmennyiség kozott ,,pozitiv kapcsolat” van: ha tudjuk,
hogy az egyik magas, akkor valdszinii, hogy a masik is, és ha
tudjuk, hogy az egyik alacsony, akkor bizonydra a mésik is.

» A hénap végi aszdlyindex (ami a talaj szdrazsagat fejezi ki a
szdrazsag mértékével névekvd skalan) és az elmdlt hénap
csapadékmennyisége kozott ,,negativ kapcsolat” van: ha az
egyik magas, akkor a masik varhatdan alacsony, és viszont.

Két val. valtozé kozétti linedris Osszefliggdség mérése —
kovariancia, korrelacid.
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Valészinliségi valtozék egymdashoz vald viszonya

A 6.1.4. Allitas és a 10.1.5. Lemma szerint

E(g(X)h(Y)) = E(g(X))E(h(Y))
minden g, h folytonos, valds fiiggvényre, amelyre mindkét oldal
definialt.
Kérdés: g(x) = h(x) = x (linedris fiiggvény) valasztassal mikor
teljesiil
E(XY) =E(X)E(Y)

nem feltétleniil fiiggetlen X, Y esetén? Mar egyszer emlitettiik,
hogy ez el6fordulhat nem fiiggetlen val. viltozék esetén is.
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Kovariancia
Kérdés: Mennyire tér el E(XY)-tél E(X)E(Y)? Ennek mérésére
vezetjiik be a kovetkezd mennyiséget.

(6.3.1. Definicié.) Az X és Y valésziniiségi valtozék kovariancidjat
a kovetkezOképp definidljuk:

cov(X, Y) EE(X - E(X)(Y - E(Y)),

feltéve, hogy E(X?) < 0o és E(Y?) < oo.
(6.3.2. Allitds) Ha cov(X, Y) értelmes, akkor

cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

(Bizonyitas)

Technikai megjegyzés: El6fordulhat, hogy

E((X —E(X))(Y — E(Y)) véges akkor is, ha E(X?) = oo vagy
E(Y?) = oo, azonban a kovariancia tovabbi tulajdonsgai
4ltaldban csak akkor igazak, ha E(X?) < oo és E(Y?2) < oo.
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Kovariancia
Kérdés: Mennyire tér el E(XY)-tél E(X)E(Y)? Ennek mérésére
vezetjiik be a kovetkezd mennyiséget.

(6.3.1. Definicié.) Az X és Y valésziniiségi valtozék kovariancidjat
a kovetkezdképp definidljuk:
cov(X, Y) E E((X — E(X))(Y —E(Y)),

feltéve, hogy E(X?) < 0o és E(Y?) < oo.
(6.3.2. Allitds) Ha cov(X, Y) értelmes, akkor

cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

(Bizonyitas)
Emlékeztetd:
diszkrét eset: B(XY) = 3"y cran(x) 2icran(v) K P(X =k, Y =),
egyﬂttesen folytonos eset:
E(XY) = [70 [Zo0 xv fix,v)(x, y)dxdy.
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Kovariancia: példa

X
Y Ole
0 : 0] 3
1 1 11
A
g
Px §§1

Egy pénzérmét kétszer feldobunk, X = 1, 2 qobss fej} ¥ =2
dobott fejek szama.

Ebben a példaban egyszer mar kiszédmoltuk, hogy E(XY) = %.
Tovébbd E(X) = 3, E(Y) =1, tehdt cov(X,Y) =3 -1 = 1.
Lesz: pozitiv kovariancia — pozitiv linedris kapcsolat X és Y

kozott.
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A kovariancia tulajdonsagai |.
(6.3.3. Kévetkezmény.) Legyenek X és Y val6sziniiségi valtozdk,
amikre cov(X, Y) értelmes.
1. Ha Y konstans, akkor cov(X, Y) = 0.
2. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor cov(X, Y) =0.
3. Attdl, hogy cov(X, Y) =0, még nem feltétlenil teljesiil, hogy
X és Y fiiggetlen.
Bizonyitas:
1. Lasd eléadas (varhatd érték linearitdsa)
2. Mar lattuk, hogy E(XY) = E(X)E(Y). Ezt strendezve
cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y) =0.
3. Egyszerii ellenpélda: legyen Ran(X) = {—1,0,1}, amely
értékeket %, % és % valdszinliségekkel veszi fel X.
Legyen Y = | X|. Kiszdmolhaté (lasd el6adds), hogy
cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)=0-0-3=0,de X és Y
nem fiiggetlenek, mert pl.
O:IP(X:1,Y:O)7£IP’(X:1)IP(Y:O):%.

Megj.: 1. a 2. specidlis esete, mert konstans val. valtozéd mindentdl fiiggetlen. 37/117



A kovariancia tulajdonsagai Il.
cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
(Allitas.) ,,A kovariancia gyonyorii.” (Baldzs Marton)
Legyen (X, Y, Z, W) valdsziniiségi vektorvéltozé és a, b, c,d € R.
Ekkor teljesiilnek az alabbiak, feltéve, hogy a benniik szerepld
mennyiségek értelmezettek:
1. cov(X, X) = D?(X).
Kovetkezmény: cov(X, X) > 0 és cov(X,X) =0 <
X egy valészinliséggel konstans.
2. Szimmetria: cov(X, Y) = cov(Y, X).
3. Bilinearitds (linearitds mindkét valtozdéban):

cov(X+Y, Z+W) = cov(X, Z)+cov(X, W)+cov(Y, Z)+cov(Y, W).
» A bilinearitds ekvivalens megfogalmazésa:
cov(X,bY +cZ) = b-cov(X, YY)+ c-cov(X, Z),

> Kov.: ,,additiv konstans elhagyhatd, konstans szorzé mindkét
valtozébdl kiemelhetd”:

cov(aX + b,cY +d) =cov(aX,cY)=a-c-cov(X,Y). 3117



Osszeg szdérasnégyzete

(Allités.) Ha X, Y valésziniiségi valtozék, amelyekre
E(X2),E(Y?) < oo, akkor

D?(X + Y) = D*(X) + D?(Y) + 2cov(X, Y).

(Biz.: D*(X + Y) = cov(X + Y, X + Y), erre hasznéljuk a
kovariancia bilinearitdsat és szimmetridjat.)

Ujra latjuk: ha cov(X, Y) = 0, akkor

D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).

Mar ismert specidlis eset: ha X és Y fliggetlenek, akkor

D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).

Ha cov(X, Y) # 0, ez nem teljesiil!

Példa: ha cov(X, Y) =1, D?(X) = 2 és D?(Y) = 3, akkor mennyi
cov(2X + Y —42,3Y +100)?

39/117



Analdgia a vektorok skaldris szorzasaval

A kovariancia a vektorok skaldris szorzatdval (majdnem) analég
mennyiség.

Emlékeztetd BSz-bél: ha u = (u1, to, u3), v = (v1, va, v3) € R3,
akkor u és v skaldris szorzata

u-v=uivy+ v+ uzvs.

3 helyett n dimenziéban ugyanigy definidlhatd, n tagi Osszeg.
Tulajdonsagok (csak részben voltak BSz-bdl):
» Pozitiv definit: u-u = uf+u§+u§ >0éu-u=0<u=0.
» Szimmetrikus: u-v =v-u.

» Bilinedris: (u+v)-w =u-w+ v-w (ugyanigy a masik
valtozdban, tovabba skalar szorzé mindkét valtozdbdl

kiemelhetd).
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Analdgia a vektorok skaldris szorzasaval

A valdsziniiségi valtozdk kovariancidja ugyanezekkel a
tulajdonsagokkal rendelkezik, azt leszamitva, hogy ,,additiv
konstans nem szdmit"”, azaz konstans val. valtozé barmivel vett
kovarianciaja 0.
» Pozitiv szemidefinit: cov(X, X) > 0 és
cov(X,X) =0« P(X = ¢) =1 valamely ¢ € R-re.
» Szimmetrikus: cov(X, Y) = cov(Y, X).
» Bilinedris: cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z) (ugyanigy
a masik véltozéban).
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Varhatoérték-vektor, kovarianciamatrix

(12.3.4. Definicié.) Egy X = (Xi,..., X,) valdszinliségi
vektorvaltozd varhatéérték-vektora az (EXy, ..., EX,) € R”
vektor. Jelolés: EX (vagy E(X), E[X]).

(10.1.6. Definicié.) A fenti X kovarianciamatrixa
cov(Xy, X1) cov(Xi, X2) ... cov(Xy, Xp,)
cov(Xo, X1) cov(Xp, Xo) ... cov(Xo, X,

cov(X) = (X2, %) (X2 X2) _ (X2, Xn) e R™",

cov(Xp, X1) cov(X,, X2) ... cov(Xp, Xp)

Megjegyzés: oszlopvektorként kezelve a val. valtozdkat,

cov(X) = E((X — EX)(X — EX)7).
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A kovarianciamatrix tulajdonsagai
Legyen X = (Xi,...,X,) valdsziniiségi vektorvéltozd.

COV(Xl,Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xn)
cov(Xp, X1) cov(Xa, X2) ... cov(Xa, Xp,)

cov(X) = _ e R™".

cov(Xp, X1) cov(X,, X2) ... cov(Xy, Xp)

(10.1.7. Allitas.) Legyen X = (X1, ..., X,) valésziniiségi
vektorvaltozé. Ekkor
1. cov(X) szimmetrikus, azaz cov(Xj, Xj) = cov(Xj, X;) minden
1 < < j esetén.
2. cov(X) pozitiv szemidefinit matrix, azaz minden
a=1(a1,...,a,)" € R" esetén

n
chov(K)g = Z ajcov(Xj, Xj)aj > 0,
ij=1
és "= 0" < Y7 ; a;X; egy valdsziniiséggel konstans.
(Bizonyités: lasd eléadds/jegyzet)
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A kovarianciamatrix tulajdonsagai
Legyen X = (Xi,...,X,) valdsziniiségi vektorvéltozd.

COV(Xl,Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xn)
cov(Xo, X1) cov(Xp, Xa) ... cov(Xp, X

cov(X) = (%2, %) (%2, %2) ) (X2 %) e R™",
cov(Xn, X1) cov(Xp, X2) ... cov(Xn, Xn)

Megjegyzés (BSz-bbl nem volt, de Anal2-bdl taldn ismerés?): Egy
szimmetrikus n x n-es A matrixnak mindig van (valds) sajatértéke.
S6t a det(A — AE) = 0 karakterisztikus egyenlet &sszes A

megoldasa valds.
A pozitiv szemidefinit < A Gsszes sajatértéke > 0.

11
A pénzérmés példaban: cov(X,Y) = <% ‘{)

7
(szdmoljuk ki a sajatértékeit!).
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CSB-egyenlétlenség
A térbeli vektorok skalaris szorzatara igaz a
Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség (CSB):
lu-v| < /|lu-u|l-|v-yv|, és egyenléség akkor és csak akkor all
fenn, ha u és v parhuzamosak (azaz linedrisan 6sszefiiggdk).
Mas szavakkal: ha u, v # 0:

1 4y 1.
= (u-u) (v-v) =7

» = +1 = ués v parhuzamosak és egyallasiuak, azaz v = au
valamely a > O-ra.
» = —1 = u és v parhuzamosak és ellenkezo allastak, azaz
v = au valamely a < 0O-ra.
> = 0 pontosan akkor, ha u és v merdlegesek.
Interpretacid: a hanyados a ,,linedris Gsszefiiggéség mértékét”
mutatja (persze két nem parhuzamos, nem null vektor mindig
linedrisan fiiggetlen).
Miért igazak ezek? Mert u - v = |u||v|cos(c), ahol av a két vektor
bezart szbge. w4117



CSB-egyenlétlenség és korrelacio

-1< 4 v < 41, u,v#0.

VAR R A
A tort kifejezés analdgidja a kovariancia esetén a korrelacié:

(6.5.1. Definicié.) Legyenek X és Y nemkonstans valdsziniiségi
valtozék. Ha E(X?) < oo és E(Y?) < 0o, akkor X és Y
korreladcidja:

def. cov(X,Y) _cov(X,Y)

corr(X, ¥) = \/cov(X,X)cov(Y, Y) B D(X)D(Y)

(Hiba a jegyzetben: kell, hogy X és Y nemkonstans legyen,
kiilonben 0-val osztunk!)
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Korrelacié
A korrelécié is mindig —1 és 1 (,,—100% és +100%" ) kozé esik. A
kovetkezd allitdsok a CSB-egyenlétlenség analdgidi, figyelembe
véve az ,,additiv konstans nem szamit” elvet (l4sd 6.5.2. Allitas):
cov(X,Y)
—1<corr(X,Y) = DX)D(Y) <1
> corr(X,Y)=+1= Y = aX + b, 1 val6sziniiséggel, valamely
a> 0és b c R esetén,
» corr(X,Y)=—-1= Y = aX + b, 1 val6sziniiséggel, valamely
a<0és bec R esetén,
> ha X és Y fiiggetlenek, akkor corr(X,Y) = 0.
corr(X, Y) = 0-bdl altaldban nem kovetkezik, hogy X, Y
figgetlenek, altaldban csak linedris Gsszefiiggés nincs a két
val. véltozd kozott.
Széhaszndlat: corr(X, Y) > 0: X és Y pozitivan korrelaltak,
corr(X, Y) = 0: korreldlatlanok, corr(X, Y) < 0: negativan

korrelaltak.
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Korrelacié: példa

X
y 0 1]py
0 1“0l 1
1 il i
rO S
29 41
PXx 5 3 1

Egy pénzérmét kétszer feldobunk, X = 1, 2 dobss fej), ¥ =2
dobott fejek szdma. Lattuk: cov(X,Y) =32 -1 =1.
Tovabbd E(X) = 3, E(Y) =1, tehat

1 1 1
D*(X)=E(X?)—EX)?>==->=2
() =EO) ~E(X)P =35 =
(= p(1 = p), p=1/2, hiszen X egy 1/2 valdsziniiségii esemény indikatora), és
1 1 1
D2(Y) =E(Y?) —E(Y)? = 5'12+Z'22*12 =

ISP

igy corr(X,Y) = % =1

X és Y pozitivan korrelaltak (m

— 2
= Y2,

SH

ennek az oka?).
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Korrelacié: interpretacid

Az id6jardsos példaban:
Paratartalom és csapadék — pozitivan, aszalyindex és csapadék —
negativan korreldltak.

Egyes tarsadalomtudomanyi teriileteken gyakori félreértés: két
véletlen mennyiség kozott a nagy (1-hez kozell) korrelacié

altalaban nem ok-okozati, hanem ||nea FIS 6sszefiiggést jelent.

Lehet pl., hogy két pozitivan korreldlt mennyiségbdl egyik sem a
masik kovetkezménye, hanem mindketté egy harmadik okbdl
kovetkezik.
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Linearis regresszid

Példa (faithful adathalmaz R-ben): az 4bran egy gejzir
kitoréseiig eltelt varakozasi idoket és a kitdrések idétartamait
abrazoltuk. A két valtozd kozott pozitiv korrelacié mutatkozik.

Vérakozasi id6

60
|

50

3.0 35

A kitorés idétartama

4.0
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Linearis regresszid
Példa (faithful adathalmaz R-ben): az 4bran egy gejzir
kitoréseiig eltelt varakozasi idoket és a kitorések idétartamait
abrazoltuk. A két valtozd kozott pozitiv korrelacié mutatkozik.

waiting
7
°

eruptions

Tegyiik fel, hogy a valtozok egyiittes eloszldsat ismerjiik.

Cél: az y-adatpontokat az x-adatpontok egy linedris fliggvényével
kozeliteni — a kozelités ,,atlagos” hibdja legyen a lehets legkisebb.
Optimalis egyenes? — Hogyan mérjiik a hibat? 49/117



Linearis regresszid

A kovetkezd definicié megadja, hogy hogyan mérjiik a hibat, illetve
mit tekintiink optimalis linedris fliggvénynek:

(10.2.1. Definicié.) Legyenek X és Y valésziniiségi valtozdk. Ekkor
Y-nak az X-re vett linedris regressziéjan azt a X + «
valészinliségi valtozot értjiik, ahol o, 8 € R, és az

E((Y - (8X +a))°)
mennyiség minimalis.
Itt:

E(( X 6 X )

,,magyarazott/fiiggd viltozd” ,,magyarazé viltozd”

kozelités (lin. fiiggvény)

kozelités hibdja
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Linearis regresszid

(10.2.2. Allitas.) Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok,

amire B(X?) és E(Y?) véges, tovabba D?(X) # 0. Ekkor az el8bbi

definiciéban szereplé varhatd érték pontosan akkor minimdlis, ha
cov(X,Y)

5:W és a=E(Y) -

cov(X,Y)

00 B0

(Bizonyités: lasd eléadds/jegyzet, anal 2 style)

(10.2.3. Definicié.) Az Y valészinliségi véltozé X-re vett
regressziés egyenese az

{(x,y)€R2:yzﬁx+a}

egyenes a sikon, ahol « és [ értéke a fenti allitadsban szerepel.
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Linearis regresszid

(10.2.2. Allitas.) Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék,

amire E(X?) és E(Y?) véges, tovabba D?(X) # 0. Ekkor az el8bbi

definicidban szerepl6 varhaté érték pontosan akkor minimalis, ha
cov(X,Y)

b= a=E(Y)

_ cov(X,Y)

D20X) E(X).

(Bizonyités: lasd eléadds/jegyzet, anal 2 style)

Megjegyzés? Y-nak és X + a-nak ugyanaz a varhatd értéke és az
X-szel vett kovariancidja (lasd eléadas). Ha ezt tudjuk, § és «
ezekbdl az egyenletekbdl is kifejezhetd.
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Linearis regresszié: megjegyzések

Emlékeztetd: korrelacié: corr(X,Y) = C%')(éf))’;/).

Allités:
(BX +a) —E(Y) X —-E(X)
D(Y) DX

corr(X,Y).

Més szavakkal: ha ¥ standardizéltjaba (= Y5ry?) az elss Y

helyére a
BX + a lin. regresszidt helyettesitjiik, akkor az eredmény X
standardizdltjdnak korrelacié-szorosa.

(Egyszerii atrendezéssel beldthatd.)
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Linearis regresszié: példa

X
y 0 1]py
T T
>t Y
i
——4
Px 551

Egy pénzérmét kétszer feldobunk, X =1, 2 gobss fej}, ¥ =2
dobott fejek széma. Lattuk: cov(X, Y) = 7, E(X) = 3, E(Y) =1,
D2(X) = %, D(Y) = 3. Ezért

b= =1 a=E(Y)-GE(X) =1-1.3 =

A regressziés egyenes {(x,y) € R?: y = x + 1}
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Linearis regresszié hibdjanak szérdsnégyzete
(10.2.5. Allitss.) Legyen az Y val6sziniiségi véltozé X-re vett
linearis regresszidja
BX + «. Ekkor az eltérés/hiba szérasnégyzete:

X,Y)?

D3(Y — (8X = D%(Y) - %

(¥ = (8X + ) =D(Y) - gt

(Bizonyitas: szérdsnégyzet tulajdonsigai és § = % alapjan)

Megjegyzés: llyen képleteket nem feltétleniil érdemes megjegyezni, sokkal

inkdbb a szérasnégyzet azonossagait érdemes tudni. Es persze f-t, a-t sem art.

A fenti egyenletet atrendezve:

D2(Y — (BX + a)) = D(Y) (1 — corr(X, Y)2).

Vagyis minél nagyobb |corr(X, Y)|, annal kisebb a linearis

regresszié hibdja.

corr(X, Y) = +1 esetén a hiba 0, ami nem meglepd, hiszen tudjuk,
hogy ebben az esetben Y egy linedris fliggvénye, és 3, a definicidja
alapjan Y = g8X + a. 54/117



Linearis regresszié hibdja: példa

X
y 0 1]py
0 i 0] 3
1 1 1] 1
5 o 1%
1
Px 3 5] 1
Lattuk: cov(X,Y) =1, D?(X) =1, D?*(Y) = 3. Ezért
X,Y)? 1 1 1
D(Y — (BX _ p2(y) - U =Z-=-==z
Persze ugyanezt kiszamolhatjuk kézzel is (8 =1, a = %)

D*(Y — (BX +a)) =D?(Y — (X + %)) =D?(Y — X)
= D?(Y) + D?*(X) — 2cov(X, Y) = % + ==
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Feltételes varhatd érték

(Egy nehéz téma, olykor konnyli vizsgafeladatokkal)
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Feltételes varhatd érték: motivacid

Emlékeztetd: feltételes valésziniiség, P(A|B) = “4iz7), ha

P(B) > 0.
Most: feltételes varhato érték, kezdetnek két kérdés.

1. példa (diszkrét): Két kockdval dobunk. Feltéve, hogy az elsé
dobds értéke k € [6], mennyi a két dobds Gsszegének varhatd
értéke?

Az eddigi ismereteink alapjan a kérdésben szerepld ,, feltételes
varhato érték” még nem jdldefinialt. Prébaljunk meg ennek
ellenére intuitive helyes valaszt adni — motivacié a késGbbi
definiciék megaddsahoz is.
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Feltételes varhatoé érték: diszkrét bevezeto példa

1. példa (diszkrét): Két kockaval dobunk. Feltéve, hogy az elsé
dobds értéke k € [6], mennyi a két dobds &sszegének varhatd
értéke?

Vilasz:

Mivel a két kockadobds eredménye fiiggetlen, az, hogy az elsé
dobas értéke konstans k, semmit nem arul el arrdl, hogy a masodik
dobdsnak mi az eredménye. Ezért a kérdezett feltételes varhaté
érték k és egy szabdlyos kockadobds varhaté értékének Osszege,
azaz k + 3,5.

Figyeljiik meg: itt nem elég a varhaté érték linearitdsara
hivatkozni, kell a két dobas fiiggetlensége is.

Ugyanis ha a két kockadobds nem fiiggetlen, akkor az eredmény
nem feltétleniil k + 3,5. Pl. ha a masodik kockadobdsnak ugyanazt
a kockadobdst vélasztjuk, mint az elsé: feltéve, hogy az 1. dobés
eredménye k, az Osszeg varhato értéke 2k.
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Feltételes varhatoé érték: diszkrét bevezeto példa

1. példa: Két kockaval dobunk. Legyen X az els6, Y a masodik dobas
eredménye. Feltéve, hogy az X = k € [6], X + Y varhaté értéke k + 3,5.

Feltételes varhatd érték definicidja, ami ezt az eredményt adja?
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Feltételes varhatoé érték: diszkrét bevezeto példa

1. példa: Két kockaval dobunk. Legyen X az els6, Y a masodik dobas
eredménye. Feltéve, hogy az X = k € [6], X + Y vdrhaté értéke k + 3,5.

Feltételes varhato érték definicidja, ami ezt az eredményt adja?
Lattuk: F — [0,1], A — P(A|X = k) egy valdsziniiségi mérték, ha
P(X = k) > 0. Egy Z valésziniiségi valtozéra legyen

E(Z|X = k) & Y iP(Z=iX=k), k€& Ran(X).
i€Ran(Z)

Vegyiik észre, hogy [ =1,...,6 esetén
PX+Y=k+I|X=k)=P(Y =IX=k =P(Y =),

ahol az utolsé 1épés azért igaz, mert X és Y fiiggetlenek. igy

E(X+YX=k= Y  iPX+Y=iX=k)
i€Ran(X+Y)
= > (+KPX+Y=I+kiX=k= > (I+kPY=1)
IeRan(Y) IeRan(Y)
= > IP(Y=N+k > P(Y=)=EY)+k=35+k
I€Ran(Y) I€Ran(Y)
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Feltételes varhatd érték: diszkrét eset

A példaban latottakat és definidltakat most fogalmazzuk meg
dltalaban a diszkrét esetben.

(11.1.1. Definicié.) Legyen Y valdsziniiségi véltozd és A olyan
esemény, amire P(A) > 0. Ekkor az Y -nak az A-ra vett feltételes
varhaté értéke az Y valtozé P(-|A) valdsziniiségi mérték szerinti
varhaté értéke. Jelolés: E(Y|A).

Interpretacié: E(Y|A) jelentése az Y &tlagos értéke a teljes
eseménytér helyett az A eseményre szoritkozva.

(11.1.2. Lemma.) Legyen Y egyszerii valdszinliségi valtozé és A
esemény, amelyre P(A) > 0. Ekkor

E(Y|A)= > KP(Y =k|A).
keRan(Y)

(A bizonyitds hasonl6, mint E(Y) képletéé.)
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Feltételes varhatd érték: diszkrét eset

Feltételes varhaté érték visszavezetése a varhatd érték képletére:
(11.1.3. Allitas.) Legyen Y valdszinliségi valtozd, és P(A) > 0.

Ekkor E(Y|A) = 252,

Itt az Y - 1 4 valdszinliségi valtozoét a valdsziniliségi valtozok
szokdsos w-nkénti szorzasaval definidljuk:

Y(w), haweA,

0, kiilonben.

(V1)) = V(@) a(w) = {
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Példa

Legyen Gjra X és Y két fiiggetlen kockadobds eredménye.
P(Y =kIX+Y <T)=?(k=1,...,6)
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Példa

Legyen Gjra X és Y két fiiggetlen kockadobds eredménye.
P(Y =kIX+Y <T)=?(k=1,...,6)

P(Y =klX+Y <7)=

P(Y=kX+Y <T) P(Y=kX<T—k)

PX+Y<7) L
1 7—k-—1
_6 6 :6_k
15 :
I 15
Ezért
- °. 6k
E(Y[X+Y<T)=Y KP(Y =kIX+Y <7)=> k—n
15
k=1 k=1
6 1 6-21 91 35
= —(14...46)— —(1+4 ===
T A T R I A TR AT

:3‘

7
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Példa, folytatas
Mivel X + Y diszkrét, bizonyos {X + Y = k} alaki események
valészinlisége is pozitiv. Ezért példaul E(Y|X 4+ Y =5) is
értelmes, értéke

6
E(Y|X+Y =5)=> kP(Y =k|X+Y =5)

k=1

_6kMY:hX+Y:®
" P(X+Y =5)

__6kMY:nMX:5—m
o P(X + Y = 5)
4 1 1

= .= 1

= Mgzﬂzm

k=1 36 4

Az eredmény nem meglepd: feltéve, hogy X 4+ Y =5, X atlagosan

2,5, mivel X és Y fae. val. valtozdk.
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Feltételes varhatd érték: diszkrét eset
A példéra visszatérve: most, hogy tudjuk, hogy

EX+Y|X=k =k+35  k=1,...,6,

kérdezziink egy kicsit még durvabbat.
Mennyi X + Y véarhaté értéke, feltéve X-et (jelolés: E(X + Y|X))?
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Feltételes varhatd érték: diszkrét eset
A példéra visszatérve: most, hogy tudjuk, hogy

EX+Y|X=k =k+35  k=1,...,6,

kérdezziink egy kicsit még durvabbat.

Mennyi X + Y véarhaté értéke, feltéve X-et (jelolés: E(X + Y|X))?
Mivel X véletlen, erre mar nem egy szdm lesz a valasz. A viélasz
egy val. valtozé lesz, "X + Y legjobb kozelitése X ismeretében” .
X = k ismeretében X + Y feltételes varhaté értéke k + 3.5.

Tehat a valasz E(X + Y|X) = X + 3,5 lesz.

Feltételes varhatd érték diszkrét esetben
(11.1.5. Definicié.) Legyenek X és Y valdszinliségi valtozék, ahol
X diszkrét. Jeldlje Sx az X lényeges értékeinek a halmazit, azaz

Sx & {x € RIP(X = x) > 0}.
Tekintsiik a g: Sx — R, g(x) = E(Y|X = x) valds fiiggvényt.
Ekkor az Y -nak az X-re vett regresszidja (feltételes varhaté
értéke) a g(X) valdsziniiségi valtozé. Jelolése: E(Y|X). 64 /117



Feltételes varhatd érték: még egy diszkrét példa

(11.1.6. Példa.) Dobunk egy szabalyos kockdval, majd az
eredménynek megfelelé szami szabdlyos érmével.

Legyen X a kockadobds értéke, Y pedig a fejek szdma az
érmedobasok kozott. Mi Y regresszidja X-re?
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Feltételes varhatd érték: még egy diszkrét példa

(11.1.6. Példa.) Dobunk egy szabalyos kockdval, majd az
eredménynek megfelelé szami szabdlyos érmével.

Legyen X a kockadobds értéke, Y pedig a fejek szdma az
érmedobasok kozott. Mi Y regresszidja X-re?

Ha X értékét tudjuk, akkor Y értéke binomidlis eloszlasi X és 1/2
paraméterrel.

Tehdt: E(Y[X = x) = x - £ =: g(x), vagyis E(Y|X) = g(X) = %.

Altaldban: regresszié=feltételes virhatd érték (egy val. véltozéra
nézve) # linedris regresszié.
Lin. regresszid: Y legjobb kozelitése X egy linedris fliggvényével.

Regresszid: nem szoritkozik linedris fiiggvényekre, vagyis azt a
g(X) fuggvényt adja vissza, ami Y-t X ismeretében ,,a legjobban
kozeliti”. Milyen értelemben? — kov. dia.
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A regresszié mint legjobb kozelités

Intuitivan fogalmazva, az E(Y|X) valésziniiségi valtozé ,,mindent
tud az Y-rdl, amit X ismeretében tudni lehet”, és ezzel a ,,lehetd
legtobb” informacidval ad kozelitést Y-ra.

Precizen megfogalmazva: ha tovabbi, X-re vonatkozé feltétel
esetén nézziik Y feltételes varhatd értékét, akkor az mar
kiszdmolhaté E(Y|X) regresszidbdl is, nem kell hozza az eredeti
Y-t ismerniink.

(11.1.7. Allitas.) Legyen X diszkrét valésziniiségi véltozé. Tegyiik
fel, hogy P(X < x) > 0 és E(|Y]) < oco. Ekkor

Elg(X)|X < x] =E(Y|X < x)
minden x € R esetén, ahol g(X) = E(Y|X).

(Bizonyités: lasd eléadas)
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Regresszié folytonos esetben: elsé példa
2. példa (folytonos): Szamitégéppel szimuldlunk egy X ~ U(0; 1)
eloszlasa val. véltozét. Valaki megmondja nekiink, hogy az
eredmény nagyobb lett, mint 1/2. Ezt feltéve mennyi a val. valtozé
varhato értéke?
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Regresszié folytonos esetben: elsé példa
2. példa (folytonos): Szamitégéppel szimuldlunk egy X ~ U(0; 1)
eloszlasa val. véltozét. Valaki megmondja nekiink, hogy az
eredmény nagyobb lett, mint 1/2. Ezt feltéve mennyi a val. valtozé
varhato értéke?

Heurisztikus valasz: mivel X egyenletes eloszlasu, a
stirliségfiiggvénye a (0, 1) intervallumon konstans 1. Ezért feltéve,
hogy X > 1/2, még mindig konstans lesz a siirliségfiiggvénye, most
az (1/2,1) intervallumon (most konstans 2, hogy az integralja 1
legyen). igy E(X|X > 1/2) az intervallum kdzepe, azaz 3/4.
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Regresszié folytonos esetben: elsé példa
2. példa (folytonos): Szamitégéppel szimuldlunk egy X ~ U(0; 1)
eloszlasa val. véltozét. Valaki megmondja nekiink, hogy az

eredmény nagyobb lett, mint 1/2. Ezt feltéve mennyi a val. valtozé
varhato értéke?

Heurisztikus valasz: mivel X egyenletes eloszlasu, a
stirliségfiiggvénye a (0, 1) intervallumon konstans 1. Ezért feltéve,
hogy X > 1/2, még mindig konstans lesz a siirliségfiiggvénye, most
az (1/2,1) intervallumon (most konstans 2, hogy az integralja 1
legyen). igy E(X|X > 1/2) az intervallum kdzepe, azaz 3/4.

Rendes vélasz: mivel P(X > 1/2) = 1 > 0, az el8bbi definicié

) -2
szerint
E(X|X > 1/2) = X Lixea/zny) JijaBeldx [y xdx
P(X > 1/2) 1/2 1/2
_1/2-1/8 3
T12 4
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Regresszié folytonos esetben

Tegyiik fel most, hogy X folytonos val. valtozé. Egy Y val.
valtozéra szeretnénk definidlni E(Y|X)-et, mint ,,Y legjobb
kozelitését X ismeretében”, a diszkrét esethez hasonldan.

Diszkrét Z esetén a par didval ezel6tti definicid szerint:

E[Y|Z=21= > KP(Y=kZ=2),
keRan(Y)

ha P(Z =2z) > 0.

Probléma: Folytonos X esetén minden x € R-re P(X = x) = 0.

Emiatt a fenti képlettel, illetve klasszikus feltételes

valdsziniiségekkel E(Y|X = x) nincs definidlva!

Viszont ugyanezért vezettiik be a feltételes siirliségfliggvényt,

abban az esetben, amikor (X, Y) folytonos val. vektorvéltozé:

fx,y (x,y)
fyix(ylx) = %,

ha fx(x) > 0 és 0 kiilonben.
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Regresszié folytonos esetben és feltételes siirliségfliggvény
Feltételes slirliségfiiggvény:

fix,v) (%, ¥)
X, \X, Y
fy X) =
Y|X(y’ ) fX(X)

ha fx(x) > 0 és 0 kiilonben.

Kordbban (informdlisan) azt mondtuk, hogy ez olyan, mint fy(y),
csak arra feltételezve, hogy X kozel van x-hez.

Tudjuk: E(Y) = [*_ yfy(y)dy. Ezért intuitive azt varjuk, hogy

E(Y|X = x) :/

o0

Yy x (y[x)dy

j6 definicié lesz. (Ez ismét formdlis jelolés, nem igazi feltételes
valésziniiség).

Vezessiik be a g(x) = E(Y|X = x) jelolést. A diszkrét esetben azt
lattuk, hogy E(Y|X) = g(X).

Kérdés: Ugyanez igaz 4ltalanosabb (pl. folytonos) esetben is? Mi

ilyen esetben egyadltalan a regresszié definicidja?
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Regresszié altalanos esetben
(11.2.1. Definicié.) Legyenek X és Y tetszéleges valdszinliségi
valtozék. Az Y-nak az X-re vett regresszidja (feltételes varhatd
értéke) az a g(X) alaku valésziniiségi véltozd, amire

E(g(X)|X < x) =E(Y|X < x) (2)

minden olyan x € R esetén, amire P(X < x) > 0.
A g(X) valésziniiségi véltozé jelolése: E(Y|X).

>

| 2

| 2

A P(X < x) > 0 feltétel azért kell, hogy E(-|X < x), illetve
E(g(X)|X < x) definialt legyen a 11.1.1. Definicié szerint.
g-nek teljesitenie kell bizonyos mértékelméleti feltételeket (hogy
E(g(X)|X < x) definidlt legyen), de ezzel itt nem foglalkozunk.

A regresszié 1 valdszinliséggel egyértelmi.”

Allitas: ha g mellett egy g fiiggvényre is teljesiil (2), akkor
P(g(X) = g(X)) = 1. (Nem bizonyitjuk.)

g(x)-et ,,biintetlenil” megvaltoztathatjuk ,,néhany” (pl.
megszamlélhaté sok) olyan x pontban, amelyre P(X = x) = 0.
Olyan x pontban, ahol P(X = x) > 0, nem valtoztathatd meg.
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Regresszié altalanos esetben
(11.2.1. Definicié.) Legyenek X és Y tetszéleges valdszinliségi
valtozék. Az Y-nak az X-re vett regresszidja (feltételes varhatd
értéke) az a g(X) alaku valésziniiségi véltozd, amire
E(g(X)IX <x) =E(Y|X < x) ()
minden olyan x € R esetén, amire P(X < x) > 0.
A g(X) valésziniiségi véltozé jeldlése: E(Y|X).
Jelolés: g(x) :=E(Y|X = x). g neve: regresszids fiiggvény.
Ez egy jelb'lés.

» Diszkrét X esetén megfelel az eddig targyalt g(x)
fliggvénynek, tehat g(x) az Y-nak az A— P(A|X = x)
maédon definidlt valdsziniiségi mérték szerinti varhaté értéke.

» Folytonos esetben P(A|X = x)-nek nincs értelme feltételes
valésziniiségként, de jelolésként korabban mar bevezettiik:
ha fx(x) >0,

P(AIX =x) = A”)E?OP(A N{X € (x — Ax,x + Ax)}).
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Feltételes siirliségfiiggvény és regresszid

def fxy(xy) _ fxy(xy) fx(x) >0

Frix(vIx) = fx(x) ffooo fx.y (x, u)du’

Most kimondjuk a mar beharangozott allitast arrdl, hogy
segitségével hogyan adhatd meg a regresszids fliggvény.

(11.2.3. Allitss.) Legyen (X, Y) folytonos valésziniiségi
vektorvaltozd. Ekkor

g(x) = B(Y|X = x) = /

[e o]

y - fyix(y[x)dy

az Y-nak az X-re vett regresszids fliggvénye.
(Bizonyités: lasd jegyzet.)
igy tehdt Y-nak az X-re vett regresszidja valéban E(Y|X) = g(X).
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Feltételes siirfv. és regresszio: interpretacio
g0)=E(VIX =0 = |y Arx(y0dy.

—00
Vazlatos indoklds arra, hogy ez miért igaz: fx(x) > 0 esetén
) P(Y € (y — Ax,y + Ay)|X € (x — Ax,x + Ax
b= m P E X € )
Ax}0,Ayl0 Ay

Ha fx(x) > 0 és haszndljuk a kordbban mar bevezetett
PAIX = x) & lim P(AIX € (x — Ax, x + Ax))
Ax]0
jelolést, akkor megmutathatd:
> A P(A|X = x) tényleg egy valdsziniiségi mérték.
» Ha ezt a val. mértéket tekintjiik (az eredeti P helyett), akkor
Y folytonos val. valtozd, és siirliségfiiggvénye y — fy|x(x,y).
> Tehdt az Y val. véltozé ezen val. mérték szerinti varhato
értéke g(x) = E(Y|X = x) = [7_ yfyx(y|x)dy lesz (ezt
mondja ki gyakorlatilag a 11.2.3. Allits).
» Ebbdl az x — g(x) fiiggvény megkaphatd, végil Y
regresszidja X-re g(X) lesz. 72117



Példa

Egy rossz allapotu vasuti mellékvonalon a motorvonatra
X ~ Exp(1/10) percig kell varnunk, és X = x ismeretében a
célallomdsunkig tarté utazas U(x, 2x) ideig tart.
> Hatdrozzuk meg fy|x-et és fx y-t.
» Hatdrozzuk meg Y-nak az X-re valé g regresszids fliggvényét.
Mivel X ~ Exp(1/10),
1 —x/10
fx(x) = 15 ¢ /10,
ha x > 0 és fx(x) = 0 kiilonben. Tovabbd X = x ismeretében
Y ~ U(x,2x), vagyis a feltételes siiriiségfiiggvény

L =1 hax<y<2x,

fY|X(Y|X) — {2X—X x?

0, kiilonben.

gy i,y (x,y) = fix(x)fy;x(y[x) (ha fx(x) > 0) miatt
1

fX,Y(va) = {10X

0, kiilonben.

—x/10
Y

e ha 0 < x <y < 2x,
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Példa: folytatas

Mivel
L =1 hax<y<2x,

fY|X(Y|X) — {2X—X - x?

0, kiilonben,

azt kapjuk, hogy

oo 2x
y 1
g0) =E(VIX =)= [ yhxtyioty = [~ Ly =

Tehat 3
E(Y|X) =g(X) = EX'

Interpretacio: Mivel X ismeretében Y ~ U(X,2X), E(Y|X) az

(X,2X) intervallum kdzéppontja, azaz %X.

Az ilyen intuitiv érvelés j6, de kdnnyen hidnyos lehet — vizsgan
inkdbb csak ellen6rzésnek hasznaljuk és szamoljuk ki rendesen is.
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A feltételes varhaté érték tulajdonsagai

A most kovetkezd tulajdonsagok diszkrét és folytonos (és
barmilyen) val. véltozék esetén is igazak.

(11.3.1. Alll'tés.) Legyenek X, Y, Z valészinliségi valtozék. Ekkor
teljesiilnek a kovetkezdk, feltéve, hogy a jobb oldalukon szereplé
mennyiségek léteznek és végesek:

1. Linearitas: Tetszbleges a, b € R esetén
E(aY + bZ|X) = aE(Y|X) + bE(Z|X).

2. Az ismert val. véltozé fiiggvényei kiemelhetok, taking out what
is known: Tetszbleges h folytonos fiiggvény (vagy barmilyen
olyan h fliggvény, amelyre h(X) is val. valtozd) esetén

E(h(X)Y|X) = h(X)E(Y|X)
3. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(Y|X) = E(Y).
A két fliggetlen kockadobas, X és Y példdjaban:
E(X+Y|X)=EX -14+Y|X)=X+E(Y)=X+3,5.
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Példa: egy vizsgafeladat (Gssznépi gyak., 10.8. feladat)

2022. december 22-i vizsga 5. feladata:
Legyenek X ~ N(2;4) és Y ~ U(0, 2) fiiggetlen valésziniiségi
valtozdk, és legyen

Z=2XInY + X?Y?-3Y

Szamoljuk ki az E(Z | Y') regressziét.

(Megoldas: lasd eléadds)

Tipp: miel6tt elkezdenénk a vizsgdn barmilyen feltételes
strliségfiiggvényt meghatarozni, gondoljuk at, hogy ez tényleg
sziikséges-e. Itt nem sziikséges (és a felt. siirfv. tdl csinya ahhoz,

hogy a vizsga ideje alatt kiszamoljuk), mds feladatokban igen (és
ott szebb is).

76 /117



Analdgia a linedris algebraban: projekcidk (kieg. anyag)

A 2. tulajdonsdg miatt barmely X, Y val. valtozdra, amelyekre
g(X) = E(Y|X) létezik:

E(E(Y[X)|X) = E(g(X)[X) = g(X) = E(Y|X).

Tehat a feltételes varhaté értéket még egyszer megfeltételezve
ugyanazt kapjuk.

Analdgia: a linedris algebrdban projekcidonak nevezziik az olyan

f: R" — R" linedris leképezést (lin. transzformacidt), amelyre
f(f(x)) = f(x) minden x € R" esetén.

Mas szavakkal: f(x) = Ax egy olyan A € R"*" matrixra, amelyre
A% = A- A= A Nemcsak a nullmatrix és az egységmatrix ilyen!
Példak 2 dimenzidban: egységmatrix (rangja 2), nullmatrix (rangja
0), origdn dtmend egyenesre valé merdleges vetités (pl.

A= ((1) 8)) vagy ferde vetités (rangja 1).

(Emlékeztetd: rang = képtér dimenzidja.)
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Analdgia a linedris algebraban: projekcidk (kieg. anyag)
A 2. tulajdonsdg miatt barmely X, Y val. valtozdra, amelyekre
g(X) = E(Y]|X) létezik:

E(E(Y[X)|X) = E(g(X)X) = g(X) = E(Y|X).

Tehat a feltételes varhaté értéket még egyszer megfeltételezve
ugyanazt kapjuk.

Analdgia: a linedris algebrdban projekcidonak nevezziik az olyan

f: R" — R" linedris leképezést (lin. transzformacidt), amelyre
f(f(x)) = f(x) minden x € R" esetén.

Mas szavakkal: f(x) = Ax egy olyan A € R"*" métrixra, amelyre
A% = A- A=A Nemcsak a nullmatrix és az egységmatrix ilyen!

Az Y — E(Y|X) leképezésre ugyanez igaz: négyzete Gnmaga.
Ezenkiviil linedris is. Olyan, mint egy projekcid, az Y val. valtozdt
az X fiiggvényeinek halmazara vetiti.

A kovetkezd allitast lehet gy interpretalni, hogy E(Y?) < oo
esetén ez a vetités merbleges (itt nem megyiink bele a részletekbe, de ez

ismét a kovariancia és a skaldris szorzds kozti analégia).
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Regresszid: optimalitasi kritérium és lin. regresszid
(11.3.2. Allftés.) Tegyiik fel, hogy E(Y?) véges. Ekkor az

E((Y - &(X))?)

varhaté érték pontosan akkor minimélis a g fiiggvényben, ha g(X)
és E(Y|X) majdnem biztosan (azaz 1 valdszinliséggel)
megegyeznek.

Emlékeztetd: linedris regresszid esetén ugyanezt a varhatd értéket
minimalizaltuk g-ben, csak ott kizardlag a linedris fliggvények
korében.

El6fordulhat-e, hogy a regresszié megegyezik a lin. regresszidval?
Néha igen. Pl. 11.1.6. Példa: dobunk egy szabalyos kockaval, majd
annyi szabalyos érmével, ahdnyat dobtunk. X: dobds értéke, Y
fejek szama.
Lattuk: E(Y|X) = X/2. Ez linearis fiiggvény, igy a fenti
tulajdonsdgok miatt ez a lin. regresszié is (8 = 1/2,a = 0).
(Aki nem hiszi, jarjon utdna!)
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Regresszid és linearis regresszi

Az el6z6nél jéval fontosabb példa (példak csaladja):

(11.3.3. AIIl’ta's.) Legyenek 71, ..., Z, fiiggetlen, normadlis eloszlasu
valészinliségi véltozok, X =37 ;a;Zjés Y =57, biZ;
valamilyen a1,...,an, b1, ..., b, valds szdmokra.

Ekkor E(Y|X) megegyezik az Y valtozé X-re vett linedris
regresszidjaval.

Ezzel a példacsaldddal hamarosan még bévebben is foglalkozunk
— tobbdimenzids normalis eloszlas.
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Teljes varhato érték tétele

Példa: A vonatos példaban hogyan szamoljuk ki Y varhaté értékét?
Persze ki lehet szdmolni fx y vagy fy ismeretében a szokdsos
médon.

Egyszeriibb/elegdnsabb megoldds: az aldbbi tétel segitségével.

(11.3.4. Allités, teljes varhaté érték tétele.) Legyen X és Y
valdsziniiségi valtozd, amikre E(|X]) és E(|Y]) véges. Ekkor

E(Y) = E(E(Y|X)).

Az §llitas ismert toronyszabély néven is (mas nyelveken is gyakran
torony-, de inkabb tulajdonsdg, mint szabaly, pl. angolul tower
property, németiil Turmeigenschaft).

A példdban: E(Y|X) = 32X, igy mivel X ~ Exp(1/10),
E(Y) = E(E(Y|X)) =3/2-10 = 15 perc.
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Teljes varhato érték tétele: diszkrét eset
E(Y) = E(E(Y|X)).

Kérdés: mi koze ennek a teljes valdszinliség tételéhez?
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Teljes varhato érték tétele: diszkrét eset
E(Y) = E(E(Y|X)).

Kérdés: mi koze ennek a teljes valdszinliség tételéhez?
Diszkrét esetben a kiils6 valdszinliségi valtozot kifejezve a TV T-vel
analég alakot kapunk:
(11.3.5. Allitas, teljes varhaté érték tétele, diszkrét eset.) Legyen X
diszkrét valdsziniiségi véltozd, és {x1,...,Xn,...} az X
értékkészletének azon pontjai, amelyekre P(X = x;) > 0. Ha
E(|Y]) < oo, akkor

E(Y) =Y E(Y|X =x)P(X = x).
i
Teljes eseményrendszerre kimondva még inkabb TVT-szeri:
(11.3.7. Allitas: teljes vérhatd érték tétele, teljes
eseményrendszerrel.) Legyen A, ..., A, teljes eseményrendszer
Q-n, amire P(A;) > 0 minden i-re. Ha E(|Y]) < oo, akkor

E(Y) =) E(Y|A)B(A).
=1
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Teljes varhato érték tétele: diszkrét és folytonos eset
Diszkrét eset:

E(Y) = ZE(Y\X = x)P(X = x;).

(Példa: geometriai eloszlas szérasa egyszeriien, 11.3.6. Példa)

Folytonos esetben a px(x;) = P(X = x;) sulyfiiggvényt az fx
sliriségfiiggvény, a g(x;) = E(Y|X = x;)-t, azaz a

P(Y = | X = x;) feltételes stlyfiiggvény szerinti varhatd értéket
pedig a feltételes siirliségfiiggvény szerinti v.é. helyettesiti:
(11.3.8. Allitas, teljes varhaté érték tétele, folytonos eset.) Legyen
X folytonos valdsziniiségi véltozd, E(]Y|) < oo, és jeldlje X
strtiségfiiggvényét fx. Ekkor

E(Y) :/ E(Y|X = x)fx(x)dx.
Az egyiittesen folytonos esetben (azaz ha (X, Y) folytonos) tehat

B(V) = [ ([ iixtybedy) etgax
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Teljes valdszinliség tétele folytonos esetben

A TVT-t eddig csak teljes eseményrendszerre fogalmaztuk meg.
Diszkrét val. valtozéra is megfogalmazhatd: legyen X diszkrét val.
véltozé és Sx = {k € R: P(X = k) > 0}, ekkor VA eseményre

P(A) = Y P(X = k)P(AIX = k).
keSx

Ez specidlis esete az eredeti TVT-nek (ami megszdmlalhatdan
végtelen sok eseményre ugyanigy miikodik, mint véges sokra).
Szeretnénk a TVT-t folytonos X esetére is altalanositani.
Emlékezteté: P(A) = E(14) barmilyen A eseményre.
Folytonos eset: mi P(A|X = x) (formalis def.)?

(12.1.1. Definicid). Legyen X valdszinliségi valtozé és A esemény.
Ekkor A-nak az X-re vett feltételes valdsziniisége az

x — E(La|X = x) regressziés fiiggvény. Jeldlése: P(A|X = x).
Ez a definicié jogos kételyeket ébreszthet — lasd 2-3 dia muilva.
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Teljes valdszinliség tétele folytonos esetben

Diszkrét X esete:

P(A) = Y P(X = k)P(AIX = k).
keSx

A TVT folytonos analdgidja az, hogy az X sulyfiiggvényét a
stiriiségfiiggvényére, a feltételes valdszinliséget a (formdlis)
feltételes valdsziniiségre és a szummat integralra cseréljiik:

(12.1.2. Tétel, teljes valdsziniiség tétele folytonos esetben, roviden
“folytonos TVT".) Legyen X folytonos valdsziniiségi valtozé és A
esemény. Ekkor

P(A) = / T PAIX = x)fx(x)dx,

— 00

ahol fx az X sliriiségfiiggvénye.

84 /117



Bizonyitas (itt a diasoron, mert nincs benne a jegyzetben)

Tekintsiik az x — g(x) = P(A|X = x) = E(La|X = x) regresszids
fliggvényt. Ekkor a regresszid(s fiiggvény) definicidja/jelolése
szerint g(X) = E(1a|X).

A transzformalt varhatd értékére vonatkozd képlet szerint

| BAX = 0)fcix = [ g = B(g(X)) = BE(LAX).

—0o0 —0o0

Végiil a teljes varhaté érték tétele szerint
E(E(1a|X)) = E(1a) = P(A),

amivel kész a bizonyitas.
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Teljes valdszinliség tétele folytonos esetben: példa
Még nem volt szé arrdl, hogy P(A|X = x)-et altaldban hogyan
szamolhatjuk ki.
Egyes feladatokban a feladat szévege megadja. Pl.: Gssznépi
gyakorlat, 11.6. feladat. (Az 5., 7. is hasonlé.)
Cimucka bdacsi tirkevei telkén egy t6 kukoricat nevelget. Turkeve
Magyarorszag legszarazabb teriiletei kozé tartozik, a juliusi
csapadékmennyiséget milliméterben mérve egy X folytonos
valdszinliségi valtozo irja le, amelynek eloszlasfiiggvénye

0, ha x <0,
x2
oA ha 0 < x <50
Fx(x) = { 5000° -
(x) 14 x50 (507 T ha 50 < x < 100,
1 ha x > 100.

)

Feltéve, hogy x € (0,100) milliméter esé esik jaliusban, a
kukoricaté 1 — g5 valdszinliséggel szarad el a hénap végére. Mi a
valészinlisége, hogy a kukoricaté nem szarad el jilius végére?

(Vizsgakurzus vizsgdja, 2024.06.10., egy viszonylag kénny(i 6. feladat.)
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A folytonos valdszinliségi valtozdra vett feltételes
valésziniiség kétféle definicidja
(12.1.1. Definicid). Legyen X valdsziniiségi véltozé és A esemény.

Ekkor A-nak az X-re vett feltételes valdsziniisége az
x — E(1 4| X = x) regresszids fiiggvény. Jeldlése: P(A|X = x).

Ez a definicié szerepel Mészaros Szabolcs jegyzetében, azonban
el6éadason kordbban mar elhangzott egy masik definicid is:
Ha fx(x) > 0, akkor

P(AIX = x) & Jim P(AIX € (x = Ax, x + Ax)).

Zavard kérdés: A ketté tényleg ugyanaz?
Ha igen, akkor a masodik a jelen ismereteink alapjan hasznosabb.
Ugyanis az E(Y|X) regresszidt ugyan barmilyen X, Y val. véltozdk
esetén definidltuk, de kiszamolni csak két esetben tanultuk:
> ha (X, Y) folytonos val. vektorvéltozé (és igy Y is folytonos),
P vagy ha X diszkrét.

Itt viszont X folytonos, mig Y = 14 diszkrét (s6t 0-1-értékii).
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A folytonos valdszinliségi valtozdra vett feltételes
valésziniiség kétféle definicidja

(12.1.1. Definicid). Legyen X valdszinliségi valtozé és A esemény.
Ekkor A-nak az X-re vett feltételes valdsziniisége az
x — E(1 4| X = x) regresszids fliggvény. Jeldlése: P(A|X = x).

Ez a definicié szerepel Mészaros Szabolcs jegyzetében, azonban
eléaddson kordbban mar elhangzott egy masik definicid is:
Ha fx(x) > 0, akkor

P(AIX = x) & Jim B(AIX € (x = Ax,x + Ax)).

Zavard kérdés: A ketté tényleg ugyanaz?

Ezen diasor végén informalis bizonyitast adok arra, hogy a két
definicié tényleg ekvivalens (ez nem vizsgaanyag, eléaddson nem
mondom el).

Most: feltessziik, hogy a ketté ugyanaz — megnézziik, hogyan
lehet ennek segitségével szamolni egy specialis esetben.
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Teljes valdszinliség tétele folytonos esetben: egy fontos
példatipus
Specidlis eset: ha (X, Y) folytonos val. vektorvaltozé és A
valamilyen Y-tdl fiiggd esemény, pl. A={Y <y}, y € R.

Volt: P(Y < y|X = x) & Fyx(yIx) & |7 fyix(2]x)dz. Ez felel
meg az el6bbi definiciénak:

P(AIX = x) & Jim P(AIX € (x = Ax,x+ Ax)).
Ezzel a definiciéval A = {Y < y}-ra igaz a folytonos TVT, vagyis
P(A) :/ P(A|X = x)fx(x)dx, ugyanis

P(Y <y)=P(—oco < X <00,—00< Y <y)

a;
/ / fxyxzdzdx—/ / XYXZd fx(x)dx

/ / fyix(z|x)dz fx(x)dx _/ P(Y < y|X = x)fx(x)dx.

(Ebbdl még nem deriil ki, hogy az alternativ 12.1.1. Definicidval is igaz. Lasd hatul.) 88/117



Teljes valdszinliség tétele folytonos esetben: példak

A feladatsoron szereplé folytonos TV T-s feladatokbdl szinte az
Osszes az alabbi két tipus egyikébe tartozik:
1. ahol P(A|X = x)-et gyakorlatilag csak ki kell olvasni a feladat
sz6vegébdl (11.5., 6. és 7. feladat),
2. vagy ahol (X, Y) folytonos valdsziniiségi vektorvaltozd, fx és
fy|x van megadva, és A valami Y-tdl fiiggé esemény (11.1.,
2. és 3. feladat — a latszat ellenére ezek koziil az 1. a
legkdnnyebb!).
> Az utdbbinak lehet olyan, trilkkdsebb viltozata is, ahol nem
ilyen egyszerii rajonni, hogy a folytonos TVT-rdl van szé.

» Lehet olyan is, ahol X ismeretében Y diszkrét (pl. 11.4.
feladat, ami egyébként az elsé tipusba tartozik).

» Az integraldsok konnyen elbonyolédhatnak (ldsd 11.2., 11.5.

feladat), ezt a vizsgafeladatok kitiizésekor igyeksziink elkeriilni.
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Emlékezteto: normalis eloszlas

(8.1.1. Definicié.) Egy Y folytonos valdsziniiségi véltozé normilis

eloszlasti pu € R és 02 > 0 paraméterekkel (Y ~ N(y;0?)), ha
strliségfiiggvénye
1 G
fy(x) = e 27 , x € R.

V2mo?

Specidlis eset: standard normilis:
L % ® ) d
X) = e 2, X) = x)dx.
o) = (9= [

X ~N(0;1) = Y =X+ p~N(u;0?) és E(Y) = u, D(Y) = o2

Ez a rész jelentés mértékben Pintér Marta tavalyi diasordra épiil.
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

Hogyan 4ltalanosithaté a normalis eloszlas tébbdimenzids esetre?
Modellezendé jelenség: (X, Y) mérési eredmény.
Mit varunk egy ilyen (X, Y)-tdI?

> folytonos (létezik fx y egyiittes siirliségfiiggvény)

» forgdsszimmetrikus: fx y = h(x? + y?) valamilyen
h: R? — R fiiggvényre

> a koordinatak fiiggetlenek: fx y(x,y) = fx(x)fy(y).
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

(12.3.1. Allitas.) Ha egy (X, Y) val. vektorvéltozé teljesiti az eléz6
harom feltételt, akkor

fX,Y(X,)/) _ e<?;(><2—"-y2)—c
valamilyen a, c € R-re, ahol a < 0.
» Ha a adott, akkor ¢ kiszamolhaté, mert a siirliségfliggvény
integralja 1.
> Gyenge feltételek, mégis csak ,,egyféle” ilyen eloszlds van.
> Nem hivatkozunk az egydimenzids normalis eloszlasra.
» 2-nél tobb dimenzié esetén ugyanez igaz (ha megfeleléen
definidljuk a forgasszimmetridt).

(Allftés bizonyitdsa: lasd el6adds/jegyzet)
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

(12.3.2. Definicié.) Az X = (X,..., Xy) valésziniiségi
vektorvaltozé n-dimenzids standard normalis eloszlasd, ha
folytonos, és egyiittes siirliségfiiggvénye:

I 15w 2
Kt om) = Gome P UL e R
Ez teljesiti az elobbi feltételeket:

> az el6z6 allitas jelolésével: a = —1/2, ¢ = 5 In(27)

» n =1 esetén 1-dimenzids standard normalis

> Xi,...,X, (egylttesen) fiiggetlenek, hiszen a siirliségfiiggvény
n db standard normadlis siirfv. szorzatdra bomlik

Hogyan kapjuk a nem standard n-dimenzids normalis eloszldsokat?
Itt is a varhatd érték és a szdrasnégyzet lesz a paraméter?
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Vizualizalas

Standard normalis Nem-standard normalis

0.8

0.6
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Emlékezteto: kovarianciamatrix

(12.3.4. Definicié.) Egy X = (Xi,..., X,) valdszinlségi
vektorvaltozd varhatéérték-vektora az (EXy, ..., EX,) € R”
vektor. Jel6lés: EX.

(10.1.6. Definicié.) A fenti X kovarianciamatrixa
COV(Xl, Xl) COV(Xl, X2) N COV(Xl, Xn)
cov(Xo, X1) cov(Xp, Xo) ... cov(Xa, X,
cov(X) = (X2 %) (X2 X2) _ (X2. Xn) e R™",

cov(Xp, X1) cov(X,, X2) ... cov(Xy, Xp)

Megjegyzés: oszlopvektorként kezelve a val. valtozdkat,

cov(X) =E((X —EX)(X —EX)").
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

(12.3.3. Definicié.) Az Y = (Y1,..., Y,) valdszinliségi
vektorvaltozd tobbdimenzids normalis eloszlast, ha létezik
AeR™" 1, € R" és X n-dimenzids standard normalis eloszlasu
valészfnﬁség vektorvaltozd, amire

Y=AX+p

X-et oszlopvektorként kezelve.
Y eloszlasat nemelfajuldnak hivjuk, ha det A # 0.

Mi koze ennek a definicidénak a kovarianciamatrixhoz?
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

(12.3.5. Allitss.) Legyen X = (X4, ..., X,) standard normélis
eloszldsd valdsziniiségi vektorvdltozd és Y = A - X + p. Ekkor
E(Y)=péscov(Y)=A-AT.

(A bizonyfgst nem részletezziik; a matrix—vektor szorzas definicidjabdl és a
varhatd érték, illetve a kovariancia tulajdonsdgaibdl kovetkezik, felhasznalva,

hogy E(X) = 0 és cov(X) = n X n-es egységmatrix.)

(12.3.6. Allitas.) Legyen Y nemelfajulé n-dimenziés normalis
eloszlasu vektorvaltozd. Jeldlje a varhatd érték vektorat M, a
kovarianciamatrixat X. Ekkor Y siirliségfiiggvénye

1 ) TE )

Frlaox) = R )

ahol det(X) a ¥ mitrix determinadnsa, ¥ ! pedig az inverze.

A kitevében a szorzat egy hadrmas matrixszorzat (sorvektor, matrix
és oszlopvektor tényezdkkel), ami valés szamot eredményez.
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

1 e E )
2
(27)"/2(det Z)l/2 ’
ahol p1 = E(Y), ¥ = cov(Y).

fy(xi,...,xp) =

Megjegyzések:
> Az el6bbi allitds fontos kovetkezménye, hogy egy nemelfajulé
normalis eloszlast meghatdroz a p varhatd érték vektora és a
> kovarianciamatrixa. B
(Vegyiik észre, hogy adott ¥ = A- AT tobbféle A matrixbdl is
eléallhat, ezért ez nem nyilvanvalé llitas.)

» Nem-standard normalis 1-dimenzids esetben, N(u;oz):
5= (), T = detE = (%), =1 = (&),

> fy képletének bizonyitdsa — eloszlastrafék tébb dimenzidban,
az egydimenzids esethez hasonléan (Fy meghatarozasa
helyettesitéssel/ integraltranszformaciéval — derivalds...)
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Tobbdimenzids normalis eloszlas

Jelolés. Az n-dimenziés normalis eloszlast N(u,X) jeloli, ahol
Y = A- X+ u, X n-dimenziés standard normalis és 3 = A AT,

Specidlisan, a standard normdlis eloszlas jelolése N(Q; /), ahol 0 az
n-dimenzids nullvektor, és | az n-dimenzids egységmatrix.

(I helyett szabad E-t irni, mint BSz-bdl).
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Kétdimenzids normalis eloszlas

_ _ (e b _ (M
Legyenn—2,Z—(b c>"u_<,u2>'

Y1 és det ¥ kiszdmitdsa? BSz1: mindkettd Gauss-eliminaciéval.
A 2 x 2-es esetben azonban sokszor egyszeriibb/gyorsabb az albbi
képleteket haszndlni (vo. ,,adjungdltas médszer” ):

_(ab . e 1 [c —b
Z_<bc> = det(X) =ac—b°, X _detZ(—b a)'

elGjeles aldetermindnst

Most p1 = E(Y1), po = E(Y2), a = D?(Y1), b = cov( Y1, Ya),
c = D?(Y>). Elészor is ha py = pp = O:

o m (cy?—2byryo+ay?)

1
f s = —
(YI:Y2)(y1 }/2) 21vac — b2 100/ 117



Kétdimenzids normalis eloszlas

_ _ (e b _ (M
Legyenn—2,Z—(b c>"u_<,u2>'

Y1 és det ¥ kiszdmitdsa? BSz1: mindkettd Gauss-eliminaciéval.
A 2 x 2-es esetben azonban sokszor egyszeriibb/gyorsabb az albbi
képleteket haszndlni (vo. ,,adjungdltas médszer” ):

_(ab . e 1 [c —b
Z_<bc> = det(X) =ac—b°, X _detZ(—b a)'

elGjeles aldetermindnst

Most pn = E(Y1), po =E(Y2), a= D?(Y1), b= cov(Y1, Y2),
c = D?(Y,). Altaldban:

1 e—m(C(Y1—u1)2—2b()/1—#1)(}/2—#2)4‘3()’2—#2)2)

f; , = —— :
(Y17Y2)(y1 ¥2) 2mvac — b2 100/117



Kétdimenzids normalis eloszlas

ab
== (5 2)
Atirva o = corr( Y1, Ya) segitségével:
a= ]D)z(Yl) = O’%, Cc = D2(Y2), b= COV(Yl, Yg) = 01020.

1 e*m(C(}/1*M1)2*213(}’1*#1)(}’2*u2)+3(}/2*#2)2)

f )=
(Yl,Yz)(yl Y2) 27_‘_\/”

tehdt (szdmolds: lasd el6adds)

1 S iy (O T S WS ST

e
1 Y1,¥2) = €
(Yl,YQ)( ) 2 1 /1 >

2(1—-02) o3 o3 o102
Ha Y1 és Y, korreldlatlanok, azaz corr( Y1, Y2) = 0:

Y Ry
p B 1 _%((yl 051) +(Y2 052) )
(v, vo) (Y1, ¥2) = P L 2 7

ami felirhatd szorzatalakban.
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Fliggetlenség és korreldlatlansag tobbdimenzids normilis
esetben

Ha Yi és Y, korreldlatlanok, azaz corr( Y1, Y2) = 0:

Y Ry
. ((n ;;1) e ;;2) )

1 1
2 o3 o = fy,(y1) v, (y2),

2mo102

fove,va) (V1s y2) =

ahol

1 _ (v1—11)? 1 (ya—n2)?

fri(y1) = ——=e i fvo(y2) =
\/271'0% ,/27ra§

Tehat fliggetlenek.

Tétel (12.3.8. Kovetkezmény része): Ha két valdsziniiségi valtozd
egyiittes eloszldsa normalis, akkor a valdsziniiségi valtozdk
pontosan akkor fiiggetlenek, ha korreldlatlanok.

lgaz n val. véltozéra is (egyiittes fiiggetlenséggel és paronkénti
korreldlatlansaggal).
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Kétdimenziés normalis eloszlas margindlisai

1 1 —np1)? (Y2*#2)2_ (r1—r1)2—n2)
£ _ 1 2(1792)( o2 + o'% 20 0102 )
(Yl,Yz)(y17y2) = 5

2mo1024/1 — 0

Felirhatd szorzatalakban:

2
(2—n2)
202

- oz (=Gt Zole—p)”
70 Wi (it el —pe

20

1 1 -

f 5 p— 76 .—e

) 002) =~ s 370l (1= )
Ezt y;1 szerint kiintegralva kapjuk fy,(y2)-t.

A masodik tényez6 is normalis siirfv.:
N(p + Zoly2 — p2)i 03 (1 = 0%)).

(ya—p2)?

1 - 202

Integralja 1 = fy,(y2) = \/2726 5 = Yy~ N(u2; 03).
7TO'2

Hasonldan adédik, hogy Y1 ~ N(u1; 02).
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Példa

Legyen X kétdimenzids standard normalis eloszlasa val. valtozé és
2

A= (0 ;) Y =(Y1,Y2) =A- X, corr(Y1, Y2) = 0.5 valamely

v € R szdmra. Mennyi v?

104 /117



Példa

Legyen X kétdimenzids standard normalis eloszlasa val. valtozé és

A= (3 ;) Y =(Y1,¥2) = A- X, corr(Y1, ¥2) = 0.5 valamely

v € R szdmra. Mennyi v?

oaar—(20)- (20 (103 -
< D2( Y1) COV(2Y1, Y2)>.
cov(Y1, Y2)  D2(Ya)

Ezért corr( Y1, Y2) = 11;?\\/’(1;/15(\32)) = 3\/2‘;‘/2 =1

A kapott masodfokl egyenlet megolddsa v = i%.
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Tobbdimenziés normalis eloszlas margindlisai

Az elébbi megfigyelés dltalanositasa n dimenzidra:
(12.3.7. Allitds.) Legyen Y ~ N(u, X), ahol o = (p1, ... pn) € R"
és Y = (ziJ)7J:1 € R™". Ekkor Y; ~ N(ui, X ).

> Ezért is jogos a tobbdimenzids normalis név.

» A kovarianciamdtrix diagondlisdnak elemei a koordinatak
szbrasnégyzetei.

(12.3.8. Kovetkezmény.) Legyen (Y1, Y2) ~ N(p, X). Ekkor

1. ¢, € R esetén ¢1Y: + ¢ Yo egydimenzids normalis eloszlasu
(vagy konstans).

2. Ha corr(Y1, Y2) =0, akkor Y; és Y, fiiggetlenek.

3. Az E(Y>2|Y1) regresszié megegyezik az Yz-nek az Yi-re vett
linedris regresszidjaval.
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Vizualizdlds még egyszer

Standard normalis Nem-standard normalis

Standard normidlis: a szintvonalak korok, forgasszimmetrikus.
Nem standard, u = 0: a szintvonalak ellipszisek.

Létezik olyan U € R2*2 ortogonilis transzformacié (ortogondlis =
U1 = UT), amely az ellipszis fétengelyeit a
koordinatatengelyekbe viszi.

Ekkor U - Y ~ N(0; D), ahol D diagonalis matrix. U - Y
koordinatai fuggetlenek, det(D) = det(X).
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Példa: tobbdimenzids binomialis eloszlas

(12.2.1. Példa.) Szabdlyos dobdkocka, cimkéi: 1 db 1-es, 2 db 2-es,

3 db 3-as.
13-szor dobunk. Mi a valészinlisége, hogy 3 db 1-est, 4 db 2-est és

6 db 3-ast latunk?
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Példa: tobbdimenzids binomialis eloszlas

(12.2.1. Példa.) Szabdlyos dobdkocka, cimkéi: 1 db 1-es, 2 db 2-es,

3 db 3-as.
13-szor dobunk. Mi a valészinlisége, hogy 3 db 1-est, 4 db 2-est és

6 db 3-ast latunk?
X; = I értékili dobadsok szama.
Klasszikus valdsziniiség:
13 (1\3(1)*/(1)\°
P(X =3,% = 4% = 6) = 55 (1) (3) (3) ~0,05364 ~
5%.
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Polinomiilis eloszlas ( )

(12.2.2. Definicié.) Az X = (X1, ..., Xm) val. vektorvéltozé
polinomiélis (avagy multinomidlis) eloszlasd, n és
(p1,---,Pm) €[0,1]™ paraméterekkel, ha p1 + ...+ pm =1 és

n!

P(Xlzkl,,xm:km):m
: Pee o Km:

k k
pll . 'pmm

minden 0 < k; < n (i=1,...,m) esetén, ha ky + ...+ kp, = n.
Megjegyzés:

P> A peremeloszldsok binomilis eloszlasiak.

> A koordinatak nem fiiggetlenek.

P A peremeloszldsok nem hatdrozzdk meg az egyiittes eloszlast.

Dobdkockas példa: p1 =1/6,p» =1/3,p3 = 1/2 (tehdt m = 3),
n=13.
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Példa: polinomialis eloszlas

A polinomialis/multinomialis eloszlds fontos szerepet jitszik pl. a
matematikai populdcidbiolégidban.

Példa: Egy baktériumpopuldcié ivartalanul szaporodik és minden
reggel n egyedbdl all, akik az el6z6 reggeli populdcié utddai.
Tudjuk, hogy minden egyed azonos valdsziniiséggel lehet barmelyik
eléz6 napi egyed utddja, a tobbi egyedtdl figgetleniil (az el6z6
napi egyedek eddigre elpusztulnak).

Legyen X; az el6z6 napi i-edik egyed utdédainak szama.
(Xi,...,X,) egyiittes eloszldsa?
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Példa: polinomialis eloszlas

A polinomialis/multinomialis eloszlas fontos szerepet jitszik pl. a
matematikai populdcidbiolégidban.

Példa: Egy baktériumpopuldcié ivartalanul szaporodik és minden
reggel n egyedbdl all, akik az el6z6 reggeli populdcié utddai.
Tudjuk, hogy minden egyed azonos valésziniiséggel lehet barmelyik
el6z6 napi egyed utédja, a tobbi egyedtdl fiiggetlenil (az eléz6
napi egyedek eddigre elpusztulnak).

Legyen X; az el6z6 napi i-edik egyed utddainak szama.
(Xi,...,Xy,) egyiittes eloszldsa?

Ha ki >0 (1<i<n)ésk +...+ k,=n, akkor

n! ]_ kl ]_ kn
P(X; = ky, ..., X, = k :7(7) (7) .
(X =k =) = el n
Tehat (Xi,...,X,) polinomiélis eloszlast n és (1/n,...,1/n)
paraméterekkel (azaz m=néspy=po=...=p,=1/n).

Ezt az esetet (amikor m = n és a p;-k egyenlék) szimmetrikus
polinomiélis/multinomiélis eloszlasnak is nevezik.
Bovebben lasd: Wright—Fisher-modell.
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Példa a valdszinliségi mddszerre: egy szinezési probléma
(kiegészitd anyag)

Adott az n csucsu teljes graf, K,,, ahol n > 1.

Kérdés: Adott kK > 1 esetén ki lehet-e szinezni K, éleit két szinnel,
pirossal és kékkel gy, hogy ne legyen benne se piros, se kék k
csticst teljes részgraf (azaz klikk)?

Most: Ha kK >3 és n < 2k/2, akkor igen.
Bizonyitas Gtlete (Erdds Pal): szinezziik az éleket véletlenszeriien
és egymastdl fiiggetleniil, 1/2-1/2 valdsziniiséggel pirosra vagy

kékre. Mutassuk meg, hogy pozitiv valdszinliséggel olyan szinezést
kapunk, amelyben nincs sem piros, sem kék k-as klikk.

Ez garantalja azt is, hogy kell lennie egy olyan (determinisztikus)
szinezésnek, amelyre ugyanez igaz.
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Egy szinezési probléma
Cél: Ha 3 < n < 2K/2, akkor K, élei kiszinezhetSek 2 szinnel tigy,
hogy ne legyen a grafban se piros, se kék k-as klikk.
Jeldlje g, a K, Gsszes lehetséges szinezéseinek szamat. Ekkor,
mivel K,-nek ('2’) éle van, g, = 2(3).
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Egy szinezési probléma
Cél: Ha 3 < n < 2K/2, akkor K, élei kiszinezhetGek 2 szinnel Ggy,

hogy ne legyen a grafban se piros, se kék k-as klikk.

Jeldlje g, a K, Gsszes lehetséges szinezéseinek szamat. Ekkor,
mivel K,-nek ('2’) éle van, g, = 2(3).

Jeldlje gn x a K, Gsszes olyan szinezéseinek szdmat, amelyben van
teljes piros k-as klikk. Ekkor

gok < (DQ(;)—(;)_

Ez egy durva felsé becslés. Az olyan szinezéseket, amelyekben van
piros k + 1-es klikk, k + 1-szer szamoltuk, a teljesen pirosra
szinezett K-t pedig (})-szor.

(j > k-ra az olyan szinezést, amiben van j-es piros klikk, ({;)—szor.)
Tehat a rossz (kedvezdtlen) szinezések (ahol van piros vagy kék
k-as klikk) szdmara, amit r,-nel jeldliink, teljesiil, hogy

o < 2<Z>2(S)(§) - (Z) () -(4)+1
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Egy szinezési probléma

Rossz szinezések szama:
< 2@2(5)—(;) _ (DQ(;)—(;)H.

Cél: P(rossz szinezés) < 1.

A Poincaré-formula szerint

P(rossz szinezés) = In_ P(van piros k-as klikk) + P(van kék k-as klikk)
&n

— P(van piros és kék k-as klikk is) < 2gg"’k.

igy elég belatni: % <1/2.
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Egy szinezési probléma
Rossz szinezések szama:

o < 2<Z> 2(2)-(3) = (Z) NOEGEY

Cél: P(rossz szinezés) < 1.
A Poincaré-formula szerint
I'n

P(rossz szinezés) = — = IP(van piros k-as klikk) + P(van kék k-as klikk)
&

n

— P(van piros és kék k-as klikk is) < pLLLY

&n

lgy elég belatni: &5 < 1/2. Mivel n < 24/2,

n\_ (k >
Enk o M - <"> 2-(2) < - (8) < Lpg—k(k—l)ﬂ — ﬂ/z
& 2(3) k k! k! k!

A jobb oldal 1/2-nél kisebb, ha k > 3, és 0-hoz tart, amint k — oc.
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A valészinliségi mdédszer filozéfidja altaldban

Valdészinliségi mddszer: adott valamilyen
kombinatorikai/grafelméleti probléma, kérdés, hogy létezik-e
bizonyos fajta objektumok koziil egy bizonyos tulajdonsiggal
rendelkezd.

Pl. az esetiinkben az objektumok a K|, kék-piros szinezései, a
keresett tulajdonsag az, hogy nincs sem k méretii piros, sem k
méretli kék klikk a grafban.

Egzisztenciabizonyitas: azzal igazoljuk, hogy az adott tulajdonsdgu
objektum létezik (esetiinkben n < 2/2 esetén), hogy beldtjuk,
hogy véletlenszeriien vélasztva az objektumok koziil, pozitiv
valészinliséggel ilyen tulajdonsagit kapunk.

Ez egy nemkonstruktiv mddszer: altaldban semmit nem tudunk
mondani arrdl, hogy az adott tulajdonsagi objektum hogy néz ki.
Pl. a médszer nem ad determinisztikus algoritmust adni arra, hogy
hogyan konstrudljunk meg (véletlen haszndlata nélkiil) egy sem
piros, sem kék k-as klikket nem tartalmazd szinezést, ha n nagy.
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Feltételes valdsziniliség folytonos esetben

Most megvalaszoljuk a zavard kérdést: a feltételes valdsziniiség
folytonos esetre vonatkozd két definicidja ekvivalens egymassal.

(Lemma.) Ha A € F esemény és X folytonos valdszin(iségi
vektorvaltozé, akkor x € R-re legyen

g(x) = lim P(A|X € (x — Ax, x + Ax)),
Ax]0

ha fx(x) > 0 és 0 kiilonben.
Ekkor x — g(x) az 14 indikdtorvaltozé X-re vonatkozé regressziés

fliggvénye.
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Feltételes valdsziniliség folytonos esetben

Most megvalaszoljuk a zavard kérdést: a feltételes valdsziniiség
folytonos esetre vonatkozd két definicidja ekvivalens egymassal.

(Lemma.) Ha A € F esemény és X folytonos valdszin(iségi
vektorvaltozé, akkor x € R-re legyen

g(x) = lim P(A|X € (x — Ax, x + Ax)),
Ax]0

ha fx(x) > 0 és 0 kiilonben.
Ekkor x — g(x) az 14 indikdtorvaltozé X-re vonatkozé regressziés

fliggvénye.

Tehat a lemma alapjan tényleg igaz, hogy
g(x) = E(1a|X = x) = P(A|X = x) minden x-re, ahol fx(x) > 0.

Most vazlatos bizonyitast adunk a Lemmara.

115 /117



Felt. valdsziniiség folytonos esetben, biz. (kieg. anyag)
(Lemma biz.) A cél tehat azt beldtni, hogy a g fiiggvény, ahol

g(x) = lim P(A|X € (x — Ax, x + Ax)),
Ax]0
ha fx(x) > 0 és 0 kiilonben, regresszids fiiggvénye 1 4-nak X-re.
A regresszi6 definicidja szerint ehhez az aldbbinak kell teljesiilnie:
E(1LalX < x) = E(g(X)|X < x),
minden olyan x-re, amelyre P(X < x) > 0. Atirva:

g(x) = lim P(AIX € (x — Dx,x + Ax)) = lim DANIXE (= Bxx+ A)})

Ax10 axlo P(X € (x — Ax, x + Ax))
— lim P(AN{X € (x — Ax,x + Ax)}) 2Ax
= Ao 2Ax P(X € (x — Ax, x + Ax))
d 1
- (&P(A N{X < x})) 0T

ha x — P(AN{X < x}) differencidlhatd. Innentdl feltessziik, hogy
az, és a derivalt Riemann-integralhaté —oo-tél oco-ig.
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Felt. valdsziniiség folytonos esetben, biz. (kieg. anyag)
Azt kaptuk, hogy

d 1

g(x) = (d—XIP’(A N{X < x})) il

Ezért (emlékezteté: E(Y|A) = E(Y1a)/P(A), ha A esemény, Y
val. valtozd)

E(e(X)ix<x) _ I g(t)fx(t)dt

Ele(XIX <x) = —px < P(X < x)

Sl dPAN{X < thdt  P(AN{X < x})

P(X < x) P(X < x)
Az eredmény pedig valdban megegyezik a kdvetkezovel:

P(AN{X < x})

E(LaX <) = = px =

Tehdt x — g(x) az 14 regresszids fiiggvénye X-re, ahogy
allitottuk.
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