Valdszinliségszamitas és statisztika —
Folytonos valésziniiségi valtozék, momentumok és nagy

valszamtételek egy dimenziéban
Tartalom

> Folytonos valdsziniiségi valtozdk, eloszlasfiiggvény folytonos
esetben, slirliségfiiggvény, és ezek kapcsolata

» Varhaté érték folytonos esetben

> Nemnegativ valdszinliségi valtozok varhaté értéke

» Folytonos valdsziniiségi valtozdk transzformaltjanak eloszlasa,
transzformalt varhaté értéke (momentumok, szdrés)

> Valdszinliségi valtozék szimuldcidja

» Markov- és Csebisev-egyenlétlenség

> Nevezetes folytonos eloszldsok: egyenletes, exponencialis,
normalis

» De Moivre—Laplace-tétel, centralis hatareloszlas-tétel

> Nagy szdmok torvényei

Eléismeretek: Differencidl- és integrdlszamitds egy dimenzidban,
diszkrét valdszinliségi valtozok 107



Folytonos valdsziniiségi valtozék
Emlékezteté: Ha (2, F,P) valdsziniiségi mezd, akkor valésziniiségi
véltozénak az olyan X: Q — R fiiggvényt nevezziik, amelyre
{X <x} ={we Q] X(w) < x} €F minden x € R esetén.
Eddig: diszkrét val. valtozék, Ran(X) megszdmlalhaté (=véges
vagy megszamlalhatéan végtelen).

Példak folytonos véletlen mennyiségekre, ahol az értékkészlet nem
megszamlalhaté:

» Geometriai valdsziniiségi mezd, ,,egy intervallumon taldlomra
vélasztunk egy pontot”, valdsziniiség a “teriilettel”
(intervallumhosszal) ardnyos — a vélasztott pont egy
folytonos értékkészletii val. valtozé

» Varakozasi id6k (pl. kovetkezé busz érkezéséig, villanykorte
kiégéséig)

P> A t6zsdén egy adott részvény értékének valtozdsa egy nap
alatt (ennek az értéke lehet negativ is)

> Egy véletlenszeriien valasztott magyar allampolgar

testmagassaga, teststlya stb.
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Eloszlasfiiggvény

Miutdn {X < x} esemény, értelmezett a P({X < x}) valdsziniiség,
amit egyszeriisitve P(X < x)-szel jeloltiink mar eddig is.

Az R — R, x = P(X < x) fuiggvény igen hasznos, kiildndsen
akkor, amikor Ran(X) nem véges, plane ha nem is
megszamlalhatd.

(4.1.2. Definicié.) Legyen X valdszinliségi véltozé. Ekkor az
Fx:R >R,
Fx(x) € P(X < x) € [0,1]

fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Egyszerli példa: szabdlyos érme feldobdsa, Q = {F, I}, X(F) =1,
X(l)=0.

Rajzoljuk fel az X valdszinliségi valtozé (X(F) =1, X(/) =0)
eloszlasfiiggvényét! (Lasd elbadds.)

Figyeljiik meg, hogy az eloszlasfiiggvény nem folytonos — igy lesz ez
mindig, amikor Ran(X) megszamldlhatd. Viszont balrdl folytonos.
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Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tetszbleges a < b valds szdmokra
Fx(b) — Fx(a) =P(X < b) —P(X < a) =P(a < X < b),
a valdsziniiség additivitdsa miatt.

Az eloszlasfliggvények karakterizalhatdk is:
(4.1.3. Allitds.) Egy F: R — R eloszlasfiiggvénye valamilyen
valészinliségi valtozénak <

(1) F (nem feltétleniil szigordan) monoton né,
(2) F balrdl folytonos, azaz minden x € R-re limy, F(y) = F(x),
(3) és limy—_oo F(x) =0 és limy_o0 F(x) = 1.
» (Bizonyitas: = irany)
> (Megjegyzés: konvencié az eloszlasfiiggvény definicidjaval
kapcsolatban kiilonb6zé orszagokban)
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Eloszlasfiiggvény

(4.1.2. Definicié.) Legyen X valészinliségi valtozd. Ekkor az
in R — R,

Fx(x) ¥ P(X < x) €]0,1]

fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Ez minden valdsziniiségi valtozd esetén definidlt.

Diszkrét esetben praktikusabb volt a px: k — px(k) = P(X = k)
sulyfliggvény hasznalata, mint az eloszlasfiiggvényé.

Ugyanis ha pl. X értékkészlete véges, akkor az Fx eloszlasfiiggvény
az X értékkészletének k pontjaiban felfelé ugrik (ugrds mérete:
P(X = k)), kiilonben pedig konstans. (Lasd a pénzérmés példat.)
Ugyanez igaz ,,szelid” megszdmldlhatéan végtelen értékkészlet
esetén, pl. a geometriai, Poisson- és Zipf-eloszlasnal.
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Eloszlasfiiggvény

(4.1.2. Definicié.) Legyen X valészinliségi valtozd. Ekkor az
F}(: R — R,

Fx(x) ¥ P(X < x) €]0,1]

fuggvényt az X eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Ez minden valdszinliségi valtozd esetén definidlt.

Diszkrét esetben praktikusabb volt a px: k — px(k) = P(X = k)
sulyfliggvény hasznilata, mint az eloszlasfiiggvényé.

Probléma: ha az eloszlasfiiggvény folytonos (mint pl. az [0, 1]
intervallumon , taldlomra” vélasztott pont esetén), akkor minden
fix x € R esetén P(X = x) = 0. igy a siilyfiiggvény trivilis, més
mennyiségre van sziikségiink — siirliségfliggvény.

(Megjegyzés: lehetetlen esemény vs. 0 valSsziniiségli esemény, 14sd
eléadas)

(Megjegyzés: nem megszamladlhaté uniéra nem additiv a

valésziniiség)
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Példa (a slirliségfiiggvény bevezetéséhez)
Kérdés: Vélasszunk véletlenszeriien a [0, 1] intervallumon egy
pontot, jeldlje ezt X, a négyzetét pedig Y. Mennyi a valdsziniisége,
hogy Y az 1/4, illetve a 3/4 egy kis kdrnyezetébe esik?
Vagy dltaldban: egy 0 < x < 1 pont kis kornyezetébe, mondjuk
(x — Ax, x + Ax)-be, ahol Ax > 0 olyan kicsi, hogy x — Ax >0
és x + Ax < 17
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Példa (a slirliségfiiggvény bevezetéséhez)
Kérdés: Vélasszunk véletlenszeriien a [0, 1] intervallumon egy
pontot, jeldlje ezt X, a négyzetét pedig Y. Mennyi a valdsziniisége,
hogy Y az 1/4, illetve a 3/4 egy kis kdrnyezetébe esik?
Vagy dltaldban: egy 0 < x < 1 pont kis kornyezetébe, mondjuk
(x — Ax, x + Ax)-be, ahol Ax > 0 olyan kicsi, hogy x — Ax >0
és x + Ax < 17
Jeldlje Fy az Y val. véltozé eloszlasfiiggvényét. Ekkor
P(Y € (x — Ax,x+ Ax)) =P(x — Ax < Y < x + Ax)
=P(Y <x+Ax,Y £x—Ax) =P(Y < x4+ Ax) —P(Y < x — Ax)
=P(Y < x+ Ax) —P(Y < x — Ax) (folyt.!)
= Fy(x + Ax) — Fy(x — Ax)
Mindkét oldalt 2Ax-szel osztva, majd Ax-szel 0-hoz tartva az Fy
eloszlasfiiggvény derivaltjat kapjuk:
P(Y € (x — Ax,x + Ax Fy(x 4+ Ax) — Fy(x — Ax
(Vb Box ) AceB)Rle=09 gy
Kis Ax esetén tehat: P(Y € (x — Ax, x + Ax)) ~ F{(x) - 2Ax.
Hogyan hatdrozhaté meg Fy? Tényleg differencidlhaté? — Késdbb. 6/97




Siriségfliggvény
Tehat ,,folytonos” valdszinliségi valtozé esetén az eloszlasfiiggvény
derivéltja (vagyis egy olyan fliggvény, amelynek primitiv fliggvénye
az eloszlasfiiggvény) megadja, hogy kb. milyen valdszinliséggel van
a val. valtozé egy adott pont egy kis kdrnyezetében.
Ezzel a motivacidval vezetjilk be a kdvetkez6 fogalmakat.
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Siriségfliggvény
Tehat ,,folytonos” valdszinliségi valtozé esetén az eloszlasfiiggvény
derivéltja (vagyis egy olyan fliggvény, amelynek primitiv fliggvénye
az eloszlasfiiggvény) megadja, hogy kb. milyen valdszinliséggel van
a val. valtozé egy adott pont egy kis kdrnyezetében.
Ezzel a motivacidval vezetjilk be a kdvetkez6 fogalmakat.

(4.2.1. Definicié.) Egy X valdsziniiségi véltozét folytonosnak
neveziink, ha létezik olyan nemnegativ, valds fx: R — R fiiggvény,
amire az f_oooo fx(z)dz improprius Riemann-integral véges, és
minden x € R esetén

Fx(x) = /X fx(z)dz,

— 0o
ahol (Fx az X val. véltozé eloszlasfiiggvénye és) az integral
improprius Riemann-integral.
Az fx fiiggvényt az X slirliségfiiggvényének hivjuk.
Megjegyzés: a folytonos val. valtozd ezen definicidja az abszollit folytonos val.
véltozd fogalmanak egy specidlis esete, ami a gyakorlatban fontos példdkat

mind tartalmazza — lasd mértékelméleten alapuld valszamos targyak. ’o
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Siriségfliggvény
A Newton—Leibniz-tétel alapjan, mivel a siirliségfiiggvény integralja
az eloszlasfiiggvény, az eloszlasfiiggvény derivéltja a siiriiségfv.
Itt nem probléma, ha az Fx eloszlasfiiggvény derivéltja véges sok
pontban nem létezik — ami a gyakorlatban igen hasznos lesz:

(4.2.2. Allités.) Ha Fx folytonos és véges sok pont kivételével
mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos val. valtozd, és az
F(x) = {F)’((x), ha Fx differencidlhaté x-ben,
0, kiilonben
fuggvény siirliségfiiggvénye X-nek.
A O helyett itt irhatndnk pl. 42-t is, az integralds szempontjabdl

mindegy, ha véges sok pontban barhogy megvaltoztatjuk a
stiriiségfiiggvényt (ha nemnegativ marad).
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Siriségfliggvény
A Newton—Leibniz-tétel alapjan, mivel a siirliségfiiggvény integralja
az eloszlasfiiggvény, az eloszlasfiiggvény derivéltja a siiriiségfv.
Itt nem probléma, ha az Fx eloszlasfiiggvény derivéltja véges sok
pontban nem l|étezik — ami a gyakorlatban igen hasznos lesz:
(4.2.2. Allités.) Ha Fx folytonos és véges sok pont kivételével
mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos val. valtozd, és az

F(x) = F(x), ha Fx differencidlhaté x-ben,
0, kiilonben

fuggvény siirliségfiiggvénye X-nek.

(Egyszerii allitds.) Ha X folytonos, akkor Fx folytonos fiiggvény.

Ez azért van, mert Fx monoton novo, tehat ha nem folytonos,

akkor van egy ugrasa folfelé. Ekkor siiriiségfiiggvénye nem létezhet.

Tehat: semmilyen diszkrét val. valtozé nem folytonos!

Az Egyszerii allitas megforditasa nem igaz, illetve nem minden folytonos val. valtozé
eloszlasfiiggvénye differencialhaté véges sok pont kivételével mindenhol. Ellenpéldak

— ldsd BME-TTK-s mértékelméletes/valszamos targyak. 807



A slriiségfiiggvény tulajdonsagai

(4.2.4. Alll'tés.) Legyen X folytonos valésziniiségi valtozé. Ekkor
minden a < b valds szdm esetén

Pla< X < b) = /b fe(x)dx.

(Bizonyités: lasd eléadas)

A bizonyitds soran lattuk: folytonos X esetén minden a € R-re

a
P(X =a) = / fx(x)dx = 0.
a
Emiatt minden a, b-re
Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)y=Pa<X<bh).
Diszkrét esetben ez nincs igy!!!
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A slriiségfiiggvény karakterizacidja
(4.2.5. Allités.) Egy nemnegativ f: R — R fiiggvényhez akkor és
csak akkor létezik X folytonos valdsziniiségi valtozé, aminek az f
stirtiségfliggvénye, ha f Riemann-integralhaté és

/ T f(x)dx = 1.

—0o0
Bizonyitas:
» Konnyli irdny: ha X folytonos val. véltozd, akkor fx-re teljesiil
az egyenlet, |dsd el6adas.
» A mdsik irdnyrdl (ami a jegyzetben nem szerepel): ha f >0
Riemann-integralhaté és [* f(x)dx =1, akkor x € R-re

F(x) = / f(z)dz.

—0o0
Konnyen ellenérizhetd: ekkor F teljesiti az eloszlasfliggvény
tulajdonsdgait (j6 hatdrérték +oo-ben, mon. névé, balrél folyt.).
A 4.1.3. Allitas visszairanya miatt (biz. 13sd jegyzet) létezik
olyan X val. véltozd, amelynek eloszlasfiiggvénye F, igy f
pedig stirliségfliggvénye X-nek. 10/97



A siriiségfiiggvény szemléletes jelentése

Ahogy mar utaltunk ra, ha X folytonos, akkor x € R-re
P(X € (x — Ax, x + Ax))
Ax|0 2Ax

feltéve, hogy Fx differencidlhaté x-ben, ami
véges sok pont kivételével teljesiil.

Vagyis a fx(x) azt adja meg, hogy x egy kis kdrnyezetébe milyen
valdszintiséggel esik X, osztva a kis kornyezet hosszaval.

Intuicié: végezziik az X-nek megfeleld véletlen kisérletet sokszor
egymas utan fiiggetleniil. Ekkor az, hogy rogzitett kis Ax > 0
esetén egy adott x-re (x — Ax, x + Ax)-be milyen gyakorisdggal
(siirliséggel) esnek a véletlen eredmények, kb. fx(x)-szel lesz
aranyos.
llyen értelemben a siirliségfiiggvény a sulyfiiggvény megfeleld
analégja a folytonos esetre vonatkozéan.
Intuicié pontositasa — ldsd matematikai statisztika, empirikus
stirliségfiiggvény /siiriiséghisztogram témakdre.
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Elso példa: az egyenletes eloszlas
Az [a, b] (vagy (a, b)) intervallumon (—oco < a < b < c0) vett
egyenletes eloszlas annak a val. valtozénak az eloszldsa, amit eddig
“az [a, b] intervallumon taldlomra vélasztott X pont” eloszldsanak
neveztiink
— geometriai val6sziniiségi mezd, a valdszinliség a |, teriilettel” (itt
intervallumhosszal) aranyos.

Ez tehdt azt jelenti, hogy
> Pla< X <b)=1,
> P(x < X < y) az (x,y) intervallum hosszaval ardnyos, vagyis
P(x <X <y)=const-(y —x),haa<x<y<hb.
Ebbé| tehat const = ——. Tovdbb3d ha a < x < b, akkor az is

b—a"
adddik, hogy X slirliségfiiggvénye
P(X € (x — Ax, x + Ax)) . 2Ax 1
f = | = | =
x(x) = fim, 2Ax Ax10(b—a)2Ax  b—a’

fx(x) =0, ha x < a vagy x > b. (Abra: lasd el6adss.)
Folytonos X esetén tehat fx nem mindig folytonos, Fx igen.
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Elso példa: az egyenletes eloszlas

Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszldsi X siirliségfiiggvénye

P(X - A A 2A 1

fx(x) = lim (X € (x X, X + AX)) = lim X - ,
Ax|0 2Ax Axlo (b—a)2Ax  b—a

ha a < x < b és fx(x) = 0 kiilonben. Integrdlassal adédik, hogy

0, ha x < a,
=4 haa<x<b,
U(

b—a’
1, ha x > b.

Jelolés: X ~ U(a; b). a; b) eloszlas esetén tehat a
slirliségfiiggvény konstans ((a, b)-n, azon kiviil pedig 0), az
eloszlasfiiggvény pedig lineéris ((a, b)-n, azon kiviil konstans).
Megjegyzés: fiiggvények megaddsa a hatarokon folytonos esetben:
> Siir{iségfiiggvény: nyilt (vagyis (—oo, a), (a, b), (b, 00), (—o0, 00) alakd)
intervallumon vagy ilyenek diszjunkt unidjan legyen nem nulla, mert
derivélni csak nyilt halmazon lehet.
» Eloszlasfiiggvény: mivel folytonos, a hatdrokat barmelyik szomszédos
részbe besorolhatjuk, akdr mind a kett8be egyszerre (de legaldbb az
egyikbe be kell sorolni). 13 /97
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Egyenletes eloszlas: eloszlas- és siirliségfiiggvény
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Geometriai valdszinliségi mezon definialt valdsziniiségi
valtozok (6ssznépi feladatmegoldéd fesztival)

Ha X ~ U(a; b), akkor X transzformaltjai (pl. X2,eX stb.) mar
jellemzdéen nem egyenletes eloszlasuak, de eloszlasfiiggvényiik a
geometriai valdsziniliség képlete alapjan meghatarozhatd, annak
derivalasaval pedig a slriségfiiggvényiik is.

Egyszerli példa: 5. feladatsor, 12. feladat.

Hasonldan jarunk el kétdimenziés geometriai valdsziniiségi mezon
definialt val. véltozd esetén is.

Kétdimenzids, de még viszonylag kellemesebb példa: 5. feladatsor,
13. (a) feladat ((b) esetleg gyakorlaton, vagy otthon 6ndlléan).
Osszetettebb példa: 5. feladatsor, 15. feladat.

Néha (akdr geometriai val. mez6h6z kapcsolédd esetekben is)
egyszeriibb a sliriiségfiiggvényt meghatdrozni, mint az
eloszlasfiiggvényt. (Lasd 5. feladatsor, 16. feladat.)

15/97



5.12., 5.13. és 5.15. feladat

5.12. A [0, 1] intervallumon taldlomra kivalasztunk egy P pontot.
Jeldlje X a P pont és az intervallum P-hez kozelebbi végpontja
tdvolsdgdnak négyzetét.
(a) Legyen Q = [0, 1] az eseményteriink. irjuk fel X-et, mint

Q — R fiiggvényt.
(b) Hatadrozzuk meg X eloszlds- és siirliségfliggvényét.
5.13. A sikon a (0,0), (0,1) és (1, 1) csticspontokkal rendelkezd
derékszogli, egyenlGszari haromszog belsejében taldlomra
kivalasztunk egy (X, Y) pontot.
(a) Hatdrozzuk meg X eloszlas- és siiriiségfiiggvényét. (...)
5.15. Az egységnyi oldalil négyzet két dtellenes oldaldn taldlomra
vdlasztunk egy a és egy b pontot. Jeldljiik X-szel a két pont
tavolsdgdnak négyzetét.
(a) Hatdrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.
(b) Hatadrozzuk meg X siirliségfiiggvényét.
(c) Hol a legnagyobb X slirliségfiiggvényének értéke?
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Bertrand-paradoxon

A most kovetkezd didk részben Téth David németes valszam diasorabdl

szarmaznak.

Egy 1 sugari korben valasszunk véletlenszerlien egy hiart. Mennyi a
valészinilisége, hogy a hur legaldbb olyan hosszd, mint a korbe
irhaté szabalyos haromszog egy oldala?

A kovetkezokben megadunk harom kiilonboz6 ,,megoldast”
(érvelést) hdrom kiilonb6z6 eredménnyel, ezért nevezziik a
problémat ,,paradoxonnak’.
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Bertrand-paradoxon
1. megoldas: Vilasszunk egyenletesen véletlenszeriien és
egymastdl fiiggetleniil egy P és egy @ pontot a kérvonalrdl, és
legyen a hir az 6ket 0sszekoto szakasz.
Sorsoljuk ki el6szor a P pontot, majd rajzoljunk a kdrbe egy olyan
szabdlyos haromszoget, aminek cslicsa ez a P.
Vilagos, hogy pontosan akkor kapunk a haromszog oldalanal
hosszabb hirt, ha Q a hdromszog masik két csiicsa kozé esik. Igy a
keresett valdsziniiség %

Pla)=1/3
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Bertrand-paradoxon

2. megoldas: Vilasszuk ki egyenletesen véletlenszeriien egy
sugarat a kornek, majd rajta egyenletesen véletlenszeriien (a sugar
valasztastdl fiiggetleniil) egy P pontot. A hir legyen az, amelyik a
sugdrra meréleges, és a sugarat a P pontban metszi.

Sorsoljuk ki el6szér a sugarat, majd rajzoljunk a kdrbe egy olyan
szabdlyos haromszoget, aminek egyik oldala merdlegesen metszi a
sugarat, jeldlje a metszéspontot S.

Lathatd, hogy pontosan akkor kapunk a haromszog oldaldnal
hosszabb hdrt, ha a P pont kozelebb van a kér kézéppontjahoz,
mint S. Mivel S felezi a sugarat, igy a keresett valdsziniiség %

PiA=1/2
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Bertrand-paradoxon

3. megoldas: Vilasszunk ki egyenletesen véletlenszeriien egy P
pontot a kdrlapon. Legyen a hir az, aminek éppen P a
felezépontja. llyen hir mindig csak egy van (hacsak P nem a
kozéppont, de mivel ez nulla valdsziniiségli lehet6ség, igy ezzel az
esettel nem kell foglalkoznunk).

Vegyiink egy szabdlyos hdromszoget a korben, és nézziik ennek a
beirhaté korét. A hir pontosan akkor lesz hosszabb a hdromszog
oldalandl, ha P a kisebb korbe esik.

Az el6z0 esetben lattuk, hogy ha a nagy kor sugara r, akkor a kis
kor sugara r/2. A keresett valdszinliség pedig a két kor teriiletének

(r/ 2)2

aranya azaz 4.
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Bertrand-paradoxon

Melyik megoldas helyes? Mindegyik.
Kiilonb6zé modellek, kiilonbdzd (mindegyik esetben geometriai)
valdszintiségi mezok — kiilonb6z6 eredmények.

Pla)=1/3

1. megoldas: két pontot valasztunk egymastdl fiiggetleniil, vagyis
két szoget egyenletesen a [0, 27) intervallumon (a szogeket
radidnban mérjiik).
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Bertrand-paradoxon
Melyik megoldas helyes? Mindegyik.
Kiilonb6zé modellek, kiilonbozé (mindegyik esetben geometriai)
valészinliségi mezék — kiilonboz6 eredmények.

Pla)=1/3

1. megoldds — Eseménytér: Q = [0,27)2 = [0,27) x [0, 27).

Ha « az elsoként valasztott szog, akkor a kedvezd esetek halmaza
{a} x (a+27/3,a + 47/3).

Ez azonban nem mindig esik bele teljesen az € négyzetbe, ezért
(o +27/3,a + 47/3)-t ,,modulo 27" értjiik, azaz az ide esd
szamok ,,2m-vel valé osztdsi maradékat” vessziik (lasd abra).

igy a kedvezd teriilet 27 - (21r/3) = 412 /3 (két 4 /3 befogdji
derékszogli egyenlészari haromszog teriilete minusz két 27/3
LTE R VLY

T
472

befogdjié), vagyis a keresett valdsziniiség 2197



Bertrand-paradoxon

A 2. megoldasnal az eseménytér: Q = [0,27) x [0, 1] (a sugarat a
végpontjanak egy rogzitett masik sugarral alkotott szogével, a
sugaron valasztott pontot a kozépponttdl vald tavolsdagaval
paraméterezziik, és a kettét egymastdl fiiggetleniil vélasztjuk).
Kedvezé kimenetelek halmaza: [0,27) x [0,1/2].

igy a keresett esemény valésziniisége 1/2.

PlAl=1/2

(
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Bertrand-paradoxon

A 3. megoldasnal az eseménytér: Q2 az 1 sugard, origd
kozéppontt korlap.

A kedvezd kimenetelek halmaza az 1/2 sugari, ezzel koncentrikus

kor.
Igy a keresett esemény valdszinlisége a két teriilet hanyadosa, azaz
(1/2)°m _ 1

120~ 4

PlA)=1/4

A\
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Néhany altaldnos megfigyelés geometriai val. mezoknél

> Egy-egy pont vélasztdsanak valdsziniisége 0.

Hasonldan: a sikban/térben egy egydimenzids szakasz vagy
gorbe valasztasinak, illetve a térben egy kétdimenzids feliilet
vélasztdsanak valdsziniisége is 0.

» Pl. az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlasti X esetén:
P(X = x) = 0, minden x € (a, b)-re. De {X = x} # 0, hiszen
Useap{X =xt ={a< X <b}t=Q.

0 valdszinliségli, de nem lehetetlen események!

> A geometriai val. mez6 fogalma kiterjeszthetd R” bizonyos
korlatos részhalmazaira is — ,,alacsonyabb dimenziés
objektumok” vélasztdsanak valdszintisége 0.

» A hosszisag/teriilet/térfogat/n-dimenzids térfogat fogalma
nem terjeszthet6 ki az eseménytér minden részhalmazara —
ellenpélda a mar emlitett Vitali-halmaz.

> fgy nem lehet az eseménytér minden részhalmaza esemény, de
a gyakorlatban fontos részhalmazok igen. (Pl. a sikban
barmilyen sokszogbe, korbe/ellipszisbe stb. és ilyen halmazok
megszamldlhaté metszetébe vagy unidjdba esés esemény lesz.) 5o



Példa: exponenciilis eloszlas
(5.2.3. Definicié.) Egy Z valdszinliségi valtozé exponencilis
eloszlasti A > 0 paraméterrel, ha

e M ha x>0
fr(x) = ) ’
z(x) {0, kiilénben

vagyis

0 hax<0
Fz(x)=<¢" -7
2(x) {1—e_)‘x7 ha x > 0.

Jelolés: X ~ Exp(A).

Eléforduldsa: vérakozasi idék (Z > 0, 1 valdsziniiséggel), pl. egy
villanykorte kiégéséig hatralévo idé.

(Példa: 6ssznépi gyakorlat, 6.1. feladat a), b))

Legyen X exponencialis eloszldsu valdszinliségi valtozé, amirdl
tudjuk, hogy P(X > 3) = e °.

a) Mi X eloszldsanak paramétere (\)?

b) P(X < 2)=?

25/97



Exponencidlis eloszlds: eloszlas- és siirliségfiiggvény

10F
osl
08t — A=1
— A=h
e — =10
0.2
1 2 é 4
10
]
el — A=1
— A=5
N — A=10
2
o 1.0 1 20
o =l = = = <
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Exponencidlis eloszlas: orokifjusag
Emlékeztetd: a geometriai eloszlas orokifjisaga: ha X ~ Geo(p),
akkor

P(X >s+t|X>t)=P(X >5s), Vs, te{1,2,...}. (1)

Figyeljik meg: ha s, t koziil valamelyik nem egész szadm, akkor (1)
nem feltétleniil teljesiil. Pl. legyen t = 3/4, s = 1/2, ekkor
P(X >s+t|X > t)=P(X >5/4X >3/4) =P(X >2)=1—p,
de

P(X >s)=P(X >1/2)=1.

Viszont ha X ~ Exp(A), A > 0, akkor (1) igaz barmely
s, t € [0,00) esetén.
(Bizonyitas: lasd eléadas)
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Exponencidlis eloszlas: orokifjusag
Emlékeztetd: a geometriai eloszlas orokifjisaga: ha X ~ Geo(p),
akkor

P(X >s+t|X>t)=P(X >5s), Vs, te{1,2,...}. (1)

Figyeljik meg: ha s, t koziil valamelyik nem egész szadm, akkor (1)
nem feltétleniil teljesiil. Pl. legyen t = 3/4, s = 1/2, ekkor

P(X >s+t|X >t)=P(X >5/4X >3/4)=P(X >2)=1—p,

de
P(X >s)=P(X >1/2)=1.

Viszont ha X ~ Exp(A), A > 0, akkor (1) igaz barmely

s, t € [0,00) esetén.

(Bizonyitas: lasd eléadas)

Modellezési kérdés: milyen varakozasi id6k esetén teljesiil (1)?

Pl. a villanykorte esetén mérési eredmények szerint nagyjabdl igen.
Pl. egy ember elhaldlozasdig hatralévo id6 esetén nem!

A villanykorte nem nagyon oOregszik, az ember igen,
27/97



Orokijfusag, exponencidlis és geometriai eloszlas
Emlékeztetd: (5.2.5. (1) Allitss.) Ha egy X nemkonstans
valdszinliségi valtozora

P(X >s+t|X >t)=P(X >s), Vs,t€{1,2,...} (2)
teljesiil és Ran(X) = {1,2,...}, akkor X ~ Geo(p), ahol
p=P(X =1).
Most: (5.2.5. (2) Allitas.) Ha egy X nemkonstans valdsziniiségi
valtozéra a

P(X >s+t|X>t)=P(X>s), Vs,t>0 (3)

orokifjusagi feltétel teljesiil és Ran(X) = [0, 00), akkor X eloszlasa
exponencialis.

Bizonyitas: lasd el6adas.

A bizonyitas soran hasznaljuk az aldbbi lemmat, amit nem
bizonyitunk:

(5.2.6. Lemma.) Ha g: [0,1) — R monoton csokkend fliggvény,
amire g(t +s) = g(t) + g(s) teljesiil tetsz8leges s, t € [0, c0)
esetén, akkor g(t) = —At, ahol A = —g(1) > 0.
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Kapcsolat az exponencialis és a geometriai eloszlds kozott
Az orokifjisag miatt az exponencidlis eloszlds a geometriai eloszlas

folytonos analdgja. A kdvetkezé allitds alapjan a geometriai
eloszlas ki is fejezhetd az exponencialisbdl.

(5.2.7. Allitds.) Ha az X valdszinliségi valtozé exponencidlis
eloszlast A paraméterrel, akkor [X] geometriai eloszldsi 1 — e~
paraméterrel. (Bizonyitas)
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Kapcsolat az exponencialis és a geometriai eloszlds kozott
Az orokifjisag miatt az exponencidlis eloszlds a geometriai eloszlas

folytonos analdgja. A kdvetkezé allitds alapjan a geometriai
eloszlas ki is fejezhetd az exponencialisbdl.

(5.2.7. Allitds.) Ha az X valdszinliségi valtozé exponencidlis
eloszlast A paraméterrel, akkor [X] geometriai eloszldsi 1 — e~
paraméterrel. (Bizonyitas)

Figyeljiik meg, hogy az exponencidlis és a Poisson-eloszlds kozott
szintén van kapcsolat: ha X ~ Exp(\) és Y ~ Pois()), akkor

P(X>1)=e*=P(Y =0).

A két eloszlast az (n. Poisson-folyamat kapcsolja dssze — ldsd MSc-s
targyak: Sztochasztika és Tomegkiszolgdlas (1).

Intuicié: tegyiik fel, hogy bizonyos ismétl8d8 események (pl.

telefonhivdsok, foldrengések stb.) fiiggetlen, Exp(\) eloszlasi

idokozonként kovetik egymast. Ekkor egy t hossziisagu iddintervallumba

esd események szdma Pois(\t) eloszldst lesz, tovabba diszjunkt
intervallumokba es6 események szamai fiiggetlenek lesznek.

Ekkor P(X > 1) = P(Y = 0) azt fejezi ki, hogy egy t = 1 hossz
idointervallumban nincs esemény. 29/97



Nem minden val. véltozé diszkrét vagy folytonos...
Példa: az X val. vdltozét tgy kapjuk, hogy egy szabalyos
pénzérmét feldobunk, és ha fej az eredmény, akkor a kedvenc
véletlenszam-generatorunkkal (0, 1)-en valasztunk egyenletesen egy
szamot és ezt tekintjiik X-nek, ha pedig iras, akkor feldobunk egy
szabdlyos dobdkockat és az eredményt tekintjilk X-nek. Ekkor

» X nem folytonos, mert ha az lenne, akkor P(X =6) =0
teljesiilne, de P(X = 6) = } - § = 15 (szorzasi szabaly).
» X nem is diszkrét, mert a (0, 1) intervallumon minden értéket
felvehet, tehat értékkészlete nem megszamlélhaté.
Feltéve, hogy fejet dobunk, X tgy viselkedik, mint egy folytonos
val. valtozd, és feltéve, hogy irdst, gy, mint egy diszkrét.
Ha x € (0,1) és Ax olyan kicsi, hogy 0 < x — Ax < x + Ax < 1,
akkor

P(X € (x—Ax, x+Ax)) = P(fe))P(X € (x—Ax, x+Ax)|fej) = Ax.

igy a ,slirliségfiiggvény” a (0, 1)-en konstans % azonban ez nem
igazi siiriségfliggvény, mert ha 0-tdl 1-ig integraljuk, csak %—et
(= P(fej)) kapunk.
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Varhato érték folytonos esetben
Emlékeztet6: ha X nemnegativ diszkrét valdsziniiségi valtozd,
amelyre

> KX = k) < oo,

keRan(X)
akkor

E(X)= ) KkP(X=k).

keRan(X)

Ennek analégja a folytonos esetben: ahelyett, hogy a silyfiiggvényt
k-val szorozva Osszegeznénk, a sirliségfliggvényt x-szel szorozva
kiintegraljuk — ez is egy ,,valészinliséggel sulyozott atlag”.
(4.3.3. Allités.) Legyen X folytonos val6sziniiségi valtozé, amelyre

/ |x|fx(x)dx < oco.

—00

Ekkor ~
E(X) = / x fx(x)dx.

—0o0
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Varhato érték folytonos esetben

(4.3.3. Alll'tés.) Legyen X folytonos valdszinliségi valtozd, amelyre

/ |x|fx(x)dx < oo.

Ekkor ~
E(X) = / x fx(x)dx.

—0o0
Az allitast — bizonyos mértékelméleti alapok hidnydban — nem bizonyitjuk.
Megjegyzés: Ezen targy szempontjabdl a 4.3.3. Allitasban szerepld képletet
nyugodtan tekinthetjiik a varhatd érték definicijanak folytonos esetben.
Azonban nem igaz, hogy diszkrét és folytonos esetben mds lenne a varhaté
érték definicidja. A jegyzetben szerepl6 3.4.1. Definicié minden nemnegativ val.
valtozé varhatd értékét definidlja, ami lefedi a diszkrét és a folytonos esetet is.
Ez a definicidé késobb kovetkezik.

(Ossznépi gyakorlat: 6.8. feladat, az 5.15. eredménye alapjdn)
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Nevezetes eloszlasok varhatd értéke

(Allités.) Ha X ~ Exp()) valamely A > 0-ra, akkor E(X) = 1.
(Bizonyitas: lasd el6adds/jegyzet, parc. int.)
Vagyis minél nagyobb A, annal kisebb a varhaté érték.

Intuicid: ha bizonyos események kodzott a varakozasi idok fiiggetlen
Exp(\)-eloszlastiak, akkor egy 1 hosszd idSintervallumba dtlagosan A db
esemény fog esni — |dsd Poisson-folyamat. Emiatt az exponencidlis
eloszlas A paraméterét szokas az eloszlds ratdjdnak is nevezni.
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Nevezetes eloszlasok varhatd értéke

(Allités.) Ha X ~ Exp()) valamely A > 0-ra, akkor E(X) = 1.
(Bizonyitas: lasd el6adds/jegyzet, parc. int.)
Vagyis minél nagyobb A, annal kisebb a varhaté érték.

Intuicid: ha bizonyos események kodzott a varakozasi idok fiiggetlen
Exp(\)-eloszlastiak, akkor egy 1 hosszd idSintervallumba dtlagosan A db
esemény fog esni — |dsd Poisson-folyamat. Emiatt az exponencidlis
eloszlas A paraméterét szokas az eloszlds ratdjdnak is nevezni.

(Allitas.) Ha X egyenletes eloszlasti az (a, b) intervallumon (ahol
—00 < a < b < 00), akkor E(X) = Zf2.

(Bizonyitas: lasd el6adds/jegyzet)

Vagyis az U(a; b) eloszlasd val. véltozé ,,4tlagosan” az intervallum
kézéppontjdban van. (Szimmetria!)
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Varhato érték: pozitiv rész, negativ rész
Kérdés: ha [*_|x|fx(x)dx = oo, lehet-e E(X)-et legaldbb +o00
vagy —oo értékkel definidlni?
Erre a kérdésre ugyanazt valaszolhatjuk, mint diszkrét esetben:

> Ha P(X >0) =1: E(X) = [7_ xfx(x)dx € [0, 0c] jéldefinidlt.
> Ha P(X <0)=1: E(X) € [-00,0] jéldefiniilt.

» Ha X pozitiv és negativ értékeket is felvesz: ekkor, ahogy lattuk,
Xt =max(X,0) és X~ = max(—X, 0) nemnegativ valdsziniiségi
valtozdk, tovabba

X=X"=-X"és|X|=XT+X".
Ha E(X™) < co vagy E(X ™) < oo, akkor legyen

E(X) < E(X*) —E(X"),

ami vagy egy valds szam, vagy +oo, vagy —oo. Ha
E(XT) = E(X™) = oo, akkor a varhatd értéket nem értelmezziik.
(Példa: Cauchy-eloszlas.)

> Ismét latjuk: E(]X|) < oo pontosan akkor, ha E(X) létezik és véges.
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A varhatd érték linearitasa

A vérhaté érték linearitdsa nemcsak diszkrét, hanem tetszoleges
val. véltozdk esetén igaz, amelyeknek létezik varhatd értéke:

(Allités.) Legyenek X, Y valésziniiségi véltozék, amelyekre

E(|X]) < 00 és E(]Y]) < oco. Ekkor E(X + Y) = E(X) + E(Y) és
c € R esetén E(cX) = cE(X).

Ugyanez igaz pl. nemnegativ val. valtozdkra is, haszndlva az

00 + 00 = 00 + ¢ = oo konvenciét (ahol ¢ € R):

(4.3.1. Alll’tés.) Legyenek X, Y nemnegativ valdszinliségi valtozok.
Ekkor E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Ezek az allitasok akkor is igazak pl., ha X diszkrét és Y folytonos.
Pl. ha X egy kockadobds eredménye és Y ~ Exp(1), akkor
E(X +Y)=4,5.
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Transzformalt varhaté értéke
Folytonos X esetén is fontos mennyiség példaul X szdrasnégyzete:

D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)*.

Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?
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Transzformalt varhaté értéke
Folytonos X esetén is fontos mennyiség példaul X szdrasnégyzete:

D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)*.

Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?

1. lehetéség: alkalmazzuk az aldbbi allitast g(x) = x?-re.

(4.3.5. Allitas részlete.) Legyen X folytonos valésziniiségi valtozé
és g: R — R folytonos fiiggvény. Ha

Il i) ax < o

akkor -

B(e()) = [ g0 () dx.
Megjegyzés: Ha g(x) > 0 minden x € Ran(X) esetén, akkor
E(g(X)) € [0, 0o] mindig jéldefinilt. Pl. E(X?) minden X-re

joldefinialt, legfeljebb végtelen.
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Transzformalt eloszlasa folytonos esetben
Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?
2. lehetéség: Meghatdrozzuk a g(X) val. valtozé fg(x)
stirliségfiiggvényét, majd a varhatd érték képlete szerint
kiszamoljuk a varhatd értékét:

[e.e]

Be(X) = [ x fruo()dx.

—00

Ha csak E(g(X)) érdekel minket, akkor sokszor kdnnyebb az el6z6
dian szerepl6 képletet hasznalni. Ha viszont kivancsiak vagyunk a
g(X) val. véltozé eloszlaséra is, akkor mindenképpen meg kell
hatdroznunk fg(x)-et. Eljdrds:

1. Meghatdrozzuk g(X) értékkészletét.
2. Definici6 szerint kiszdmoljuk az Fg(x) eloszlasfiiggvényt.
3. Ennek a derivdltja (...) az fy(x) slirliségfiiggvény.
Figyelem: fy(x)-et dltaldban nem tudjuk kdzvetleniil meghatdrozni.
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Addssag: egyenletes eloszlds transzformdltja (négyzete)
Példa: Y = X2 eloszldsa, ahol X egyenletes eloszlast (0,1)-en.

1. Ran(Y) = (0,1), mert {x?: x € (0,1)} = (0,1).

0, ha x <0,
2. Fy(x) =19+, hal0<x<1,
1, ha x > 1.

(Szamolas: lasd eléadas)
1
ﬁ, hal<x < 1,

3. gy fiv(x) =
&y fr() {0, ha x <0 vagy x > 1.

Vagyis a diasor elején feltett kérdésre a vélasz:

1
P(Y € (3/4 — Ax,3/4+ Ax)) = — - 2Ax
(Ye(@3/ / ) 7

és

P(Y € (1/4 — Ax,1/4 + Ax)) ~ 1-2Ax,
ha Ax kicsi. Vegyiik észre: Y siiriiségfiiggvénye nem korlatos!
(Tovébbi példa eloszlastraféra: 6ssznépi gyak., 6.13. feladat)
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Szérasnégyzet tulajdonsagai
lgaz a folytonos/altaldnos esetben is: ha ¢ € R és E(X?) < oo,
akkor D?(cX) = c?D?(X), D?(X + ¢) = D?(X).
Emlékeztets: (6.4.2. Allités) Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok és E(X2),E(Y?) < oo, akkor

D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).

Ezt csak diszkrét esetben lattuk be (és ott is csak részben), de a
folytonos esetben hasonlé a bizonyitas.
A diszkrét bizonyitds kulcsa: ha X, Y fliggetlenek, akkor
E(XY) = E(X)E(Y). Ugyanez igaz barmilyen fiiggetlen val.
valtozdk esetén.
> Azt mar tudjuk, hogy mi a fiiggetlenség altalanos val.
véltozok esetén: X, Y fiiggetlenek <
PX <x,Y<y)=P(X <x)P(Y <y), ¥Vx,y € R.
» Nem tanultuk még, hogy E(XY)-t hogyan lehet kiszdmolni a
folytonos esetben (és hogy egyéltalan mit neveziink ,,folytonos

esetnek” tébbdimenziés eloszldsoknal) — hamarosan.
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Nevezetes folytonos eloszldsok szérasa

(Példa.) Ha X egyenletes eloszlasi az (a, b) intervallumon, akkor

D?(X) = (17123)2
(Tehdt D(X) = £=2))

(Bizonyitas — E(X?) kiszdmolasa: ldsd el6adas)
(Példa: 6ssznépi gyakorlat, 6.6. feladat, D?(X + ¢) = D?(X))

(10.1.1. Példa.) Ha Z ~ Exp(}) (ahol A > 0), akkor D*(Z) = 45
(tehdt D(Z) = 1).

(Bizonyitas: azt mar tudjuk, hogy E(Z)? = &, ezért elég beltni,

22
hogy E(Z%) = &
Ennek kiszdmitdsa E(Z) kiszamitdsahoz hasonlé: 2x parc. int.
ugyanazzal a szereposztassal, illetve a masodik parc. int.
elkeriilhetd, ha felismerjiik az Exp(\) eloszlas siiriiségfiiggvényét.
Lasd 6.14. feladat.)
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Nemnegativ valdsziniiségi valtozdk varhaté értéke
Nemnegativ val. valtozd esetén létezik egy elegdns alternativ
kiszamitasi médja a varhaté értéknek, ami esetenként konnyebb,
mint az altalanos képlet.

(Allitas.) Ha X nemnegativ valdszinliségi valtozd, akkor

E(X) = /Ooo P(X > t)dt = /000(1 — Fx(t))dt.

(Bizonyitas folytonos X esetén: nincs a jegyzetben, ezért itt)

E(X) = /0 " s (x)dx = /0 h /O " 1de fi(x)dx

:/OOO /too fx(x)dxdt:/ooo [Fx(x)] " ae

:/ (lim Fx(x) — Fx(t))dt = /Oo(l — Fx(t))dt.
0 0

X—>00
Az integralfelcserélés azért lehetséges, mert az integrandus > 0
(ldsd Fubini-tétel). A tobbi 1épés az eloszlas- és siiriiségfiiggvény
ismert tulajdonsdgaibdl kovetkezik. 41/97



Nemnegativ valdsziniiségi valtozdk varhaté értéke
Nemnegativ val. valtozd esetén létezik egy elegdns alternativ
kiszamitasi médja a varhaté értéknek, ami esetenként konnyebb,
mint az altalanos képlet.

(Allitas.) Ha X nemnegativ valésziniiségi valtozs, akkor
E(X) :/ P(X > t)dt = / (1 — Fx(t))dt.
0 0

» Az illitds nincs a jegyzetben, de a targy anyaganak része (sét
mar a régi targyénak is része volt).

P> A bizonyitdsban szerepld integralfelcserélést gyakran Fubini
flip-ként emliti az angol nyelvii irodalom.

» Diszkrét esetben is igaz az allitas (példa: gyakorlat, 6.7.
feladat). Bizonyitds: integrdlok helyett szummakkal.

> A geometriai eloszlds varhaté értékének a jegyzetben évo
(,,szummafelcserélds” ) kiszdmitdsanal mar hasznaltuk ezt a
triikkot.

» (Példa: exponenciilis eloszlds)
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Folytonos valdsziniiségi véltozék szimulacidja

Az eloszlastranszformacidk egy informatikai alkalmazasa:

Tegyiik fel, hogy van egy véletlenszam-generatorunk, amely képes
kozelitéleg fiiggetlen, kozelitdleg U(0; 1) eloszlasd
(pszeudo)véletlen szdmokat generalni.

Az nem ezen targy anyaga, hogy a pszeudovéletlen szamok generdldsa hogyan
mikodik. Tekinthetjiik black boxnak.

Kérdés: Hogyan szimuldljunk ennek segitségével (kb.) fiiggetlen,
(kb.) egy masik, megadott folytonos eloszlast kovetd val.
valtozdkat? Pl. Exp(\) eloszldstakat?
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Folytonos valdsziniiségi véltozék szimulacidja

Az eloszlastranszformacidk egy informatikai alkalmazasa:

Tegyiik fel, hogy van egy véletlenszam-generatorunk, amely képes
kozelitéleg fiiggetlen, kozelitdleg U(0; 1) eloszlasd
(pszeudo)véletlen szdmokat generalni.

Az nem ezen targy anyaga, hogy a pszeudovéletlen szamok generdldsa hogyan
mikodik. Tekinthetjiik black boxnak.

Kérdés: Hogyan szimuldljunk ennek segitségével (kb.) fiiggetlen,
(kb.) egy masik, megadott folytonos eloszlast kovetd val.
valtozdkat? Pl. Exp(\) eloszldstakat?

Vialasz: Az U(0; 1) eloszlasi val. valtozdkat helyettesitsiik be a
keresett eloszlas eloszlasfiiggvényének inverzébe.

Ennek a josagat a kovetkezdkben két |1épésben igazoljuk.
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Folytonos valdsziniiségi valtozék szimulaciéja
(Allitas.) Ha X folytonos val. valtozé, akkor az Fx(X) val. véltozd
U(0; 1) eloszlasa.
(Bizonyitds abban az esetben, ha az fx siriiségfiiggvény egy I nyilt
((—o00,00), (—00, b), (a,00) vagy (a, b) alakd) intervallumon
mindenhol pozitiv, azon kiviil pedig 0.
Ekkor Fx szigordan monoton né az / intervallumon, ,,/ bal
végpontjaban” hatarértéke 0, ,,jobb végpontjaban” hatdrértéke
pedig 1. Igy az F;l: (0,1) — [ inverzfuggvény joldefinidlt,
szigordan monoton novd és /-n minden értéket felvesz.)

(Koévetkezmény.) Ha X folytonos val. véltozé és U ~ U(0; 1),
akkor F)?l(U) eloszlasfiiggvénye Fx.

(Bizonyitas az el6bb targyalt esetben)

(F;l(U) eloszlasfv.-e Fx < F)?l(U) és X eloszldsa azonos.)

Megjegyzés: Az Allitas és a Kovetkezmény igaz tetszéleges

folytonos val. véltozéra is, de 6vatosabbnak kell lenni annak
meghatadrozasanal, hogy az Fx és az F)?l fiiggvények milyen
értelmezési tartomanyon szig. mon. novok. 43/97



Folytonos valdsziniiségi véaltozék szimuldcidja: példa

Ha X ~ Exp()), A > 0, akkor Fx(x) =1 —e ™.

X siirliségfiiggvénye az | = (0, 00) nyilt intervallumon pozitiv, azon
kiviil 0.

limy o Fx(x) =0, limyoo Fx(x) =1, Fx szigordan monoton né
(0, 00)-en.

Ekkor x > 0 és u € (0, 1) esetén

x=Fx Yu) & Fx(x)=u & 1-eM™=u
& —Xx=In(l—-u) & X:—In(;l\—u)'

Tehat ha U ~ U(0; 1) egy szamitégéppel nyert véletlen szadm,
—In(1-U

akkor % ~ Exp(A).

(Példa Excelben szimuldlt exponencidlis eloszlasu véletlen

szamokra: |3sd el8ad4s)
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Diszkrét valdszinliségi valtozék szimulacidja
Diszkrét X val. valtozé szimulacidja esetén az elbbi eljards nem
hasznalhatd, mert Fx nem invertalhaté (hiszen szakaszonként

konstans, a szakaszok kozétt pedig ugrik).
Kérdés: Hogyan szimuldljuk X-et egy U ~ U(0; 1) val. véltozé
segitségével?
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Diszkrét valdszinliségi valtozék szimulacidja
Diszkrét X val. valtozé szimulacidja esetén az elbbi eljards nem
hasznalhatd, mert Fx nem invertalhaté (hiszen szakaszonként
konstans, a szakaszok kozétt pedig ugrik).
Kérdés: Hogyan szimuldljuk X-et egy U ~ U(0; 1) val. véltozé
segitségével?

Vilasz: Ha Ran(X) = {ki, k2, ...} (ki pdronként kiildnbozéek),
osszuk fel a (0, 1) intervallumot /1, b, ... diszjunkt intervallumok
unidjdra ugy, hogy I; hossza megegyezzen P(X = k;)-vel.

Ezutan szimuldljuk X-et Ugy, hogy ha U € [;, akkor az X = k;
értéket adjuk vissza.

Pl. dobdkocka: U € (0,1/6] = X =1, U € (1/6,2/6] = X =2,
..., U€(5/6,1) = X = 6. Ez tokéletes szimulacié (legaldbbis
annyira, amennyire U tokéletesen U(0; 1) eloszldsi).

Ha X értékkészlete végtelen (pl. geometriai, Poisson- vagy
Zipf-eloszlds), csak véges sok lehetséges értéket tudunk igy

szimulalni.
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Eddig tart a zh anyaga.

| 2

>

>

A Bertrand-paradoxon és a Randomized Quicksort még nem

volt, késébb fogjuk Sket pdtolni és a zh-hoz még nem kellenek.

A kiegészité anyagként megjeldlt részek sem kellenek (a
vizsgdhoz sem).

A gyakorlat anyagdbdl a 6. feladatsor az utolsd, ami benne
lesz a zh-ban (a 6. feladatsorrél még az is, ami esetleg csak a
7. héten hangzik el gyakorlaton).

., Elméleti feladat” (definicid, tétel kimonddsa) csak a vizsgan
lesz, de természetesen a zh-feladatokban is sziikség van az
el6éadason elhangzott definicidkra, allitdsokra. Ezeket meg kell
nevezni és a sziikséges tulajdonsagokra is hivatkozni kell.

Pl. ,,Az A, B és C események teljes eseményrendszert
alkotnak, mert paronként kizaréak és unidjuk Q (+ ennek
indokldsa), ezért a teljes valdsziniiség tétele szerint: ... "
Természetesen lehet révidebben is fogalmazni, de akkor is kell
a teljes eseményrendszer, annak jelentése és a TVT.
Szamoldgépet lehet hozni (és érdemes is). Nevezetes eloszlds
tdblazatot mi adunk, sajatot haszndlni nem lehet.
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Varhato érték altalanos esetben

Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = 3\ cran(x) kKP(X = k),

2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(| X|) létezik),

és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi koze ezeknek a varhatdérték-fogalmaknak egymdshoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindhdarom

esetet magaba foglalja?
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Vdrhaté érték altaldnos esetben
Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = ZkeRan(X) kP(X = k),
2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(|X]) létezik),
és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi kdze ezeknek a varhatéérték-fogalmaknak egymashoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindharom
esetet magaba foglalja?

1. vélasz: E(X) = [y°(1 — Fx(x))dx € [0, 00] barmilyen
nemnegativ val. valtozdra igaz.

(Ezt mar kimondtuk, bar csak folytonos esetben lattuk be.)

Ez alapjan: akdrmilyen X val. véltozéra X = max{X,0} és

X~ = max{—X, 0} nemnegativ val. véltozdk, ezért E(XT),E(X ™)
j6ldefinidlt.

Ha legalabb az egyik véges, akkor

E(X) =E(XT) —E(X™) € [-00,00] is jéldefinidlt. Ha mindketté
végtelen, akkor E(X)-et nem értelmezziik.

Az 3ltaldnos esetben is igaz: mindketté véges < E(|X]|) < oo
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Vdrhaté érték altaldnos esetben
Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = ZkeRan(X) kP(X = k),
2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(|X]) létezik),
és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi kdze ezeknek a varhatéérték-fogalmaknak egymashoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindharom
esetet magaba foglalja?

M3sik valasz: szintén X*-szal és X ~-szal, de ezek varhaté értékét
mashogy definidljuk (amirdl beldthatd, hogy az el6z6 definicidval
ekvivalens).

(3.4.1. Definicié.) Legyen X egy nemnegativ valdszinliségi valtozd.
Ekkor definicié szerint
E(X) = sup E(Z) € [0, o).
Z: Z egyszerii val. valtozé, Z<X
Vagyis X vérhat6 értéke a nédla (w-nként) nem nagyobb egyszer(i Z
val. valtozdk véarhatd értékeinek ,,lehet6 legnagyobb értéke”,
precizebben legkisebb felsé korlatja, azaz szuprémuma. a7 )07



Varhato érték altalanos esetben

X >0 = E(X) = sup E(Z) € [0, o).
Z: Z egyszerii val. vdltozé, Z<X
Egyszerli kovetkezmények (részben mar taldlkoztunk veliik):

» A varhaté érték monotonitdsa: Ha P(0 < X < Y) =1 (ahol
az egyenl6tlenség w-nként értendd), akkor E(X) < E(Y).
(Itt E(X) és E(Y) is lehet végtelen. Konvencié: oo > ¢
minden ¢ € R-re és co > 0).

» Ugyanez igaz annak feltevése nélkiil is, hogy X és Y
nemnegativak, amennyiben a vdrhaté értékiik definidlt (az
nem baj, ha +o0 vagy —o0).

» Specidlis eset: pl. ha c € R és P(X > ¢) = 1, akkor
c <E(X) <oo. HaP(X < ¢) =1, akkor —0o < E(X) < c.

» Haa< bésP(a< X <b)=1, akkor E(X) € [a, b].

» Ezeket a zh-/vizsgafeladatok megoldasanal érdemes

ellendrizni!
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Markov-egyenlotlenség

Eléfordulhat, hogy egy val. véltozé pontos eloszlasit nem ismerjiik,
de a momentumait (vdrhatd értékét, szérdsat stb.) becsiilni tudjuk
(pl. mintavétel alapjdn — lasd hamarosan a statisztika résznél).

A kovetkezOkben olyan egyenlStlenségekkel ismerkediink meg,
amelyek egy val. vdltozé momentumai alapjan adnak becslést arra,
hogy a val. véltozé milyen valdsziniiséggel vesz fel “extrém”
(nagy/kicsi) értékeket.

(9.1.1. Allités (Markov-egyenlétlenség).) Legyen X nemnegativ
értéki valdszintiségi valtozd. Ekkor minden a > 0 esetén
E(X
P(X >a) < Q
a
(Bizonyitas)
Igaz diszkrét és folytonos (és 4ltaldnos) esetben is.
A Markov-egyenlétlenséget néha a > 0 helyett csak a > E(X)-re
mondjék ki (mert ha a < X, akkor trividlis egyenlétlenséget
kapunk).
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A Markov-egyenlotlenség altaldnositdsai
(9.1.1. Allitds (Markov-egyenlétlenség).) Legyen X > 0, ekkor

E(X
P(Xza)g(a), Va > 0.

Mit tehetiink, ha X negativ értékeket is felvesz, vagy ha a
Markov-egyenl6tlenség nem ad tdl jé becslést?
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A Markov-egyenlotlenség altaldnositdsai
(9.1.1. Allitds (Markov-egyenlétlenség).) Legyen X > 0, ekkor

E(X
P(Xza)g(a), Va > 0.

Mit tehetiink, ha X negativ értékeket is felvesz, vagy ha a
Markov-egyenl6tlenség nem ad tdl jé becslést?
Transzformaljuk X-et valamilyen alkalmas nemnegativ val.
valtozéva. Az igy kapott egyenlStlenség, amit magyarul szokds
Téth Balint nyoman turbé Markov-egyenl6tlenségnek is nevezni:
(Kovetkezmény.) Legyen X val6sziniiségi véltozé és
g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, szigordan monoton nové figgvény.
N——
CR

Ekkor minden a > E(g(X)) esetén
E(g(X))

g(a) -
A szigori monoton névekvés fontos — kiilonben az elsé egyenloség
nem feltétleniil teljesiil!

P(X > a) = P(g(X) = g(a)) <
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Csebisev-egyenlotlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, szigortian monoton névé
fiiggvény. Ekkor minden a > E(g(X)) esetén
P(X = a) =P(g(X) = g(a)) < — 5~
(9.1.2. Kévetkezmény (Csebisev-egyenlStlenség).) Legyen Y
valdszinliségi valtozd, ekkor minden a > 0 esetén
D2(v)
a2
Biz.: Ez nem mads, mint a turbé Markov, az alabbi valasztassal:
> X = |y —E(Y),
> g(x) = x? (ami Ran(X)-en, azaz [0, c0)-en szig. mon. nd).
A turbdé Markov és a szérasnégyzet definiciéja miatt
Y —E(Y))?) _ D*(Y)
a2 T2

P(Y —E(Y)| > a) <

B(|Y—E(Y)| > a) = B((Y—E(Y)P > 2) < "
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Csebisev-egyenlotlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, szigortian monoton névé
fiiggvény. Ekkor minden a > E(g(X)) esetén

P(X > a) = P(g(X) =2 g(a)) < — 5~

(9.1.2. Koévetkezmény (Csebisev-egyenlStlenség).) Legyen Y
valészinliségi valtozd, ekkor minden a > 0 esetén

D?(Y)
a?

B(|Y —E(Y)| > a) <

Biz.: Ez nem mas, mint a turbé Markov, az aldbbi valasztassal:
> X =|Y —-E(Y)],
> g(x) = x> (ami Ran(X)-en, azaz [0, c0)-en szig. mon. nd).
A Csebisev-egyenlétlenség barmilyen val. valtozéra jé (bar

E(Y?) = oo esetén trividlis becslést ad.)
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Csebisev-egyenlotlenség: példak

Egy adott adatbazis szerver atlagosan 50 lekérést fogad egy
idGegység alatt. A lekérések szamanak szérasa a tapasztalatok
szerint 5. Adjunk alsé becslést annak a valdsziniiségére, hogy
40-nél tobb, de 60-nal kevesebb lesz a lekérések szdma egy
idGegység alatt. (7.14. feladat, lasd gyakorlat)

A feladat tipikus példaja annak, amikor egy val. valtozé eloszlasat
nem ismerjiik, csak a momentumairdl (itt a sz6rasérdl) tudunk
valamit.

A Csebisev-egyenlétlenség nem mindig ad nagyon jé becslést, sot
E(Y?) < oo esetén is adhat trividlis becslést (Iasd gyakorlat, 7.15.
feladat).
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Paraméteres Csernov-egyenlétlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, szigortian monoton névé
fiiggvény. Ekkor minden a > E(g(X)) esetén

P(X > ) = P(g(X) = g(a)) < “EX),

A g(x) = x? vélasztashoz képest még jobb becslést kaphatunk, ha
a gyorsabban novo g-t védlasztunk:

(9.1.4. Kévetkezmény (Paraméteres Csernov-egyenlétlenség).)
Legyen X valdsziniiségi valtozé. Ekkor minden a,t > 0 esetén

E(etX)

eta

P(X >a) <

Biz.: ez valdban a turbé Markov, ahol X = X, g(x) = e™.

(9.1.5. Példa: Legyen X ~ Pois(5). Adjunk felsé becslést

P(X > 10)-re. — A paraméteres Csernov-egyenlStlenséggel, t-t
optimalizalva jéval pontosabb felsé korlatot kapunk, mint a
Csebisev-egyenl6tlenséggel.)  (Mese a nagy eltérésekrl... — elbadds) 5307



A" nevezetes eloszlas

Tekintsiik az alabbi véletlen mennyiségeket:

emberek l[dbmérete, sziiletési silya, vérnyomdsa, magassaga
(nék/férfiak kiilon), napi dtlaghémérséklet (az év adott napjan),
paratartalom, mérési hiba egy kisérletben, zaj.

Sok tényez6 aprd, fiiggetlen tényezo folytonos eredménye.

Elnevezések: normilis eloszlds, Gauss-eloszlds, haranggérbe (a
slirliségfliggvénye).

Leggyakoribb és legnagyobb jelentéségii eloszlds a
valdszinliségelméletben és a statisztikdban.

Ez a rész jelentés mértékben tartalmaz Pintér Marta tavalyel6tti diasorabdl

atvett szovegeket.
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Normalis eloszlds
(8.1.1. Definicié.) Egy Y folytonos valdsziniiségi véltozé normilis
eloszldst 1 € R és 02 > 0 paraméterekkel, ha siiriiségfiiggvénye
1 e’
fy(x) = —=e 22, x € R.

V2mo?
Jeldlés: X ~ N(u; 02). N(0;1) neve standard normilis.
(Megjegyzés: o2 négyzetgydkét o-val jeldljiik, de az eloszlas
paramétere 02, nem o.)

A siiriiségfiiggvény p-re szimmetrikus, és minél nagyobb. o, annal szétteriiltebb.
55/97



Standard normdlis eloszlds: siirliségfiiggvény

1 52
X) = e 2, x € R.
o(x) W
Ez nemnegativ fliggvény. A kovetkezé allitasbdl kovetkezik, hogy
valoban siirliségfiiggvény, vagyis [* fy(x)dx = 1:

, <2
(8.1.2. Allitds.) [ e~ Zzdx = /2.
(Bizonyitas: polarkoordinatakkal)

© tulajdonsagai: paros fiiggvény, hatarértéke +oo-ben 0,
mindenhol pozitiv, maximuma 0-ban
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Standard normdlis eloszlds: eloszlasfiiggvény

CD(X):/X go(t)dt:/x L —%ae.

—00 —oo V2T

Ez elemi fliggvényekkel nem kifejezhetd.
Ehelyett kozelitéseket haszndlunk.

1.0
0.8 4
0.6
0.4 -
0.2
0.0 T

® tulajdonsagai: eloszldsfiiggvény tulajdonsagai igazak ra,
szigordan monoton né, ®(x) =1 — d(—x).
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Standard normalis eloszlas: tablazat

A standard normilis eloszlis . ta
00T | o002 [ 003 | 001 706 005 | 0o
5040 | 0,5080 | 05120 | 05160 05250 05319 | 05350
05438 | 05478 | 05517 05636

03832 | 0.3871 | 0.5910 | 05948 | 0,5987 | 0,6026
06217 | 0,6255 06368 | 0,6406

oois0 | o1t x 0,00 0,01 0,02

0,9315 | 0,9357 | 00370
09463 | 09474 | 00181

09391 | 0,9406 | 0,418
09505 | 0,9515 | 0,9525

0055 0,4 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6628

0,6591 | 0,6628 0,6736 | 06772 06844 | 06879
b [ ome omes Toriz oroe o ! I I .
: S 0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080
omio | o Suz | ot o | oaiss 0,1 | 0,5398 | 0,5438 | 0,5478
b T o3t omar Tomse oo 0,2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871
0,8869 | 0,8888 0,8944 | 0,8962 0,8997 | 09015
gonto | oo | paoes gouie | poust | pouer | oouer | ooy 03 | 06179 | 0,6217 | 0,6255
ore
oses

09564 | 0,9573 | 0,9582 09599 | 0,9608 | 0,9616 25 | 0,9633

09649 | 0.9656 09678 | 0,9686 09706
aseas | oa o7 | Oaee oomos 0,5 | 0,6915 | 0,6950 | 0,6985
0,978 | 0,0783 09798 09817
0,9826 | 0.9830 09842 09857
| ®(0,21) = 0,5832
09896 | 09898 ) - )
s | 099 92: 09934 | 0,993
0,9940 | 0.9941 0,9946 | 0,998 | 0,949 | 0,995
09955 | 0.9956 09960 | 0,9961 | 0,9962 | 09963
0,9966 | 0,997 09970 | 0.9971 | 0,9972 | 09973

09975 | 09976 | 0,9977 | 09977 | 0.9978 | 09979 | 0,979 | 0.9980
09982 | 09982 | 0,9983 | 09984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986
0.9957 | 0,9957 | 0,0985 | 0,988 | 0,0980 | 0,0950 | 0,9989 | 0,9990
0.9991 | 09991 | 0.9991 | 09992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993

X 0,9991 | 09994 | 09994 | 09994 | 0,9995 | 0,9995
09995 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996
09997 | 09997 | 0,9997 | 0.9997 | 0,9997 | 09997 | 09997 | 0,997 | 09997 | 0,9998

®(0,315) = 0,6236
®(—0,11) =1 — 0,5438 = 0,4562




Standard normalis eloszlas: tablazat

,,Gyakorlaton a kordbbi években a kdvetkezé eljaras alakult ki a
tablazat hasznalatdhoz:

a) Ha ketténél tobb tizedesjegyre tudjuk x-et és ®(x) a kérdés,
akkor kerekitsiink a legkozelebbi két tizedesjegyes x-re; és arra
szamoljunk ®(x)-et, illetve ha pont féliton van az x, akkor
atlagoljuk a szomszédos két tizedesjegyre kerekitett szamok @&
értékét.

b) Ha visszafelé kell kikeresniiik egy értéket a normilis eloszlasos
tablazatbdl, azaz ®(x) = y, és y-t tudjuk, de az érték két
tablazatban szerepld szam kozé esik, azaz ®(x1) < y < P(x2) ahol
x1, xp szomszédosak a tablazatban, akkor a kozelebbi x-et vegyiik
inverz értéknek, illetve ha pont féliton van az y, akkor pedig a
kisebbik x-et.”

(Pintér Marta)
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Nem-standard normalis
A nem-standard normdlis eloszldsra megadott fiiggvények is
striiségfliggvények.
Ugyanis a nem-standard normalis eloszlds linearis transzformacidval
nyerhetd a standardbdl:

Legyen p,0 € R, o > 0, X folytonos valdsziniiségi valtozd,
, és
legyen Y = o X + p. Ekkor

fr(x) = Lo (X1,

o o
(Bizonyitas: standard eloszlastrafé-feladat, lasd el6adds.
Minden folytonos val. véltozéra igaz a nélkiil is, a

kozvetett fiiggvény derivalasa helyett integralhelyettesitéssel.
Lasd 8.2.1. Lemma, bizonyitds a jegyzetben.)

Ha X ~ N(0;1), akkor Y — o X + p ~ N(u; 02), mert

1 - 1 () 1 _x=w?
—fX(X ,u) = e 7T =—— e 22, xcR

o o V2m V2mo?
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Standardizalas

Visszafelé: legyen Y ~ N(u; 02) és legyen X = % Ez standard
normilis eloszlasd, ugyanis a kordbbiak szerint

1 _(oxtu—p)? 1 »2
e 2052 = e 2

x(x) zafx(ax—i-u)zo\/m Nors

Ezzel beldttuk:

(8.2.2. Kévetkezmény.) Legyen n € R és 0 > 0. Egy Y
valésziniiségi véltozé pontosan akkor N(u; 02) eloszlsd, ha létezik
X ~N(0;1), amire Y = oX + p, azaz X = %
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Normidlis eloszlds varhatd értéke, szérdsnégyzete

(8.2.3. Allités.) Legyen Y ~ N(y; 02). Ekkor E(Y) = p és
H)2( )= o2.

A bizonyitashoz el6sz6r megmutatjuk, hogy elég a standard
normdlis eloszldsra (1 = 0, o = 1) belatni az 4llitast.

Ugyanis tegyiik fel, hogy ezt beldttuk, és legyen Y ~ N(u; o2).
Ekkor van olyan X ~ N(0; 1), amelyre Y = 0 X + u, tehat

E(Y) =E(cX +p) = oE(X) +p=p

és
D?(Y) = D*(o X + u) = 0?D?(X) = 2.

(Bizonyitds X ~ N(0; 1) esetén: E(X) = 0, E(X?) =1 (parc. int.),
lasd el6adds/jegyzet)
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Standardizalas

Normilis eloszlds standardizéldsa: ha Y ~ N(u; 02), akkor

Y-EY) | No:).
DY)
Megjegyzés: Mas eloszldsu val. valtozét is standardizdlhatunk
(levonva a varhatd értékét, és leosztva a szérasaval), feltéve, hogy
a 2. momentuma véges. Ez a standardizélt persze tipikusan nem
lesz standard normalis eloszlast, de varhaté értéke O lesz, szérasa 1.
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Normalis eloszlas szérasa szemléletesen

99.7% of the data are within
3 standard deviationsof themean —— 7|
95% within
2 standard deviations :
68% within
1 standard —|
deviation
u—30 u—20 u—o u uto u+20 n+ 30

> Az esetek kb. 68%-4t lefedi a [ — o, o + o] intervallum,

» fy a u £ o pontokndl valt konvexitast.
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Normalis eloszlas

Példa: Egy zajos csatorndn egy +1 értékii jelet probalunk
atjuttatni. A zaj miatt a megkapott jel értéke nem feltétleniil +1,
hanem a jel értéke plusz egy N(0; 0?) eloszldsti véletlen szam.
Hatarozzuk meg o-t, ha tudjuk, hogy annak az esélye, hogy egy
“4+1" jel esetén negativ érték jut at a csatornan, 0,0226.

Zaj: Y ~ N(0; 02).

P(1+Y <0)=B(Y < —1) = P(% < _71) - ¢(_71) = 0,0226,

tehat o =

2,00°
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Normalis eloszlas

Példa: A minta hémérséklete (°C) Y ~ N(—2;1,69).
Mi a valdszinlisége, hogy a minta hémérséklete nagyobb, mint 0°C?

Standardizalt: X :::}%%% ~ N(0; 1).

Y+2 2 2
1.3 >13>_1_¢( )-

MY>®:P(

P(Y > 0) ~ 0,0620 ~ 6%
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Példa: normalis eloszldsok exponencidlis momentumai

A normilis eloszlds esetén sem mindig mindent a tablazatbdl
olvasunk ki, hanem esetenként kozvetleniil a stiriiségfiiggvénnyel
dolgozunk.

(Példa: exponencidlis momentumok — 6ssznépi gyakorlat, 7.6.
feladat)

A példa iizenete — a konkrét szdmoldson tul — : bizonyos
integralokat azért konnyii kiszdmolni, mert normélis eloszldsok
stirliségfliggvényére /varhatd értékére stb. vezethetdk vissza.

A valszamos megfontoldsok olykor az analizisben is segithetnek.

(Mésik példa: 7.5. feladat, lasd gyak.)
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Kitéro: konvoltcid
Ha X és Y fiiggetlen val. valtozdk, akkor X + Y eloszldsat X és Y
konvoluciéjanak hivjuk. Folytonos eset: X 4 Y siiriiségfiiggvénye

fx+y(X) = f_oooo fx(Z)fy(X — Z)dZ, x € R.

>

vVvVvyYVvyy

A binomialis eloszlas fliggetlen indikdtorok Osszege.

X ~ Pois(A), Y ~ Pois(n) = X + Y ~ Pois(A + ).
Geo(p) eloszldsiak Gsszege “negativ binomialis”.

Egyenletes eloszldsok dsszege: Irwin-Hall eloszlas (Idsd 4bra).
Exponencialisok 6sszege “gamma-eloszlas”.

Ha X ~ N(u1;0%) és Y ~ N(ua;02), akkor

X+ Y ~N(u1 + po; 0% + 03).

(Ebben csak az a meglepd, hogy az &sszeg is normilis eloszldsd. A

paraméterek az E és D? azonossagaibdl adédnak.)
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de Moivre—Laplace-tétel

Kérdés: Miért jon el6 a normaélis eloszlds alkalmazdsokban, mérési
eredményeknél?

A kovetkezo tétel szerint a binomialis eloszlads standardiziltja
rogzitett p és nagy n esetén kozelitheté a normaélis eloszlassal:

(8.3.1. Tétel: de Moivre-Laplace-tétel.) Legyen p € (0,1) és
Sn ~ B(n; p). Ekkor minden a < b valds szamra

- E b
nmop(a < Snu)(s,,()sn) < b) _/a p(x)dx = d(b) — &(a).
Ahogy lattuk: 2=E3n) — _Sn—np
OBy SIS T T Vaetin)
Megjegyzés: A konvergencia sebességérdl is lehet tudni

konkrétumot.
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de Moivre—Laplace-tétel

(8.3.1. Tétel: de Moivre—Laplace-tétel.) Legyen p € (0,1) és
Sn ~ B(n; p). Ekkor minden a < b valds szamra

lim P —E(S) _ b)

b
o (‘9 < S"D(Sn) = / p(x)dx = &(b) — d(a).

Poisson-eloszlasndl lattuk, hogy a binomidlis hatareloszldsa a
Poisson.
Most: binomidlis hatareloszlasa a normilis.

» Ott nem vontunk le (n-tél fliggd) varhaté értéket, itt igen.
» Ott nem osztottunk le (n-tél fliggd) szérassal, itt igen.

» Ott p, — 0 és np, — A (pl. p, = A\/n) volt feltétel, itt p
konstans.
Tehat: n a Poisson-approximaciéondl is nagy, de ott p = p,
nulldhoz tart, a normélis approximaciénal /CHT-ndl nem.
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Galton-deszka

szamolva).

Egy golyd vég-pozicidjanak eloszldsa: B(n;1/2) (a bal szélérél

A binomidlis eloszlds kozeliti a normalis eloszlas siirliségfiiggvényét
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Példa: de Moivre—Laplace-tétel

(8.3.2. Példa.) A matematikusok 31,4% szadzaléka szanddlt hord.
Szaz taldlomra valasztott matematikust nézve, kdzelitéleg mi az
esélye, hogy kevesebb, mint 25 pdr szandalt taldlunk rajtuk?

Szandélpédrok szama: S, ~ B(n; p), n = 100, p = 0.314.
E(S,) = 31,4, D(S,) = /100 - 31,4 - 68,6 ~ 4, 6412.

S0—314 Lx 1ix _ .
46412 kozelitéleg N(0; 1) eloszlasd.

X—-314 25—314y _
P(X < 25) = P(5 s < Zeist) ~ (—1,3790) =

1 — &(1,3790) ~ 0, 0839 ~ 8%.
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Poisson vs. normalis
Nemcsak a binomidlis, hanem pl. a Poisson-eloszlds standardizaltja
is kozeliti a normalis eloszlast, ha a Poisson-kisérletet sokszor
ismételjiik.

-+ Poisson (Ny =1) 1
Normal (1= 1,0 = /1)
Poisson (N = 6)
Normal (1 = 6,0 = V6) | |
Poisson (Ny = 11)
Normal (= 11,0 = v/11)
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Mintaatlag viselkedése

Altalaban: legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu val.
valtozék, amelyekre E(X?) < oc.

(Azonos eloszldstiak = mindnek ugyanaz az eloszldsfiiggvénye.)
Rovidités: fae.=fliggetlen és azonos eloszlasu.

Angolul i.i.d.=independent and identically distributed.
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Mintaatlag viselkedése

Altaldban: legyenek Xi, Xa, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu val.
valtozék, amelyekre E(X?) < oc.

Legyen S, = Y7, X;. Ekkor:

E(Sa) = E(XC7 X0) * " 0L B(X) X2 nE(X)).

D2(S,) = DA(Y7, X)) ' 7, DA(X) 2 nD2(X)).

Tekintsiik az X, = > mintaatlagot. Latjuk: E(X,) = E(X1),

D(Xn) = B(Sa/n) = FB(Sn) = =7 — 0.

Intuicié (pontatlan!): nagy n-re

» S,/n kozel van konstans E(X1)-hez — nagy szamok torvénye,
> a S,,—nE(Xl)

Z = 04) standardizalt kb. N(0; 1) eloszldsti — centrilis

hatareloszlas-tétel.

Ezek formalizaldsdhoz: konvergenciafajtak.
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Eloszlasbeli konvergencia

(9.3.1. Definicid.) Legyen X1, Xa, ... val. valtozdk egy végtelen
sorozata; X, eloszlasfiiggvénye: Fx, .

A fenti sorozat eloszldsban konvergdl egy F7 eloszlasfiiggvényii Z
val. valtozéhoz, ha n — oo esetén

FXn(X) — Fz(X)

minden olyan x € R esetén, ahol Fz folytonos.
1 d
Jelolés: X, — Z.

Tehat a de Moivre—Laplace-tétel eloszlasbeli konvergenciat allit.
Torténelmileg az elsé kozponti hatdreloszlas tipusu tétel.
Specidlis esete a hamarosan kdvetkez6 altaldnosabb centrélis
hatareloszlas- tételnek (CHT).

El6tte még nézziink par példat az eloszlasbeli konvergenciara, hogy
egy kicsit feldolgozzuk a definiciét.
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Eloszlasbeli konvergencia, 1. példa: normalis eloszlas

nulldhoz tartd szdrdssal

Legyen n € N esetén X, normilis eloszlasi O varhaté értékkel és

1/n szérasnégyzettel.

Lattuk: ahogy a szérds 0-hoz tart (n pedig végtelenhez), a

stirliségfiiggvény egyre keskenyebb és csticsosabb.

Az eloszlasfiiggvényekre pedig a kdvetkez6 teljesiil:

lim Fx (x) = lim P(X, <x)=0,¥x <0, lim Fx (x)=1,Vx>0.
n—o00 n—o0

n—o0

0.10 0.05 0.05 0.0

Tehat x = 0 kivételével Fx, (x) a kovetkez&hoz tart:

0, hax<0,
1, hax>0.
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Eloszlasbeli konvergencia, 1. példa: normalis eloszlas

nullahoz tartd szdrassal

Legyen n € N esetén X, normilis eloszlasi O varhaté értékkel és
1/n szérasnégyzettel.

lim Fx (x) = nIi_)rr;OIP’(X,, <x)=0,¥x <0, n||_>rr;o Fx,(x) =1,¥x > 0.

n—oo

Tehat x = 0 kivételével Fx (x) a kovetkez&hoz tart:

0, hax<O0
F(x):{’ 2=

1, hax>0.

Ez az dn. Heaviside-fiiggvény (balrdl folytonos valtozata).

Vegyiik észre: F is egy eloszlasfliggvény, mégpedig az 1
valészinliséggel konstans 0 val. valtozd eloszlasfiiggvénye.

Tehat X, eloszlasban tart az X konstans 0 val. valtozdhoz.

F az x = 0 pontban nem folytonos, igy definicié szerint Fx,(0)-nak
nem kell F(0)-hoz tartania. Nem is tart hozzd, hiszen

Fx,(0) = P(X, < 0) = 1/2 minden n-re!
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Eloszlasbeli konvergencia, 1. példa: normalis eloszlas

nullahoz tartd szdrassal

Legyen n € N esetén X, normilis eloszlasi O varhaté értékkel és
1/n szérasnégyzettel.

lim Fx (x) = nIi_)rr;OIP’(X,, <x)=0,¥x <0, n||_>rr;o Fx,(x) =1,¥x > 0.

n—oo

Tehat x = 0 kivételével Fx (x) a kovetkez&hoz tart:

0, hax<O0
F(x):{’ 2=

1, hax>0.

Ez az dn. Heaviside-fiiggvény (balrdl folytonos valtozata).
Vegyiik észre: F is egy eloszlasfliggvény, mégpedig az 1
valészinliséggel konstans 0 val. valtozd eloszlasfiiggvénye.

Tehat X, eloszlasban tart az X konstans 0 val. valtozdhoz.
Megjegyzés: A De Moivre—Laplace tételben diszkrét val. valtozék
konvergaltak eloszlasban egy folytonoshoz.

Itt folytonos val. véltozék konvergilnak egy diszkréthez.
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Eloszlasbeli konvergencia, 2. példa: a binomidlis eloszlas
Poisson-approximacidja
Legyen A > 0, és n € N esetén legyen X, ~ B(n, A\/n). Legyen
tovdbba X ~ Pois(\).
Korabban lattuk: minden k € N esetén
lim P(X, = k) = P(X = k). (4)
n—oo
Mivel X, és X értékkészlete is a {0,1,2,...} halmaz egy-egy
részhalmaza, Fx, és Fx is konstans a (—o0, 0], (0,1], (1,2], (2, 3]
stb. intervallumokon.
Emiatt az eloszlasbeli konvergencia kdvetkezik a (4) egyenletbdl
(vilagos? Elég azt beldtni, hogy Fx, (k) — Fx(k) minden
k € {0,1,...} esetén. Bar ezekben a pontokban Fx éppen nem

folytonos, de ha ezekben a pontokban teljesiil a konvergencia,
akkor a szakaszonkénti konstanssdg miatt mindenhol teljesiil.).

Itt diszkrét valdszinliségi valtozdk konvergdlnak eloszldasban egy

szintén diszkréthez.
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Centrélis hatdreloszlas-tétel (CHT)

(9.3.2. Tétel, CHT.) Legyen Xi, Xa,...
val. véltozdk egy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy IE(X,-2) < 00

vagyis a szérasnégyzetiik véges, és legyen Z ~ N(0;1). Ekkor

fiiggetlen, azonos eloszlast

X+t Xo = nE(X) 4,

VnD(X1)
ha n — oc.
AR
“ay _|||| [lll..
‘..'”' !!!!!! +i"' +\>4812162024
T30
ot e o R . |H|||H||\| .
O+ illln, - gES LW
ViV Ll
\"I +\” l||||||||||| +Q:;+Q:‘ wl|||| ““h\
3 6 9 12 15 18 +‘5::-:+g:'-5 12 18 24 30 36

Bizonyitdsrél hamarosan.
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Centrélis hatdreloszlas-tétel (CHT)

X1+ ...+ X, — nE(X7)
VAD(%)

Kérdés: Hogy lehet ezt felirni valdsziniiségek konvergencidjaként?

4, Z ~N(0;1).

X1+ ...+ X, — nE(X7) n—sco
IP’( a) — ®(a), aeR
VD(X,) (@)

_ Xn—E(Xn)
D(Xn)
mivel D?(X,)=-5D*(X1)

A CHT-bdl kovetkezik a de Moivre—Laplace-tétel: ha Xi,..., X,
fuggetlen, p valdszinliségli események indikatorai, akkor
X1+ ...+ X, ~ B(n; p).
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Példa: CHT

(7.13. feladat. Az el6z8 példa térélve, mert az 6ssznépi gyakorlatrdl idén
visszakeriilt a rendes gyakorlatra)

Egy kereskedelmi rddié 100 zeneszdmot ismételget lgy, hogy a
kovetkez6 szamot mindig a korabbiaktdl fliggetleniil valasztja,
azonos valdsziniiséggel a 100 lehetséges szam koziil (igy ugyanaz a
szdm akar egymds utan tobbszor is eléfordulhat). A 100 szam
koziil az egyik Angéla kedvenc szama. Angéla bekapcsolja a radiét,
és addig hallgatja, amig a kedvenc szamat szdzadszorra végig nem
hallgatta, aztan kikapcsolja a radiét.

1. Jelolje X azon zeneszdmok szamat, amiket Angéla a kedvenc
szdma els6 végighallgatdsdig meghallgat (tehat beleértve a
kedvenc szdma elsé elhangzasat is). Milyen eloszlasd X és
milyen paraméterrel/paraméterekkel? Az eloszlds tipusat nem
kell megindokolni.

2. Kozelitsiik alkalmas approximacidval annak a valdszintiségét,
hogy Angéla a radié kikapcsolasa el6tt legaldbb 10 200
szamot hallgat végig.

(Vizsgakurzus vizsgdja, 2024.06.27., 2. feladat — megoldds ldsd ea.) g0 /97



Ordé-jelolés nullahoz tartd fiiggvényekre

A tovabbiakhoz a képletek bonyolultsdganak csokkentése
érdekében kiterjesztjiik a nagy ordd-jeldlést a nulldhoz tarté
fuggvényekre.

Emlékeztet6 algelbdl: ha f,g: N — N, azt mondjuk, hogy
f(n) = O(g(n)) (vagy f(n) € O(g(n))), ha létezik olyan ¢ > 0 és
no € N, hogy minden n > ng-ra f(n) < cg(n).

Ugyanez a definicié érvényes sz4 szerint olyankor is, amikor f, g
értékkészlete R (f(n) és g(n) nem feltétleniil mindig egész szdm)
és g nemnegativ.

Amivel feliilrdl becsliink (itt g(n)), az legyen nemnegativ.
Erdekes eset: amikor f(n) és g(n) nulldhoz tart.

Pl. 1/n?> = O(1/n), 2024/n = O(1/+/n) stb.
Hasonléan kiterjeszthetd az Q- és ©-jeldlés is erre az esetre.
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Berry—Esseen-tétel, kiegészito anyag

IP’(Xl + ...+ X, — nE(X1)
VAD(X)
A bal oldalon 4ll6 kifejezés ®(a)-hoz konvergal, de milyen gyorsan?

Okdlszabély: n > 30 esetén nyugodtan hasznalhatjuk a CHT-t (de
Moivre-Laplace-t is).

a) T d(a), acR.
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Berry—Esseen-tétel, kiegészito anyag

IP’(Xl +- 'V;&&l)nE(Xl) ) X d(a), acR.
A bal oldalon &ll6 kifejezés ®(a)-hoz konvergal, de milyen gyorsan?
Okdlszabély: n > 30 esetén nyugodtan hasznalhatjuk a CHT-t (de
Moivre-Laplace-t is).
A konvergencia sebessége, ha az Xj-knek véges a 3. momentuma:
(Berry—Esseen-tétel, néha Cramér-Berry—Esseen.) Létezik olyan

C > 0, hogy ha Xi, Xy, ... fae. val. valtozék, amelyekre
E(|X1]®) < oo, akkor minden n-re

. 3
‘P<X1+”\./J%ﬂ;<(nxl) E(X1) _ a) 7¢(3)‘ - CIE£|/);1| )

» C univerzalis, tehat nem fiigg X; eloszlasatdl!

» Tehat ha E(|X1|3) < oo, akkor a CHT-val valé kozelités
hibdjdnak abszoldt értéke a tétel szerint O(1/y/n).
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A CHT bizonyitasardl

Altaldnos eset (amikor csak azt tessziik fel, hogy E(X2) < c0):
BME-TTK Valszam 2, kb. 3—4 el6adas.

Most: bizonyitasvazlat azon extra feltétel teljesiilése esetén, hogy
E(e?) < oo teljesiil valamilyen t > 0-ra és valamilyen t < 0-ra is.
> Ez j6 a legismertebb nevezetes eloszlasok esetén: pl. ha X3
indikatorvéltozé (v6. de Moivre—Laplace-tétel), vagy Poisson,
geometriai, diszkrét egyenletes, exponencidlis, egyenletes,
normalis.

» Nem jé pl. a Zipf(a)-eloszlds esetén semmilyen a-ra, bar van
olyan a, amelyre E(X2) < oo és ezért a CHT igaz.

A bizonyitashoz bevezetjiik a momentumgeneralé fiiggvény
fogalmat, ami sok mindenre hasznalhaté a CHT bizonyitasan kiviil
is.
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Momentumgeneralé fiiggvény
(9.3.4. Definicié.) Az X val. valt. momentumgenerdlé fiiggvénye:

t€R— Mx(t) € E(e™X) e (0, o).

> Mx(0) =E(1) =1, barmilyen X-re.

> E(etX) a transzformalt varhaté értékére vonatkozé képlettel
szamithaté ki (rogzitett t-re).

» Eléfordulhat, hogy Mx(t) = co minden t # 0O-ra.

(Példa: Cauchy-eloszlds, fx(x) = £155.)
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Momentumgeneralé fiiggvény

(9.3.4. Definicié.) Az X val. valt. momentumgenerdlé fiiggvénye:

>
>

>

t € R — Mx(t) € E(eX) € (0, ).

Mx(0) = E(1) = 1, barmilyen X-re.

E(etX) a transzformalt vérhaté értékére vonatkozé képlettel
szdmithatd ki (rogzitett t-re).

Eléfordulhat, hogy Mx(t) = oo minden t # 0-ra.

(Példa: Cauchy-eloszlas, fx(x) = %1437)

Miért hivjuk momentumgeneralé fliggvénynek?

Mert az n-edik derivaltja a 0-ban X n-edik momentuma:
(Allitas.) Tegyiik fel, hogy t — Mx(t) véges a 0 egy nyilt
kornyezetében, azaz (—¢,¢)-on valamely £ > 0-ra. Ekkor

dr
dt"|,_o

Mx(t) = E(X").

A momentumgeneralé fiiggvényt hivjak Laplace-transz-
formaltnak is — a Fourier-transzformalttal rokon fogalom.
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Momentumgenerald fliggvény: példak
Diszkrét példa (angol kis zh-n volt hasonlé tavaly, amikor voltak kis zh-k):
> Ha Mx(t) = Jef + 2et + 1%, adjuk meg X varhaté értékét.
» HaP(X =1)=1/2é P(X =2)=P(X =4) =1/4, adjuk
meg X momentumgenerald fliggvényét.

Pl. a geometriai és az exponencidlis eloszlasnal kis t > 0-ra

Mx(t) < oo, de nagy t-re Mx(t) = co. Ebben a hatdresetben még
j6 lesz a CHT-biz. vazlatunk.

(Exponencilis eset — lasd eléadas.

Ebbdl kijon pl. E(X) = % parc. int. nélkiil.)

Standard normilis eloszlds — mar korabban kiszamoltuk, hogy
Mz(t) = E(et?) = et’/2.

Poisson(A)-eloszlasi X — egy IMSc-feladatban ki kellett szamolni
£(2024%)-et. Ugyanigy kiszamithaté E(e®X) értéke minden

a € R-re, ami mindig véges. S6t mar ki is szamoltuk eléaddson is
(mikor? ;) ).
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Fliggetlen valdszinliségi valtozék osszegének
momentumgenerald fliggvénye

A momentumgeneralé fliggvény egy igen hasznos tulajdonsaga:

(Allités.) Ha t € R és 7y, Z, fiiggetlen val6sziniiségi véltozok,
amelyekre Mz (t), Mz,(t) < oo, akkor

MZI+ZQ(t) = MZ1(t) MZz(t)'

(Szavakban: , konvolicié momentumgeneralé fiiggvénye a
momentumgeneralé fiiggvények szorzata”.)

Biz.: Mz, 7,(t) = E(el(2112)) = E(et4et?) = E(et4)E(et??) =
Mz, (t)Mz,(t), mert Z; és Z, fiiggetlensége miatt e és e'22 is
fliggetlenek.

Miért j67 — Mert a Z; + Z» konvolicid
eloszlds- /siirliségfliiggvényét nehéz kiszdmolni, de Z; és 2,
momentumgeneralé fliggvényét gyakran kdnnyebb.
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Momentumgenerald fliggvény és eloszldsbeli konvergencia

(9.3.5. Allitds, nem bizonyitjuk.) Legyenek Y, Z illetve Y1, Ya, ...
valdszinliségi valtozék. Tegyiik fel, hogy My (t) és Mz(t) minden
t € R esetén véges.

(1) Ha My(t) = Mz(t) minden t € R esetén, akkor Y és Z
azonos eloszlastak.

(2) Ha limp—0o My, (t) = Mz(t) minden t € R esetén, akkor

vy, % 7.
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Fliggetlen normalisak 0sszege normalis, és a paraméterek
osszeadddnak

Példa: Lassuk be azt a kordbban mar kimondott &llitast, hogy ha
X, Y fiiggetlenek és X ~ N(u1;0%) és Y ~ N(p2; 03), akkor

X +Y ~ N(u1 + po; 02 + 03).

(Ahol 1,2 € R, 02,03 > 0.)

Ugyanis: mar beldttuk (6ssznépi 7.6. feladat) hogy t € R esetén
2 2

E(etX) — ottt g E(etY) — ot
Mivel X, Y fiiggetlenek, ezért Gsszegiik momentumgenerald
fiiggvénye a momentumgenerald fliggvényeik szorzata:

2
E(etX+Y)) = E(eX)E(etY) = elttra)t+(oi+o3) 5

Ez pont az N(u1 + pz; a% + a%) eloszlds momentumgenerald
fiiggvénye a t helyen.

Az el6z8 didn 1év8 Allitds miatt ebbdl kévetkezik, hogy

X+ Y ~N(u1 + pi2; 03 + 03).
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Momentumgeneralé fliggvény és CHT (kiegészité anyag)

Az eddigiek alapjan most belatjuk a CHT-t az dltalunk vizsgalt
esetben (feltételezve, hogy az eddig felsorolt, nem bizonyitott
allitasok is igazak).

A vizsgahoz a kévetkezé bizonyitasvazlatot nem kell tudni, de a
momentumgenerald fiiggvényekkel kapcsolatos eddigi
definiciok/allitdsok az anyag részét képezik.
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Momentumgeneralé fliggvény és CHT (kiegészité anyag)

1 X—nE(X))
V/TD()&)

= %&Ef;ﬁ)) eloszldsban Z ~ N(0; 1)-hez tart.

Feltessziik, hogy Mx,(t) véges a 0 egy nyilt kornyezetében.
Mostantdl azt is feltessziik, hogy E(X1) = 0 és D?(X;) = 1.
Ugyanis ha erre az esetre beldtjuk a CHT-t, abbdl standardizélassal
az altaldnos eset is addédik.

CHT: A célunk azt belatni, hogy Y, =

Ebben a specidlis esetben Y, alakja egyszeriibb: Y, = Z\[X
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Momentumgeneralé fiiggvény és CHT (kieg. anyag)

A 9.3.5. Allitas alapjan tehat elég azt belstni, hogy Y, = %—re
lim My, (t) = Mz(t) = /2,

ahol Z ~ N(0; 1). Lattuk: Mz(t) = E(e?) = et/2.

Kérdés: mi Y, momentumgenerald fiiggvénye, ahol Y, = fo’?
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Momentumgeneralé fiiggvény és CHT (kieg. anyag)

A 9.3.5. Allitas alapjan tehat elég azt belatni, hogy Y, = %—re
lim My, (t) = Mz(t) = /2,

ahol Z ~ N(0; 1). Lattuk: Mz(t) = E(e?) = et/2.

Kérdés: mi Y, momentumgenerald fiiggvénye, ahol Y, = %7

Ha t kozel van 0-hoz, akkor E(etX1) < oo, és X1,..., X,
fliggetlensége és azonos eloszldsa miatt

E(etY") = E(e 2 fl (He f) (eﬁxl)n = Mx,(t/v/n)".

Cél: My, (t//n)" =5 Mz(t) = E(et?) = e’/2, minden t € R-re.
Ezzel ekvivalens cél, ha logaritmust vesziink:

nin My, (£5) =% £2/2, ha t € R.
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Momentumgeneralé fiiggvény és CHT (kieg. anyag)
Végss célunk tehdt: nln My, (1) T 42/2, ha t € R.
Fejtsiik Taylor-sorba L(x) = In M, (x)-et xo = 0 koriil.
Ahogy lattuk, Mx,-nek az n-edik derivaltja a 0-ban E(X{").
Tovabba My, (0) = 1, E(X1) = 0, E(X?) = D?(X1) + E(X1)? = 1.
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Momentumgeneralé fiiggvény és CHT (kieg. anyag)
T #2/2 hat e R.

Fejtsiik Taylor-sorba L(x) = In M, (x)-et xo = 0 koriil.

Ahogy lattuk, Mx,-nek az n-edik derivaltja a 0-ban E(X{").
Tovabba My, (0) = 1, E(X1) =0, E(X?) = D?(X1) + E(X1)? =1
Szorzat- és lancszaballyal

Végsd célunk tehat: nin MXI(\})

L(x) = In Mx, (x) Tajor In Mx, (0) +(In Mx,)'(0)x + (In MXl)”(O)% +0(x%)
— 0+ In’ My, (0) - M)’:(O) X
——

=E(X;)=0

(' M (0)- MY, (0) + 10" My, (0) - M (0)) +O(x?) = /24 O()
—_—— —— ——

=1/Mx, (0) =E(X2)=1 =E(X;)=0
amint x — 0. Tehat tényleg azt kapJuk (minden t € R-re), hogy
noo B2
nln Mxl(f/f)—”L(f/f)—"( $0()) =F 5
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Nagy szdmok torvénye, konvergenciafajtak
A relativ gyakorisdg tart a valészinliséghez.

“Fiiggetlen, azonos eloszldsu kisérletek dtlaga a varhaté értékhez
tart.”

Mit értiink az alatt, hogy “tart”?
Egyfajta konvergenciatipust mar lattunk: eloszldsban valé
konvergencia. Fx, (x) — Fz(x).
Kétféle keriil még el6 az idén: Z, Xy, Xo, ... val. valtozdkra
» Sztochasztikus (avagy valdszinliségben vald) konvergencia: X,
valészinliségben konvergdl Z-hez, ha Ve > 0-ra teljesiil, hogy

lim P(|X, — Z| >¢)=0.
n—o0
» 1 valészintiséggel valé (avagy majdnem biztos) konvergencia:
X, 1 valdsziniiséggel /majdnem biztosan konvergdl Z-hez, ha
IP’( lim X, = z) - P({w € Q‘ lim X(w) = Z(w)}) —1.
n—oo

n—oo

Ez a leger6sebb a harombdl, mig az eloszlasban valé

konvergencia a leggyengébb.
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Kapcsolat a konvergenciafajtak kozott (kiegészitd anyag)
Mit értiink a konvergenciafajtdk er8sségén/gyengeségén?
» Ha X, majdnem biztosan/1 valésziniiséggel konvergal Z-hez,
akkor sztochasztikusan /valésziniiségben is konvergal.
> Az el6bbi allitds megforditasa nem igaz. Igaz viszont: ha X,
sztochasztikusan konvergdl Z-hez, akkor létezik egy olyan
Xnys Xng, - - - végtelen részsorozat (1 < n; < ny <...), amely 1
valészinliséggel Z-hez konvergal.
Ezért néha szokds a sztochasztikus konvergenciat ,,gyenge”’, a
majdnem biztos konvergenciat pedig ,,erés” konvergencianak is
nevezni. Erre utal a kovetkezkben a nagy szamok erbs és gyenge
torvénye.

A fenti allitasokat itt nem tudjuk bizonyitani (ldsd mértékelmélet
kurzus.)

Altaldban: ,»,majdnem biztosan” = ,,1 valdszintséggel”. PI.: egy
U(0; 1) eloszlasd X val. valtozé értéke majdnem biztosan nem 1/2.

{X =1/2} nem lehetetlen, de 0 valdszinliségii esemény.
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Nagy szamok torvénye(i)
(9.2.1. Tétel.) Legyen X1, Xz, ... fliggetlen, azonos eloszlast
valdszinliségi valtozok egy sorozata.
Tegyiik fel, hogy E(X,) = p € R és D(X,) = o > 0 minden n-re.
Jeldlje X, az w atlagot.
> Nagy szamok gyenge torvénye: TetszOleges € > 0 esetén

lim P(|X, — u| >¢)=0.
n—oo
» Nagy szamok er0s torvénye:

IP’( lim XTZH) :P({weﬂ

n—oo

Jim Xo(e) =) =1

> (Gyenge torvény biz. Csebisevvel: ldsd el6adas/jegyzet)

> A gyenge torvény (indikdtor Xi-k esetén) Bernoulli, az erés
torvény Kolmogorov nevéhez fiizédik.

> A torvények igazak akkor is, ha a szérasok nem végesek, csak
E(]X1]) < oo teljesiil. Erés torvény bizonyitasa az altaldnos
esetben: BME-TTK, Valszam 2, kb. két el6adas.
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Nagy szdmok torvénye, specidlis eset: relativ gyakorisag
Legyenek Aj, ..., A, egyiittesen fiiggetlen, p valdsziniiségii

események.
P(A; U. (Z s, >0).

A tétel miatt X, = 1577 1 4-re:

» Annak a valésziniisége, hogy p-t8l X, egy akarmilyen kicsi
rogzitett e-nal is eltér, nulldhoz tart. (A gyenge torvény
miatt.)

» 1 valdsziniiséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
n +— Xp(w) szdmsorozat p -hez tart. (Az erds térvény miatt.)

> Kovetkezmény: ,,whatever can happen, will happen”.

1 valdszinliséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az

A1, Az, ... események koziil legaldbb az egyik (s6t, végtelen
sok) bekovetkezik.

(Lasd még: majom az irégépnél, pl.
https://hu.wikipedia.org/wiki/V%C3/,A9gtelen_sok_majom_%C3%

A9s_%C3%ADr%C3%B3ghC3%A9p_t%C3%A9tele) o o7


https://hu.wikipedia.org/wiki/V%C3%A9gtelen_sok_majom_%C3%A9s_%C3%ADr%C3%B3g%C3%A9p_t%C3%A9tele
https://hu.wikipedia.org/wiki/V%C3%A9gtelen_sok_majom_%C3%A9s_%C3%ADr%C3%B3g%C3%A9p_t%C3%A9tele

Miért 1 valdsziniiséggel?
Jogos kérdés: a nagy szamok erOs torvényében miért kell az “1
valdszintiséggel” feltétel? Nem lehetne esetleg kihagyni?

Valasz: Nem, még diszkrét valdsziniiségi valtozdk esetén sem.
Mértékelméleti hidnyossagok miatt itt nem beszéliink arrdl, hogy a
torvényben szerepl6 végtelen sok valdszintiségi valtozot

(X1, X2, ...) milyen (2, F,P) valdszinliségi mezdn lehet egyiittesen
definidlni.

Intuiticié: Ha pl. X1, Xz, ... fliggetlen indikatorvéltozok, ahol
P(Xi=1)=P(X; =0) =1/2 € (0,1), akkor egy megfeleld Q
eseménytér elemei végtelen 0—1 sorozatok, ahol az i-edik bit az X;
értékét adja meg.

Ez az eseménytér tartalmaz olyan elemeket is, ahol a mintaitlag
nem tart 1/2-hez, pl. a 00000 ... sorozatnal 0-hoz, az
101101110... sorozatndl 1-hez, a 0010100101 ... sorozatnal
2/5-héz tart.

fgy nem lehetetlen esemény, hogy a mintadtlag nem tart 1/2-hez.

Az erbs torvény szerint azonban 0 valdszinliségii esemény.
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Kitér6: konvergencidk

Konvergencia-tipusok, amiket emlitettiink:
> egy valdszinliségii konvergencia P(limp00...) =1
> sztochasztikus konvergencia P(]...| > ¢) =3 0
» eloszlasbeli konvergencia Fx,(x) — Fz(x).

Tegyiik fel, hogy E(X;) =0 és D(X;) = 1. Ekkor
» NSZT: X, — 0 (1. és 2. értelemben)
» CHT: \/n- X, — Z ~N(0;1) (3. értelemben)

NSZT tovabbi alkalmazésai: lasd a statisztika résznél (empirikus
eloszlasfiiggvény konvergencidja).
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