Diszkrét valdszinliségi valtozdk

Tartalom

> Valdszinliségi valtozdk

» Diszkrét valdszinliségi valtozok és sulyfliggvényeik

> Nevezetes diszkrét eloszldsok és el6fordulasuk:
indikator/Bernoulli, binomiélis, geometriai, Poisson, diszkrét
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P> Varhaté érték diszkrét esetben, a vdrhaté érték tulajdonsagai,
nevezetes diszkrét eloszlasok varhaté értéke

P> A nevezetes eloszldsok tulajdonsagai: binomialis eloszlas
Poisson-approximacidja, a geometriai eloszlds orokifjisaga

» Diszkrét valdszintségi valtozok transzformiltja, transzformalt
varhaté értéke

> Széras(négyzet) és tulajdonsdgai, nevezetes diszkrét eloszlasok
szérasa

P> Valdszinliségi valtozdk fiiggetlensége, diszkrét egyiittes

eloszlasok
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Valészinliségi valtozdk
Eddig: Véletlen kisérletek — eredmények/kimenetelek, események,
(Q, F,P) valésziniiségi mezd.
Az absztrakt valdszinliségi mez6 helyett sokszor egyszeriibb valds
értékil fuggvényekkel dolgozni.
Egy (egydimenzids) valdszinliségi valtozé egy X: Q — R fiiggvény,
amely az w € Q kimenetelhez az X(w) € R valds szdmot rendeli
hozza. X-nek teljesitenie kell bizonyos feltételeket — pontos
definicié: hamarosan.

X

—
R

Pl.: érmedobas modellezése, Q = {F, I}, F = P(Q). X(F) :=1,
X(I):= 0. Lesz: ekkor X egy valdsziniiségi véltozd, a dobott fejek
szdma a kisérletben. 2/63



Valészinliségi valtozdk
Amikor csak véges sok lehetséges kimenetel van, sokszor gond
nélkiil tekinthetnénk akdr minden X: Q — R fiiggvényt
valészinliségi valtozénak.
Mégsem ezt tessziik, mert Osszetettebb 2 esetén fontos, hogy
egyszer(i R-beli halmazok (pl. intervallumok) Q-beli dsképei
események (vagyis az F o-algebra elemei) legyenek.
Erre szolgalnak a kdvetkezd definicidk.
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Valészinliségi valtozdk
Amikor csak véges sok lehetséges kimenetel van, sokszor gond
nélkiil tekinthetnénk akdr minden X: Q — R fiiggvényt
valészinliségi valtozénak.
Mégsem ezt tessziik, mert Osszetettebb 2 esetén fontos, hogy
egyszer(i R-beli halmazok (pl. intervallumok) Q-beli dsképei
események (vagyis az F o-algebra elemei) legyenek.
Erre szolgalnak a kdvetkezd definicidk.

(Def. 3.1.1. eleje.) Legyen adott egy X: Q — R fiiggvény. Adott
x € R esetén legyen

(X <x} ¥ {weq X(w) < x},

vagyis azon w € 2 kimenetelek halmaza, amelyre X(w) < x.

Ezeket a halmazokat az X nivéhalmazainak hivjuk.

Vegyiik észre: {X < x} az R-beli (—o0, x) intervallum X altali
Osképe (vagyis azon w € Q pontok halmaza, amelyek képe (—oc, x)-beli):

{X < x} ={we QX(w) € (—00,x)} = X ((—o0,x)) C Q.
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Valészinliségi valtozdk

{X <x}=X"Y(~00,x)) C Q.

Hasonldképpen bevezethetSek példaul az aldbbi jeldlések (ahol
x <y valés szamok):

(X < x) = fw € Q] X(w) < x} = X1((~00,x]),
(X >x}={weQ| X(w)>x} =X"(x,)),
{X =x} ={weQ X(w) =x} =X 1({X})
[x <X <y} ={we Q x < X(@) < y} = X((x.y]) stb.
Sét altaldban minden A C R halmazra

(X € A} = {we Q| X(w) € A} = X I(A).

Az {X < x} jelolést felhasznalva kdvetkezzék végre a valdsziniiségi
valtozé definicidja.
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Valészinliségi valtozdk

(Def. 3.1.1. vége) Az X: Q — R fliggvényt valdsziniiségi
valtozénak nevezziik, ha Vx € R esetén {X < x} € F.

Vagyis egy X: Q — R fiiggvény akkor valdsziniiségi valtozd, ha
barmely nivéhalmaza esemény.
> (3.1.2. Példa: példdk valésziniiségi valtozékra)
> Ha X val. vdltozd, akkor barmely x < y-ra
(X <xhAXzZ2xh {IX>x} {X=xh{x< X<y} {x<
X <yh{x <X <y}, {x <X <y} szintén események.
llyen alakd halmazok megszamlalhatd unidi szintén.
(Ez a o-algebra tulajdonsdgaibdl adédik, de nem bizonyitjuk.
Van koziiliik, ami kénny, pl. {X > x} = {X < x}.)
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Valészinliségi valtozdk

» Példa olyan Q — R fiiggvényre, ami egy adott
eseménytéren /valdsziniiségi mez6n val. valtozd, és egy olyanra
is, ami ott nem val. valtozd: 6ssznépi gyak., 3.6. feladat.
Dobjunk fel egy szabalyos érmét haromszor. Legyen az Q2
eseménytér a 3 hosszl fej-irds sorozatok halmaza, és jeldljiik az
elemeit értelemszerlien: FFF, FIF, ... jelsorozatokkal. Definidljuk
az X : Q — R fliggvényt az FFF kimenetelen 0-nak, és minden mas
kimenetel esetén az elsé ,,irds” jel sorszamdnak (pl. X(FIF) = 2).

(a) Mekkora az esélye, hogy X paratlan?
(b) Definidljuk Y-t ugyandgy, mint X-et, azzal az eltéréssel, hogy

Y (FFF) véletlenszeriien vagy 0 vagy 1 értéket vesz fel.
Valdszinliségi valtozé-e Y az 2 eseménytéren?
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Valészinliségi valtozdk

Egy X valdszinliségi valtozd értékkészlete a lehetséges értékeinek
halmaza:

Ran(X) ={x e R| Jw € Q: X(w) =x} CR

(hasonléan més fiiggvényekéhez).
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Diszkrét valdszinliségi valtozdk
(3.4.3. Definicié.) Egy X valdsziniiségi valtozé diszkrét, ha
értékkészlete megszamlalhatd (azaz véges vagy megszamlalhatdan
végtelen).

> Végtelen halmazok szdmossaga — lasd BSz1 jegyzet!
Megszamlalhatéan végtelenek példaul az N, Z, Q halmazok és ezek
végtelen részhalmazai, viszont az R, C,R", P(N) halmazok nem.

» Nem diszkrét valdszinliségi valtozé pl. az az X, amit ,,a [0, 1]
intervallumon taldlomra” vélasztunk (— geometriai
valészinliségi mezé). Errdl még lesz sz6.

> X értékkészlete megszdmlalhatéan végtelen & |étezik olyan
paronként kiilonb6z6é szamokbdl 4llé (ki, ko, . ..) végtelen
sorozat R-ben, hogy:

> P(X = k;) > 0 minden i-re, és
> Z?zl P(X = ki) =1.

> Vegyiik észre: az utdbbi esetben az {X = k;} események teljes
eseményrendszert alkotnak, azzal az egy eltéréssel az
eddigiektdl, hogy nem véges sokan vannak.

A TVT és a Bayes-tétel igaz megszamldlhatdan végtelen sok
eseményre is. 8/63



Diszkrét valdszinliségi valtozok: sulyfliggvény
Egy diszkrét valdsziniiségi valtozét a sulyfliggvényével a
legegyszeriibb jellemezni, ami leirja, hogy a valtozé melyik
lehetséges értékét mekkora valdszinliséggel veszi fel.
(Definicié.) Legyen X diszkrét valdsziniiségi valtozé, amelynek
értékkészletét jelolje Ran(X). Ekkor X sulyfiiggvényének nevezziik
az alabbi px: Ran(X) — [0, 1] figgvényt:

x = px(x) EP(X = x)
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Diszkrét valdszinliségi valtozok: sulyfliggvény
Egy diszkrét valdsziniiségi valtozét a sulyfliggvényével a
legegyszeriibb jellemezni, ami leirja, hogy a valtozé melyik
lehetséges értékét mekkora valdszinliséggel veszi fel.
(Definicié.) Legyen X diszkrét valdsziniiségi valtozé, amelynek
értékkészletét jelolje Ran(X). Ekkor X sulyfiiggvényének nevezziik
az alabbi px: Ran(X) — [0, 1] figgvényt:

x = px(x) EP(X = x)

> px kiterjeszthetd R — [0, 1] fuggvénnyé, ha y ¢ Ran(X)-re
px(y) = P(X = y) = 0-ként definialjuk.

» Fontos tulajdonsag: px(x) > 0 minden x € Ran(X)-re,
erRan(X) PX(X) = erRan(X) IP)()< = X) =1

> A sulyfiiggvény csak diszkrét val. véltozé esetén hasznos!
(Lasd késdbb.)

P> Figyelem: valdszinliségi valtozénak nincs valdszinilisége!
Eloszlasa (és eloszlasfiiggvénye — lasd késdbb) és diszkrét

esetben sulyfiiggvénye van.
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A legegyszeriibb valdsziniiségi valtozd, amelynek értéke
nem is véletlen

A legegyszeriibb X diszkrét valdsziniiségi valtozd az, amelyik 1
valdszinliséggel konstans, vagyis valamilyen x € R-re

X értéke tehadt nem is véletlen, hanem 1 valdszinliséggel mindig az
egyetlen x értéket veszi fel.

Meglehetdsen unalmas valdszinliségi valtozd, de sokszor fog
szerepelni specidlis/elfajulé esetként.
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Indikdtorvéltozé /Bernoulli-eloszlas
A 3.1.2. példaban lathattuk: ha A € F esemény, akkor az A
eseményhez tartozé 1 4 indikatorvéltozé

1, haweA
Ta(w) =
0, haw¢A.

Mivel

P(1a=1)=P{w € Q| 1a(w) =1}) = P{w| w € A}) =P(A)
és hasonldan B

P(1a=0)=P(A) =1-P(A),
ezért a 14 val. valtozé sulyfliggvényének értékei:
pﬂA(l) = P(A), pﬂA(O) =1-P(A).

Ha P(A) = p € [0, 1], akkor tehdt p1,(1) = p, p1,(0) =1 — p.
Ha egy X val. valtozé silyfiiggvénye px(1) = p és px(0) =1 — p,
akkor azt mondjuk, hogy X Bernoulli-eloszlasi p paraméterrel.

Konnyl belatni: minden ilyen X egy indikatorvaltozé, mégpedig az

{X =1} € F eseményé (amelynek valésziniisége p):
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Binomalis eloszlas

A Bernoulli-eloszlds tehat egy olyan val. vdltozd eloszldsa, amely
egy p € [0, 1] valdszinliséggel sikeres kisérlet eredményét adja meg.
(p = 1/2 esetén a siker lehet pl. az, ha egy szabalyos érmével fejet
dobunk, p = 1/6 esetén pedig az, ha egy szabdlyos kockaval 6-ost.)
Kérdés: ha ugyenazt a kisérletet n-szer (egymastdl fiiggetleniil)
elvégezziik, milyen valdsziniiséggel tapasztalunk 0,1,... n sikert?
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Binomalis eloszlas

A Bernoulli-eloszlds tehat egy olyan val. vdltozd eloszldsa, amely

egy p € [0, 1] valdszinliséggel sikeres kisérlet eredményét adja meg.
(p = 1/2 esetén a siker lehet pl. az, ha egy szabalyos érmével fejet
dobunk, p = 1/6 esetén pedig az, ha egy szabdlyos kockaval 6-ost.)

Kérdés: ha ugyenazt a kisérletet n-szer (egymastdl fiiggetleniil)
elvégezziik, milyen valdsziniiséggel tapasztalunk 0,1,... n sikert?

Jeldlje X a sikerek szamat, ekkor X egy val. valtozd

Ran(X) = {0,1,..., n} értékkészlettel.

Ahhoz, hogy pontosan k € Ran(X) sikert kapjunk, az n kisérletbél
ki kell vdlasztanunk k-t, amelyik sikeres — (}) lehet8ség.

Annak a valdszinlisége, hogy ez a k konkrét kisérlet sikeres, a

maradék n — k pedig nem, pk(l — p)”*k, ezért

n

pelh) = (X = ) = (]

)pka—p)"-k, ke {01, ) (%)
(3.2.5. Definicié) Egy X val. véltozé binomiélis eloszldsti n € N és

p € [0, 1] paraméterekkel, ha (x) teljesiil ra.
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Binomialis eloszlas

(3.2.5. Definicié) Egy X val. véltozé binomiélis eloszlasi n € N és
p € [0,1] paraméterekkel, ha

n

px(k) = B(X = k) = (k

>pk(1—p)”k, Vk € {0,1,...,n}.

Jelolés: X ~ B(n; p).
Honnan latjuk, hogy ez a px valdban silyfliggvény?
A nemnegativitds vilagos. Ezenkiviil teljesiil, hogy

n

> px(k)=) (:) PrA-p) =(p+(1-p) =1
k=0

k=0

ahol az utolsé elotti egyenléség a binomidlis tétel miatt igaz.
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Binomialis eloszlas

(3.2.5. Definicié) Egy X val. véltozé binomiélis eloszldsti n € N és
p € [0, 1] paraméterekkel, ha

px(K) = B(X = k) = (Z) pK(1—p)" k., Vke{0,1,...,n}.

Jelolés: X ~ B(n; p).

025 o
oz0 **
o.15f « n=10
. n=40
oo n=100
005h, o
o -

Abra: n viltoztatdsa régzitett p mellett, B(n;1/2) eloszlds
sulyfiiggvénye n = 10,40, 100 esetén. A sulyfiiggvény np koriil

maximalis.
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Binomialis eloszlas

(3.2.5. Definicié) Egy X val. véltozé binomiélis eloszldsti n € N és
p € [0, 1] paraméterekkel, ha

px(k) = P(X = k) = (Z) pK(1—p) K, Vke{o,1,...,n.

Jelolés: X ~ B(n; p).

* p=01
p=0.5
p=0.7

LYY ssssadfessssssdinsssal

Abra: p véltoztatdsa régzitett n mellett, B(41; p) eloszlds
sulyfliggvénye p = 0,1,0,5,0,7 esetén. A stlyfiiggvény np kériil
maximalis. p = 0,5-re a sdlyfiiggvény szimmetrikus:

P(k siker) = P(k kudarc). 13/63



Binomialis eloszlas

(3.2.5. Definicié) Egy X val. véltozé binomiélis eloszldsti n € N és
p € [0, 1] paraméterekkel, ha

px(k) = P(X = k) = (Z) pK(1—p)" k., Vke{0,1,...,n}.

Jelolés: X ~ B(n; p).

X tehat a sikerek szama n db egymdstdl fiiggetlen, p

valdszinliséggel sikeres kisérlet esetén.

Jelolje k € {0,1,..., n} esetén Ay azt az eseményt, hogy a k-adik

kisérlet sikeres. Ekkor X =14, + ...+ 14,.

> Ahogy a fiiggvények Osszeaddsa is pontonként torténik, Ggy a

valdszinliségi valtozdk Gsszeaddsat (Osszeszorzdsat, skalarral
vald szorzasat stb.) is “w-nként” kell értelmezni, tehat:

X(w)=1aw)+...+14,(w), w € Q.

> igy tehit n = 1 esetén a B(1; p) eloszlds a p paraméterii
Bernoulli-eloszldssal egyezik meg.
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Geometriai eloszlas

Ismételgessiink egy p € (0,1) valdsziniiséggel sikeres kisérletet (pl.
dobaljunk egy p valdsziniiséggel fejet mutaté cinkelt pénzérmét,
ahol a fej jelenti szamunkra a sikert).

Lattuk: n kisérlet esetén a sikerek szama~ B(n; p).

Jelolje most X az elsé sikeres kisérlet sorszamat (ha a kisérlet
ismétléseinek szamat nem korldtozzuk). Mi X sulyfiiggvénye?
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Geometriai eloszlas

Ismételgessiink egy p € (0,1) valdsziniiséggel sikeres kisérletet (pl.
dobaljunk egy p valdsziniiséggel fejet mutaté cinkelt pénzérmét,
ahol a fej jelenti szamunkra a sikert).

Lattuk: n kisérlet esetén a sikerek szama~ B(n; p).

Jelolje most X az elsé sikeres kisérlet sorszamat (ha a kisérlet
ismétléseinek szamat nem korldtozzuk). Mi X sulyfiiggvénye?
Elészor is: Ran(X) = {1,2,...}, a pozitiv egész szdmok halmaza.
X tehat megszamldlhatéan végtelen értékkészletli val. valtozé.
Ahhoz, hogy pontosan a k-adik kisérlet legyen az 1. sikeres, ahol
k > 1, az els6 k — 1 kisérletnek sikertelennek, a k-adiknak pedig
sikeresnek kell lennie. A fliggetlenség miatt

px(k)=P(X =k)=(1-p)p, Vke{1,2,...}. (1)

(5.2.1. Definicié.) Az X valészinliségi valtozé geometriai eloszlasd
p € (0,1) paraméterrel, ha (1) teljesil ra. Jelolés: X ~ Geo(p).
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Geometriai eloszlas

(5.2.1. Definicié.) Az X valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasu
p € (0,1) paraméterrel, ha

px(k)=P(X =k)=1—-p)1p, Vke{1,2,...}. (2)

Jelolés: X ~ Geo(p).
. p=0.1

0.4 p=0.5
p=0.9

L
. g
- R T

. .3 .3 .%.%3.%. 2.8
8 10 12 14

Abra: a geometriai eloszlds sulyfiiggvénye p = 0,1,0,5,0,9 esetén.
A sulyfiiggvény monoton csékkens és k = 1-ben pont p az értéke.
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Geometriai eloszlas

(5.2.1. Definicié.) Az X valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasi
p € (0,1) paraméterrel, ha

px(k)=P(X =k)=1—-p)1p, Vke{l,2,...}. (2)

Jelolés: X ~ Geo(p).
Megjegyzések:
> px tényleg silyfiiggvény, ez a végtelen mértani sor
osszegképletébdl adédik (ellendrzése hazi feladat!).
» Az eloszlds a mértani (geometriai) sorozatrdl kapta a nevét.
Nem Osszekeverend6 a geometriai valdsziniiségi mezével.

> Egyes forrasok szoktak X fenti eloszlasat “optimista
geometriai eloszldsnak” nevezni (kisérletek szdma az 1.
sikerig), X — 1-ét pedig “pesszimista geometriai eloszlasnak”
(kudarcok szdma az 1. siker el6tt). Ebbdl a targybdl
geometriai eloszlds alatt mindig az “optimistat” értjiik.
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Geometriai eloszlas: orokifjusag
Egy [épkedbs tdrsasjatékban mar nagyon régdta varunk arra, hogy
el6szor 6-ost dobjunk. Ez alapjan azt reméljiik, hogy a kovetkezo
dobdsunk most mar tényleg biztos 6-os lesz. Megalapozott-e a
reményiink? Kinek mi a tapasztalata ezzel kapcsolatban?
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Geometriai eloszlas: orokifjusag
Egy [épkedbs tdrsasjatékban mar nagyon régdta varunk arra, hogy
el6szor 6-ost dobjunk. Ez alapjan azt reméljiik, hogy a kovetkezo
dobdsunk most mar tényleg biztos 6-os lesz. Megalapozott-e a
reményiink? Kinek mi a tapasztalata ezzel kapcsolatban?

Jelolje X az elsd hatosdobds sorszdmat, ekkor X ~ Geo(p), ahol
p=1/6. Legyen t,s € {1,2,...}. Annak a valdsziniisége, hogy
t-edik kisérletig soha nem dobunk 6-ost:
P(X > t) = P(elsd t kisérlet sikertelen) = (1 — p)".

Es s > 1-re annak a valdszinlisége, hogy az s + t-edik kisérletig
soha nem dobunk 6-ost, feltéve, hogy az s-edikig nem dobtunk:
]P’(X>5—i—t)_(l—p)SJ“t_(1 )t

PX>s)  (t-pr P
Vagyis a két valdsziniliség megegyezik:

P(X > s+ t|X >5)=P(X > t), Vs, t € {1,2,...}.

Vagyis: ha az els6 s kisérletbdl egyszer sem dobtunk 6-ost, akkor
olyan, mintha most kezdddne el6rél a dobdssorozatunk. 16/63
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Geometriai eloszlas: orokifjusag

A geometriai eloszlds
P(X >s+t|X >t)=P(X >s), Vs,t€{1,2,...}  (3)

tulajdonsagat orokifjusagnak (angolul: memoryless property)
nevezziik (Iasd késébb: 5.2.4. Definicid).

Annak a bizonyitdsat most lattuk, hogy a geometriai eloszlas
orokifju. Ennek egyfajta megforditasa is igaz:

(5.2.5. (1) Allités.) Ha egy X nemkonstans valésziniiségi

valtozéra (3) teljesiil és Ran(X) = {1,2, ...}, akkor X ~ Geo(p),
ahol p =P(X =1).

(Bizonyitas)

A diszkrét eloszlasok vildgaban a geometriai az egyetlen 6rokifju
csalad. A folytonos eloszldsokndl fogunk taldlkozni az exponencidlis

eloszlassal, amely szintén orokifju és szorosan kapcsolddik a
geometriai eloszldshoz is.
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Diszkrét egyenletes eloszlds

(3.2.7. Definicié.) Egy X valdsziniiségi valtozé (diszkrét)
egyenletes eloszlast egy n elemii S C R halmazon, ha

px(k) = B(X = k) = -

minden k € S esetén.

Példdk:
» n=6,S5S=1{1,2,...,6}: X egy szabdlyos kockadobas
eredménye.

» n=2,5=1{0,1}: X egy szabdlyos érmedobds eredménye
fej=1, irds=0 elkddoldssal, azaz X = 1 g3
(Altaléban a Bernoulli-eloszlds nem diszkrét egyenletes, csak
ha p=1/2!)

> n=1,5 ={x}: X egy 1 valésziniiséggel konstans x értékii
val. valtozé.
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Poisson-eloszlas
A binomidlis eloszlds pontosan modellezi azt a szituaciét, ahol
tudjuk, hogy hany kisérletet végziink és azok milyen
valdszinliséggel sikeresek.
Vannak olyan szitudcidk, ahol egy bizonyos X véletlen mennyiség
szintén tekinthetd egy véletlen, sokszor egymastdl fliggetleniil
megismételt kisérletnél a sikerek szdmanak, de:
> a kisérletek szama nagy,
> egy-egy kisérletnél a siker valdsziniisége kicsi,
P> és a kisérletek szama és a siker valdszinlisége sem feltétleniil
ismert pontosan.
Példaul:
» 100 évnél idosebb emberek szama Budapesten,
> telefonhivasok szdma Magyarorszagon ma délutdn 4 és 5
kozott,
P egy augusztusi estén egy 6ra alatt észlelt hullécsillagok szdma,
> tovabbi (tobbé-kevésbé j6) példdk — gyakorlaton.

Ilyen esetekben X kozelit6leg Poisson-eloszldsu.
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Poisson-eloszlas

(5.3.1. Definicié.) Az X valdszinliségi valtozé Poisson-eloszldsu
A > 0 paraméterrel, ha

px(k) =P(X = k):Fe : Vk € {0,1,2,...}
Jel6lése: X ~ Pois(\).
j; o A=1
- 1 A=5
0.1 =10

Abra: Poisson-eloszls sulyfiiggvénye X = 1,5, 10 esetén. A
sulyfiiggvény maximuma X\ kérnyékén van.
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Poisson-eloszlas

(5.3.1. Definicié.) Az X valdsziniiségi valtozé Poisson-eloszlast
A > 0 paraméterrel, ha

Ak
=T Vke{o12..)
Jelolése: X ~ Pois(\).

> Ez tényleg egy silyfiiggvény. (Biz.: lasd eléadason)

» (5.3.2. Példa: kaszkaddr sériilései - a varhaté értéket még nem

tanultuk, ezért kicsit médositjuk a példat)
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Poisson-eloszlas

(5.3.1. Definicié.) Az X valdsziniiségi valtozé Poisson-eloszlast
A > 0 paraméterrel, ha

_ A

=T Vke{o1,2...)

Jelolése: X ~ Pois(\).
> Ez tényleg egy silyfiiggvény. (Biz.: lasd eléadason)
» (5.3.2. Példa: kaszkaddr sériilései - a varhaté értéket még nem
tanultuk, ezért kicsit médositjuk a példat)

Intuicié (ldsd el6z6 dia): a Poisson-eloszlas olyan, mint egy
binomialis eloszlds “nagy n-re és kis p-re”.

Ez nem csak heurisztika, hanem matematikailag is precizzé teheto
(ideértve azt is, hogy n fiiggvényében p-t hogyan kell
megvalasztani), amihez viszont segit, ha mar ismerjiik a varhaté
érték fogalmat. Ezért erre a témdra hamarosan visszatériink.
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Zipf-eloszlas és skilafliggetlen halézatok (kiegészitd anyag)

(Def.) Legyen a > 1. Egy X val. véltozé Zipf-eloszldst (avagy
Dzéta-eloszlast) a paraméterrel, ha Ran(X) = {1,2,...} és

ahol Z(a) :=> 72, k2.
» px valdban egy valdszinliségi eloszlas (mi Z(a) szerepe?)
P az a paraméter nem valdszinliség — mas a szerepe, mint p-nek
a geometriai eloszlds esetén

» (Mi a probléma az a < 1 esettel?)
» k — px(k) ,,hatvanytorvény szerint cseng le”

» (Osszehasonlitds a geometriai eloszlassal)

21/63



Zipf-eloszlds a = 2,2 esetén

07 -
0.5} -
=~
[l
< 03 -
By
0.1 D |
L] |:||:|I:I|:| ______
T T T
1 5 10
k

Kép: Noemi Kurttdl, ahogy a 3. dian 1évé is
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A Zipf-eloszlas el6fordulasa
(Példa: a =1)
(Betiik gyakorisdga egy német nyelvii sz6vegben)

Betlik gyakorisdga egy német szovegben
0,2500

0,2250

0,2000

0,1750
0,1500

0,1250

| AT

0,1000 \

0:0750 \\

0,0500 \\

0,0250 &—\

0,0000 T T T T T I — 1
1} 5 10 15 20 25 30 35

Rang (sorszdm csokkend sorrendben)

Relativ gyakorisag

Kép: ,,Zipf-Verteilung-Buchstaben” Antontdl a német nyelvii Wikipediabdl. Licensz: CC BY-SA 3.0, Wikimedia

Commons. A szbvegeket magyarra forditottam.
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Alkalmazas: skalafiiggetlen halézatok/preferential
attachment modell

Kép: A ,,Scale-free network deutsch” feldolgozdsa Noemi Kurt &ltal, CollectiveStupidity - az angol nyelvii eredeti

feldolgozasa. Licensz: CC BY-SA 3.0, Wikipedia

A véletlen iranyitatlan graf létrehozasanak (egyszeriisitett)
szabdlya: a kezdetben egyetlen csicsbdl alld, él nélkiili grafhoz
rendre egy-egy Uj csticsot adunk hozza, amelyet pontosan egy
korabbi cstccsal kotiink 6ssze. Ezt a csticsot a meglévd csticsok

fokszamdval ardnyos valdsziniiséggel vélasztjuk.
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Skalafiiggetlen hdlézatok és a Zipf-eloszlas

Legyen X egy véletlenszeriien valasztott cstics fokszama.

Ha a csticsok szdma nagy, akkor X kozelitdleg Zipf-eloszlasu. Az a
paraméter értéke a hidlézat pontos konstrukcidjatdl fliigg. Az el6z6
dian leirt esetben a ~ 3.

Szimulacids program: http://ccl.northwestern.edu/
netlogo/models/PreferentialAttachment
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http://ccl.northwestern.edu/netlogo/models/PreferentialAttachment

Skalafiiggetlen halézatok

Skalafiiggetlen (nem feltétleniil preferential attachment, de Zipfhez
hasonlé fokszameloszldsti) halézatok (feltételezett) eléfordulasi
helyei:
> Internet
Szocidlis haldzatok
Tudomdnyos egyiittmiikodések (pl. tarsszerzék haldzatai)

>

>

» Elektromos halézatok

» Fehérjemolekula-fajtak kapcsoléddsi haldzatai
>

stb.

Matematikailag rokon modellek
> Bioldgia: él6lényfajok kialakuldsa
> Varosok méretének eloszldsa

» Léteznek hasonlé urnamodellek is
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Osszefoglalds: nevezetes diszkrét eloszlasok

Név Paraméter(ek) Ran(X) P(X = k)
Diszkrét egyenletes ) S 1/]5|
Bernoulli/indikator p € [0,1] {0,1} p, ha k=1,

1—p,hak=0
Binomidlis pel0,1],neN | {0,...,n} | (})p"(1—p)"F
Geometriai pel[0,1] {1,2,...} (1-p)Ip
Poisson A>0 {0,1,...} %Al)‘k

Jeldlés: X =14, X ~ B(n; p), X ~ Geo(p), X ~ Pois(A)...
Melyik mit modellez?

Diszkrét egyenletes Pl. kockadobas barhany oldali kockaval
Indikator Egy p valdsziniiségli esemény indikatora
(Bernoulli) (1 kisérlet, siker — 1, kudarc — 0, siker valdsziniisége p)
Binomiilis Sikerek szdma egy p valdsziniiséggel sikeres kisérlet
n-szeri fliggetlen ismétlésekor
Geometriai Prébalkozésok szama az 1. sikerig (azt is beleértve) egy
p valdsziniiséggel sikeres kisérlet fliggetlen ismétléseinél
Poisson Sikerek szama egy nagyon sokszor ismételt, nagyon kis
valészinliséggel sikeres kisérletnél,
ritka események szama egy adott iddintervallumban
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Osszefoglalds: nevezetes diszkrét eloszldsok

Név Paraméter(ek) Ran(X) P(X = k)
Diszkrét egyenletes S S 1/]5]
Bernoulli/indikator p€[0,1] {0,1} p, ha k=1,

1—p,hak=0
Binomiilis pe[0,1,neN | {0,...n} | ()p*(1—p)"*
Geometriai p € [0,1] {1,2,...} (1-p)F1p
Poisson A>0 {0,1,...} X

Jeldlés: X =14, X ~ B(n; p), X ~ Geo(p), X ~ Pois(A)...

Mi segithet még felismerni Sket (a nevezetes eloszlas tabldzaton kiviil)?

Diszkrét egyenletes véges sok lehetséges érték,
mind azonos valészinliséggel
Indikator 2 lehetséges érték: 0 és 1 (,,siker” és ,,kudarc”)
Binomiilis véges sok lehetséges érték, nem feltétleniil mind
azonos valdsziniiség(i*
Geometriai a val. valtozé értéke barmilyen pozitiv egész szam lehet,
de 0 nem, és intuitive teljesiil az 6rokifjisdg
Poisson a véltozé értéke barmely természetes szam lehet, 0 is*

*Ez nem csak a tabldzatban szerepld eloszldsra igaz!
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Varhato érték — egyszerli valdsziniiségi valtozék

A vérhaté érték azt adja meg, hogy “dtlagosan” mekkora egy
valdsziniiségi valtozo.

(3.2.1. Definicié.) Egy X valdsziniiségi valtozd egyszerii, ha csak
véges sok értéket vehet fel. Egy egyszer(i valdsziniiségi valtozd
varhato értéke:

EX)E S kP(X=k= > kpx(k).

keRan(X) keRan(X)

» Intuicié: a varhatd érték a val. valtozé értékeinek a
valészinliségeikkel stlyozott dtlaga.

> (3.2.2. Példa (1)—(3))
> Ossznépi gyakorlat: varhaté nyeremény a lottén, 4.2. feladat

28/63



Varhato érték — egyszerli valdsziniiségi valtozék

A kockadobas specidlis esete a diszkrét egyenletes eloszlasnak: ha
X egyenletes eloszlast az n elemii S = {1,2,..., n} halmazon,
akkor

In(n+1) n+1

n 2 2

1
E(XX)=~(1+2+...4n) =
(Lésd 3.2.7. Definicié)

Indikatorvaltozé varhatd értéke: ha A € F esemény, akkor

E(1a) = 1-P(A) + OP(A) = P(A).

(Lésd 3.2.2. Példa (4))
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A vérhato érték linearitasa
(3.2.3. Allitas [A varhat6 érték linearitésa]) Legyenek X és Y
egyszerii valdszinliségi valtozék és ¢ € R. Ekkor E(cX) = cE(X)

ésE(X+Y)=EX)+E(Y).

» Bdr a bizonyitds (lasd jegyzet) mdr egyszerii val. véltozék
esetén sem trividlis, az allitds barmilyen X és Y (nem is
feltétlendl diszkrét) val. véltozéra igaz, amelyeknek definidlt a
varhaté értéke.
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A vérhato érték linearitasa
(3.2.3. Allitas [A varhat6 érték linearitésa]) Legyenek X és Y
egyszerii valdszinliségi valtozék és ¢ € R. Ekkor E(cX) = cE(X)
és E(X + Y) = E(X) + E(Y) .

» Bdr a bizonyitds (lasd jegyzet) mdr egyszerii val. véltozék
esetén sem trividlis, az allitds barmilyen X és Y (nem is
feltétlendl diszkrét) val. véltozéra igaz, amelyeknek definidlt a
varhaté értéke.

» Ez alapjan a védrhatd érték dgy viselkedik, mint a vektorok
matrixszal valé szorzasa. Ahogyan haszniljuk a zaréjelek
nélkiili Ax jelolést egy A matrixra és neki megfelelé méretii x
vektorra, itt is szokas E(X) helyett EX-et vagy E[X]-et irni.
A zh-n, vizsgdn ezek mindegyikét elfogadjuk.

» Fontos azonban, hogy a jel6lés értelmes legyen. Pl.:
E(X?) = EX? = E[X?] az X2 val. véltozé varhaté értéke, mig
E(X)? = (EX)? = E[X]? az X val. véltozé varhaté értékének
négyzete — latni fogjuk, hogy a kettd dltaldban nem ugyanaz.

30/63



A varhatd érték linearitasa

(3.2.3. Allitas [A varhat6 érték linearitdsa]) Legyenek X és Y

egyszerii valdsziniiségi valtozdk és ¢ € R. Ekkor E(cX) = cE(X)
ésE(X+Y)=EX)+E(Y).

(3.2.6. Példa alatt.) Ez alapjan szdmoljuk ki egy X ~ B(n; p)
binomidlis eloszlast val. valtozé varhatd értékét.

Volt: jeldlje k € {0,1,...,n} esetén Ay azt az eseményt, hogy a k.
kisérlet sikeres. Ekkor X =14, + ...+ 14,. fgy
EX)=p+...4+p=np.

A binomidlis eloszldst val. valtozé varhaté értékét definicid szerint
is egyszeriien kiszdmolhatjuk (I3sd el6adas).

(3.2.4. Példa: 3 halmazra vonatkozé Poincaré-formula bizonyitasa)

(éssznépi gyakorlat: 4.8. feladat, algel style, vé. 1.13. feladat —
kovetkezé dia)
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4.8. feladat (megoldas: 1dsd Gssznépi gyakorlat)

Egy kezdetben iires, 1-t8l 2n-ig indexelt témbbe (ahol n > 1)
beszlrunk 2n elemet gy, hogy barmely két elem kiilénb6zd helyre
keriiljon (vo. 1. feladatsor, 13. feladat). Tegyiik fel most, hogy az
elemek fele paros, a masik fele pedig paratlan szam. A 2n—1
szomszédos elempdr koziil varhatéan hany olyan lesz, amely

a) két paros szambdl all?

b) egy péros és egy pératlan szambdl &l (tetszéleges

sorrendben)?
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Varhato érték — diszkrét valdszinliségi valtozok
Egy egyszerli valészinliségi valtozé vérhatd értéke:
def
EX)S Y kP(X=k= > kpx(k). (4)
keRan(X) keRan(X)

Kérdés: jé-e ugyanez a képlet barmely X diszkrét valdsziniiségi
valtozéra?
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Varhato érték — diszkrét valdszinliségi valtozok
Egy egyszerli valészinliségi valtozé vérhatd értéke:
EX)E Y kPX=Kk= Y kex(k).  (4)
keRan(X) keRan(X)

Kérdés: jé-e ugyanez a képlet barmely X diszkrét valdsziniiségi
valtozéra? Valasz: igen, ha a varhaté érték létezik!

> Ha P(X >0) = 1: E(X) € [0, oo] jéldefinidlt a fenti képlettel.

> Ha P(X < 0) = 1: E(X) € [~o0, 0] jéldefinialt.

> (4.3.2. Definicié.) Legyen X tetszéleges valdszinliségi valtozd.
Jeldlje X+ = max(X,0) az X pozitiv részét, és X~ = max(—X,0)
az X negativ részét. Ekkor X és X~ nemnegativ valdsziniiségi
valtozdk, tovédbba

X=Xt =X és|X| =X+ X~
Ha E(X*) < oo vagy E(X ™) < oo, akkor legyen
E(X) € E(X*) ~ E(X 7).

ami vagy egy valds szam, vagy +o0o, vagy —oo. Ha
E(XT) =E(X™) = oo, akkor a varhatd értéket nem értelmezziik. 33,63



Varhato érték — diszkrét valdszinliségi valtozok

(Definicid.) Legyen X diszkrét valdszinliségi valtozd, amelyre

S IKlpx(K) < co.

keRan(X)
Ekkor
EX)E Y kP(X=k= Y kpx(k)€R
keRan(X) keRan(X)

> A fenti definiciénal a Mészaros Szabolcs-féle jegyzetet kissé
egyszerlisitve a 3.4.1., 3.4.3. Definiciét, valamint a 3.4.2.
Allitast egy definiciéva vontam Ossze, és haszndltam a 4.3.2.
Definiciét is.
Viszont fontos, hogy ldssuk, hogy egy végtelen értékkészleti
val. véltozd varhaté értéke nem mindig joldefinialt.
34/63



Varhato érték — geometriai és Poisson-eloszlas

(Allités.) Legyen X ~ Geo(p), p € (0,1). Ekkor E(X) = %.
Intuicié: a kockadobas atlagosan 6. kisérletre lesz hatos.
(Bizonyitds — lasd 5.2.2. Példa alatt)

(Allités.) Legyen X ~ Pois()\), A > 0. Ekkor E(X) = A.
(Bizonyitds — lasd 5.3.1. Definicié alatt)

(Kérdés, eléaddson nem részletezziik.) Legyen X Zipf-eloszlasu

a > 1 paraméterrel. Milyen a esetén véges, illetve végtelen X
varhaté értéke?
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Binomialis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal

Volt: sok azonos sikervaldsziniiségll, fliggetlen kisérlet esetén, ha n
kisérlet van és mind p valdszinliséggel sikeriil, akkor a sikerek
szama~ B(n; p).
Ha n nagy, p kicsi és ismeretlenek, akkor a sikerek szdma jé
kozelitéssel Pois(A) alkalmas A > 0-ra.
Kérdés:
» Nagy n és alkalmas kicsi, n-tél fliggd p = p, esetén tényleg
kozelithetd a B(n; p,) eloszlds egy Pois(\) eloszldssal?
Ez nagyban segitené a szdmoldsokat, mert nem kellene dridsi
binomidlis egyiitthatékat meghatdrozni (még akkor sem, ha
n-t pontosan ismerjiik).
> Ha igen: hogyan kell ehhez p, értékét megvalasztani, hogyan
tartson p, nulldhoz, amint n — oo?
» Mi lesz (a p,-ektdl fiiggben) A\ értéke?
Lattuk: X, ~ B(n; pr) = E(X) = npp.
X ~ Pois(A) = E(X) = A.
Intuicié: a p, = \/n vélasztas j6 lesz (a varhaté érték ekkor
vdltozatlan marad). 36/63



Binomialis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal

(5.3.3. Allités.) Legyen n pozitiv egész, A € (0,00), és jel6lje
pn = A/n-et. Ekkor

lim () pk(1 R R
nLn;O k pn( _Pn) _ﬂe ) 6{7 ’ 7}

(Bizonyitas)

A bizonyitas hasonléan mikdédik akkor is, ha p, nem pontosan
A/n, de np, = \. Pl. p, = ﬁ vagy pn = esetén is igaz az
allitas.

A nevezbben 1év6 n-hez barmit hozzaadhatunk vagy barmit
kivonhatunk beldle, ami n-nel osztva nulldhoz tart, amint n — oo.

A
n+Inn

(5.3.4. Példa: magyarérettségi)

37/63



A vérhato érték egyéb tulajdonsagai
A varhaté érték linearitdsa (E(X + Y) = E(X) + E(Y),
E(cX) = cE(X), v6. 3.2.3 Allitss) tetszéleges (nem feltétleniil
diszkrét) X, Y valdszinliségi valtozékra is igaz, amelyeknek létezik
a varhatd értéke.
Folytonos valdszinliségi valtozék — a varhaté érték kiszamitdsanak
médja mds lesz, mint a diszkrét esetben (ldsd késébb), de a
linearitas érvényes marad.
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A vérhato érték egyéb tulajdonsagai
A varhaté érték linearitdsa (E(X + Y) = E(X) + E(Y),
E(cX) = cE(X), vb. 3.2.3 Allits) tetszéleges (nem feltétleniil
diszkrét) X, Y valdszinliségi valtozékra is igaz, amelyeknek létezik
a varhatd értéke.
Folytonos valdszinliségi valtozék — a varhaté érték kiszamitdsanak
médja mds lesz, mint a diszkrét esetben (ldsd késébb), de a
linearitds érvényes marad.
Egyéb konnyii tulajdonsigok: egy (nem feltétlenil diszkrét) X val.
véltozé és —oo < a < b < 0o szdmok esetén
» ha P(a < X < b) =1, akkor a < E(X) < b,
» ha P(X > a) = 1, akkor E(X) definidlhaté (legrosszabb
esetben +oo értékkel) és E(X) > a.
Specidlis eset: ha X nemnegativ, akkor E(X) € [0, o],
» ha P(X < b) =1, akkor E(X) definidlhaté (legrosszabb
esetben —oo értékkel) és E(X) < b.
Zh-n, vizsgan vérhatd értékkel kapcsolatos feladatoknal érdemes pl.
ellendrizni, hogy egy [0, 1]-értékii val. valtozd varhatd értékére 0 és 1
kozotti szamot kaptunk-e. Sajnos tavaly elég sok ellenpéldat lattunk... :( 38/63



Transzformalt varhato értéke diszkrét esetben

Egy X valdszinliségi valtozé egy transzformaltjan valamely

g: Ran(X) C R — R fiiggvény esetén a g(X): Q — R fliggvényt
értjiik.

A transzformiltat is “w-nként” definialjuk:

Példaul ha X egy kockadobas eredménye és tudjuk, hogy X =5,
akkor X? = 25.

Ha X diszkrét val. valtozd, akkor barmilyen transzformaltja szintén
val. vdltozé (azaz {g(X) < x} € F teljesiil minden x € R-re) és
szintén diszkrét. Altaldnos val. valtozéknal ennél bonyolultabb a
helyzet.

Kérdés: hogyan szamoljuk ki a diszkrét val. vdltozé
transzformaltjdnak varhaté értékét (ha az létezik)?
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Transzformalt varhato értéke diszkrét esetben

Kockadobdsos példa (3.2.2. Példa (2)) — kiszamoltuk X2
salyfiiggvényét és ez alapjan E(X?)-et:

E(X?) = > KP(X? = k).
ke{1,4,9,16,25,36}=Ran(X?)

Kérdés: tényleg muszaj ehhez X2 siilyfiiggvényét kiszamolni?
Alternativa: tekintsiik X sulyfiiggvényét és stilyozzunk k>-tel k
helyett:
E(X?) = > K2P(X = k).
ke{1,2,...,6}=Ran(X)

Altalaban igaz (lsd 4.3.5. Allitas, nem bizonyitjuk):
Ha X diszkrét valdszinliségi valtozd, akkor barmely g(X)
transzformaltjara, amelynek a varhaté értéke létezik:

E@g(X) = Y gk)P(X = k)

keRan(X)
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Valdsziniiségi valtozok momentumai
Ha X diszkrét valdszinliségi valtozd, akkor barmely g(X)
transzformaltjira, amelynek a varhaté értéke létezik:

E(g(X)= Y &(k)P(X=k).

keRan(X)
A korabbi definicié szerint E(g(X)) akkor létezik, ha
o> Y [KP@EX) =K = Y le()PX=1),
keRan(g(X)) /€Ran(X)

a jobb oldal pedig a transzformalt varhatd értékére vonatkozd
képlet szerint éppen E(|g(X)|). (Példa: &ssznépi 4.13. feladat)
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Valdsziniiségi valtozok momentumai
Ha X diszkrét valdszinliségi valtozd, akkor barmely g(X)
transzformaltjira, amelynek a varhaté értéke létezik:

E(g(X)= Y &(k)P(X=k).

keRan(X)

A korabbi definicié szerint E(g (X)) akkor Iétezik, ha

o> Y [KP@EX) =K = Y le()PX=1),

keRan(g(X)) /€Ran(X)

a jobb oldal pedig a transzformalt varhatd értékére vonatkozd
képlet szerint éppen E(|g(X)|). (Példa: &ssznépi 4.13. feladat)
Specidlis eset: g(x) =x", n=1,2,....
(Definicié.) E[| X|"]-t az X val. valtozd n. abszolit momentumanak
nevezziik. (Ez mindig jéldefinidlt, ha megengedjiik a +oo értéket.)

Ha X-nek véges az n. abszolit momentuma, akkor E(X")-t az X
val. vdltozé n. momentumdnak nevezziik.

Az 1. momentum tehdt a varhatd érték (ha létezik).
(Példa: indikatorvaltozé momentumai) 41/63



Monte Carlo- és Las Vegas-algoritmus

Emlékeztetd: a véletlent hasznalé algoritmusok két nagy csoportja:

» Monte Carlo-algoritmus: A Iépésszam rogzitett, nem fiigg a
véletlentdl, de az algoritmus bizonyos pozitiv valdsziniiséggel
hibas eredményt ad.

Példa: Fermat-primteszt, RSA és varidnsaik,
Karger-algoritmus.

P Las Vegas-algoritmus: Az algoritmus mindig helyes eredményt
ad, de a |épésszam véletlen.
Példa: Randomized Quicksort.
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A varhatd érték alkalmazasai diszkrét esetben

(3.3. fejezet, Randomized Quicksort algoritmus)

Emlékeztet6 algelbdl: minden Gsszehasonlitas alapl rendezés
hasznal legalabb Q(nlog n) &sszehasonlitast (legrosszabb esetben,
ahol n a tdmb rendezni kivant elemeinek szdma).

Példak rendezd algoritmusokra, amelyek O(nlog n) lépésben
rendezik a tombat (lasd algel):
> Gsszefésiiléses rendezés (mergesort),

» kupacos rendezés (heapsort).

Randomized Quicksort: egy olyan, véletlent hasznalé algoritmus,
amelynek lépésszama legrosszabb esetben ©(n?), de varhaté
értékben O(nlog n), és az el6bbi ketténél kdnnyebben
implementalhatd.
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Randomized Quicksort
Legyenek xi,x2, ..., X, a rendezni kivdnt tomb elemei (x; all az i
index(i helyen), ahol feltessziik, hogy ezek paronként kiilonbozdek.
Jeloljiik yi, ..., ya-nel a rendezés végeredményét, azaz ez az x;-k
egy olyan felsoroldsa, ahol y; < ... < y,.

Algoritmus: Ha a tomb egy elemii, visszatérési érték a tomb.
Egyébként valasztunk egy p elemet (neve: pivot elem/particiondlé
elem), a tébbieket pedig szétvdlogatjuk két tombre: p-nél kisebbek
és p-nél nagyobbak (ez n — 1 dsszehasonlitast jelent).

Ennek konkrét implementacidjat két mozgo pointerrel idén
tavasszal lattuk algelbél, ezzel itt nem foglalkozunk.
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Randomized Quicksort
Legyenek xi,x2, ..., X, a rendezni kivdnt tomb elemei (x; all az i
index(i helyen), ahol feltessziik, hogy ezek paronként kiilonbozdek.
Jeloljiik yi, ..., ya-nel a rendezés végeredményét, azaz ez az x;-k
egy olyan felsoroldsa, ahol y; < ... < y,.

Algoritmus: Ha a tomb egy elemii, visszatérési érték a tomb.
Egyébként valasztunk egy p elemet (neve: pivot elem/particiondlé
elem), a tébbieket pedig szétvdlogatjuk két tombre: p-nél kisebbek
és p-nél nagyobbak (ez n — 1 dsszehasonlitast jelent).
Alkalmazzuk rekurzivan a quicksort algoritmust a kapott két
tombre, majd adjuk vissza az ebbdl Gsszekonkatendlt eredményt:
p-nél kisebbek rendezve, aztan p, végiil p-nél nagyobbak rendezve.

» Las Vegas-algoritmus (biztosan jé eredmény, véletlen
|épésszam)

P legrosszabb esetben mindenkit mindenkivel 6ssze kell
hasonlitanunk — (5) = ©(n?) &sszehasonlitis.
Példaul ha mar eleve sorba van rendezve a tomb, és mindig a

legelsé elemet valasztjuk pivot elemnek.
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Randomized Quicksort

Kérdés: atlagosan mennyi id6 alatt fut le az algoritmus, ha a pivot
elemeket véletlenszeriien és egymastdl fliggetleniil vélasztjuk?

(3.3.1. Alll'tés.) Jeldlje X, a quicksort algoritmusban elvégzett
Gsszehasonlitdsok (véletlen) szdmat, ha a bemenet hossza n. Ekkor
E(Xn) <2ninn+2n= O(nlog n).

(Bizonyités: lasd eldadds. Ehhez haszndljuk a Y-p_; £ < Inn+1

allitast, amit nem bizonyitunk.)

(Mészaros Szabolcs jegyzetében E(X,) < 2nln n van, itt csak
E(X») < 2nIn n+ 2n-t bizonyitok be, hogy a bizonyitds egy kicsit kellemesebb
legyen. Mivel a 2n lassabban n6, mint barmilyen konstansszor nln n, ez nem

nagy veszteség.)
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Megjegyzés: rendezés C++-ban
A C++ szabvény szerint a rendezésnek O(nlog n) lépésbe bele kell
férnie legrosszabb esetben is.
Algoritmus: valamilyen konkrét ¢ > 0-ra cnlogn
megprobaljuk lefuttatni a randomized quicksort algoritmust. Mivel
ez atlagosan O(nlog n) ideig tart, jé eséllyel cnlog n 1épés elég
lesz, ha ¢ elég nagy.
De a véletlen miatt id6rol idore el6fordulhat, hogy nem késziil el
ennyi id6 alatt, hiszen a 1épésszam legrosszabb esetben ©(n?).
Ekkor cnlog n Iépés utan a gyorsrendezést abbahagyjuk és kupacos
rendezéssel O(nlog n) |épésben rendezziik tombot.
A kapott algoritmus még mindig egy Las Vegas-algoritmus, de
determinisztikusan (a legrosszabb esetre vonatkozdan) is
O(nlog n) |épésszamdi.
Ha c-t megfelelden valasztjuk, akkor ez varhatd értékben még
mindig jobb |épésszamu, mint a sima kupacos rendezés (ami a
leggyorsabb ismert determinisztikus rendezé algoritmus, lasd algel).
Legrosszabb esetben persze rosszabb nédla, de még mindig
O(nlog n) |épésszamd. 4663



Széras, szérasnégyzet
Azt szoktdk mondani, hogy a varhaté érték ,,a legtobb informacid,
amit egy eloszlasrdl/valdsziniiségi valtozérdl egyetlen szammal ki
lehet fejezni”.
Ez az informdcié nyilvanvaléan nem lehet teljes. (Pl.: ,,a
dobdkocka atlagosan 3,5-et mutat” — ez igaz, de ebbdl semmi
nem deriil ki pl. a dobdkocka értékkészletére vonatkozdan.)
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Széras, szérasnégyzet
Azt szoktdk mondani, hogy a varhaté érték ,,a legtobb informacid,
amit egy eloszlasrdl /valdsziniiségi valtozdrdl egyetlen szammal ki
lehet fejezni”.
Ez az informdcié nyilvanvaléan nem lehet teljes. (Pl.: ,,a
dobdkocka atlagosan 3,5-et mutat” — ez igaz, de ebbdl semmi
nem deriil ki pl. a dobdkocka értékkészletére vonatkozdan.)

Példa: egy nyereményjatékban vald részvételhez 1 eurdt kell
befizetniink. A jatékvezetd feldob egy pénzérmét, és ha az
eredmény fej, akkor atad nekiink 2 eurét, kiillonben buktuk az 1
eurdnkat is.

Ekkor a nyereményiink varhaté értéke Q eurd.

Most emeljiik a befizetendd Gsszeget 1000 eurdra, a lehetséges
nyereményt pedig 2000-re. A varhaté érték nem valtozik, de
érezziik a kiilonbséget.

Altaldnos kérdés: Hogyan tudjuk a valdszinliségi valtozo és a

varhaté értéke tavolsagat mérni?
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Széras, szérasnégyzet
Egy X valdszinliségi valtozé vérhatd értéktdl vald (abszolit)
eltérése: | X — E(X)|.
Vizsgdlhatnank ennek a vdrhaté értékét, de az abszolut értékkel
sokszor kellemetlen dolgozni.
Helyette ezen tavolsag négyzetét, vagyis az

E[(X — E(X))*]

mennyiséget fogjuk vizsgalni. Ennek a mennyiségnek szdmos
érdekes és hasznos tulajdonsdga van — amellett, hogy kénnyebb
vele szamolni.

(6.4.1. Definicié6 masodik fele.) Legyen X valdszinliségi véltozo,
amelyre E(X?) < co. Ekkor a
D*(X) := E[(X — E(X))?]

mennyiséget az X val. valtoz6 szérasnégyzetének nevezziik, a
D(X) = /D?(X) mennyiséget pedig X szbrdsinak.
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Széras, szérasnégyzet

D*(X) = E[(X — E(X))?], D(X) = /D*(X).
Megjegyzések:

> A szdrasnégyzet (mint egy nemnegativ mennyiség varhaté
értéke) mindig nemnegativ, igy lehet beldle négyzetgyokot
vonni.

» Ha D?(X) =0, akkor (X — E(X))? egy nemnegativ val.
valtozd, amelynek varhaté értéke 0, igy (X —E(X))?> =0
teljesiil 1 valésziniiséggel, vagyis P(X = E(X)) = 1.

Ez az allitas forditva is igaz, tehat:
X szérasa/sz6rasnégyzete pontosan akkor 0, ha X egy
valészinliséggel konstans.

> A szdrasnégyzetet szokds variancidnak is nevezni (késébb latni
fogjuk, hogy miért). A széras angol neve standard deviation,
ami arra utal, hogy ez a vérhaté értéktdl valé atlagos eltérés
mérészama.
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Széras, szérasnégyzet

D?(X) = E[(X — E(X))?], D(X) = /D(X).
A szérasnégyzet kiszamitdsa a gyakorlatban a kovetkez6 formula
alapjan torténik (bar néha egyszeriibb a definicié alapjan szdmolni):

D?(X) = E(X?) — E(X)2.
(Bizonyitas:

D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X? — 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) — E(X)?,
a varhaté érték linearitdsa miatt.)

A szérasnégyzet el6bbi tulajdonsdgainak kovetkezménye:
ha E(X?) < oo, akkor E(X?2) > E(X)?, és egyenl8ség akkor és
csak akkor all fent, ha X egy valdszinliséggel konstans.
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A széras(négyzet) elemi tulajdonsagai

(Els6 példa a szérasra: dobdkocka, 6.4.4. Példa (1))

(Példa széras kiszamitdsara: 6ssznépi 4.14. ,,szarvasos” feladat)
(Allitas.) Ha E(X?) < oo és a, b € R, akkor
D?(aX + b) = a°D?(X).

(Bizonyitas)
Specidlis esetek: ¢ € R esetén
> D?(cX) = ?D?(X)
> D2(X + ¢) = D?(X).
Kovetkezmény (6.4.3. Allitas): ha E(X?) < oo és ¢ € R, akkor
» D(cX) = |c|D(X) (a széras abszolit homogén)
» D(X + ¢) = D(X) (a széras eltolds-invaridns).
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A széras(négyzet) elemi tulajdonsagai

D?(aX + b) = a°D?(X).

Figyelem: a varhatd értékkel ellentétben a szérasnégyzet altaldban
nem additiv!

Pl. legyen X nemkonstans val. valtozé, amelynek szérasa |étezik,
és legyen Y = —X. Ekkor

D?(X + Y) =D?*(X — X) =0,

de
D?(X) + D?(Y) = 2D?(X) # D*(X + Y).
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A széras(négyzet) elemi tulajdonsagai

D?(aX + b) = a°D?(X).

Figyelem: a varhatd értékkel ellentétben a szérasnégyzet altaldban
nem additiv!

Pl. legyen X nemkonstans val. valtozé, amelynek szérasa |étezik,
és legyen Y = —X. Ekkor

D?(X + Y) =D?*(X — X) =0,

de
D?(X) + D?(Y) = 2D?(X) # D*(X + Y).

Lesz: Ha X és 'Y fiiggetlen val. valtozok, akkor
D2(X + Y) = D?(X) + D?(Y).
Ehhez még meg kell ismerkedniink a val. valtozék fiiggetlenségének fogalmaval

— hamarosan kovetkezik.
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Nevezetes diszkrét eloszlasok szérdsnégyzete
(Lasd 6.4.4. Példa (2)—(5), a (3)-at még nem kell érteni)
Indikator: Legyen X = 14 egy A esemény indikdtora. Ekkor
D?(X) = P(A)(1 — P(A)).
(Bizonyitas)
Mas szavakkal: ha X Bernoulli-eloszlast p € [0, 1] paraméterrel,
akkor D?(X) = p(1 — p).

Binomialis: Legyen X ~ B(n; p). Ekkor D?(X) = np(1 — p).
Késbbb fogjuk bizonyitani, a zh-n elég a képletet tudni vagy az
eloszlastablazatbdl kiolvasni.

Geometriai: Legyen X ~ Geo(p), ekkor D?(X) = (1 — p)/p?.
(Részleges bizonyitds — csak (gy, ahogy Mészaros Szabolcs
jegyzetében van)

Poisson: Legyen X ~ Pois()\), ekkor D?(X) = A
(Bizonyitds: gyakorlaton! 4. gyakorlat, 11. feladat.)
Megjegyzés: Poisson-eloszldsnal D?(X) = E(X), ez mas ismert
eloszlascsalddra nem jellemzo.
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Diszkrét valdszinliségi valtozdk fliggetlensége

Eddig alapvetéen 1 darab (tobbnyire diszkrét) valdsziniiségi véltozd
eloszlasardl (sulyfuggvényérdl, varhatd értékérdl, szérasardl stb.)
volt szé.

Most: Szeretnénk valamit mondani arrdl, hogy tébb (&ltaldban 2)
diszkrét valdszinliségi valtozé egymastdl hogyan fiigg, illetve
egymas viselkedését hogyan befolydsolja, és ez hogy irhaté le
valamilyen egyszer(i, kompakt formdaban.

Ezen beliil szeretnénk a fiiggetlenség fogalmat, amelyet eddig csak
események esetén definidltunk, val. valtozdkra is kiterjeszteni.

Példa: Egy dobdkockat kétszer feldobunk, jeldlje X az els6 és Y a
mdsodik dobds eredményét. Ekkor X értéke ismeretében semmivel
nem tudunk tobbet Y értékérol, mint ezen informacid nélkiil, és
viszont. Mindjart Iatni fogjuk: ebben az esetben X és Y valdéban
fliggetlen valdszinliségi valtozdk.
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Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége
Emlékeztetd: az A, B események fliggetlenek, ha
P(AN B) =P(A)P(B).
(6.1.1. Definicié.) Legyenek X, Y: Q — R valdszinliségi valtozék
az (2, F,P) val. mezén. Azt mondjuk, hogy X és Y fiiggetlenek,
ha minden x,y € R-re az {X < x} és az {Y < y} események
fliggetlenek, azaz P(X < x, Y <y) =P(X < x)P(Y < y).

Ez a definicid j6 lesz akkor is, ha nem feltétleniil diszkrét val.
véltozdkkal foglalkozunk. Diszkrét esetben van ennél
egyszer(ibb /intuitivabb ekvivalens definicidja is a fiiggetlenségnek.

55/63



Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége
Emlékeztetd: az A, B események fliggetlenek, ha
P(AN B) =P(A)P(B).
(6.1.1. Definicié.) Legyenek X, Y: Q — R valdsziniiségi valtozék
az (Q, F,P) val. mezdn. Azt mondjuk, hogy X és Y fiiggetlenek,

ha minden x,y € R-re az {X < x} és az {Y < y} események
fiiggetlenek, azaz P(X < x, Y < y) =P(X < x)P(Y < y).

(6.1.3. Allitds.) Két diszkrét valésziniiségi véltozs, X és Y
pontosan akkor fiiggetlen, ha minden x,y € R-re az {X = x} és
{Y = y} események fiiggetlenek, azaz

P(X=x,Y=y)=P(X =x)P(Y =y).

Megjegyzések:
P (X=xY=y} T (X=xé Y=y ={X=x}n{Y =y
Hasonl6an definidljuk pl. az {X < x, Y < y} eseményt is.
> (A fliggetlenség ,,varatlan” esetekben is el6fordulhat, lasd
6.1.2. Példa mésodik fele)
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Valdszinliségi valtozdk fliggetlensége
Emlékeztetd: az A, B események fliggetlenek, ha
P(AN B) =P(A)P(B).
(6.1.1. Definicié.) Legyenek X, Y: Q — R valdsziniiségi valtozék
az (Q, F,P) val. mezdn. Azt mondjuk, hogy X és Y fiiggetlenek,
ha minden x,y € R-re az {X < x} és az {Y < y} események
fiiggetlenek, azaz P(X < x, Y < y) =P(X < x)P(Y < y).

(6.1.3. Allitas.) Két diszkrét valésziniiségi véltozs, X és Y
pontosan akkor fiiggetlen, ha minden x,y € R-re az {X = x} és
{Y =y} események fiiggetlenek, azaz

P(X=x,Y =y)=P(X =x)P(Y =y).

Megjegyzések:

» Altaldban igaz: X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha
barmilyen “csak X-tél fiiggd esemény” (pl. {X? > 5}) és
barmilyen “csak Y-tél fiiggd esemény” (pl. {sin(Y) =1/2})
fliggetlenek. (Pontosabb, de kicsit ijesztébb megfogalmazas: lasd a

6.1.3. Allitas alatt.) 55/63



Példa: diszkrét egyiittes eloszlas és fiiggetlenség (6.2.
fejezet)

Példa: Egy szabdlyos pénzérmét kétszer feldobunk. Legyen
X =152 dobss fej} €S legyen Y a dobott fejek szdma.
1. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlasat, azaz a
P(X = k, Y =) valésziniiségeket minden olyan k, | értékre,
amire ez nem 0.
2. Adjuk meg X és Y peremeloszldsait (margindlis eloszlasait) is,
azaz a px és py sulyfiiggvényt.
3. Fiiggetlen-e X és Y?
4. Szamoljuk ki E(XY)-t. (Emlékeztetd: definicié szerint
XY (w) = X(w)Y(w), w e Q.)
(Miel6tt elkezdenénk szamolni, gondoljuk meg, hogy fiiggetlenek-e,
illetve mik lesznek X és Y perem-silyfiiggvényei.)
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Példa: diszkrét egyiittes eloszlas és fiiggetlenség

X =1{(a2 dobss fej) Y =a dobott fejek szama.
Az egyiittes eloszldst tabldzatban adjuk meg (szamolés: el6adas):

X

v 0 1
0 7 0
1 1

2 0 7

A tablazatban szerepl6 valdszinliségek Gsszege 1.
Hol |atszanak a tiblazatban a peremeloszlasok?
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Példa: diszkrét egyiittes eloszlas és fiiggetlenség

X =15 2. dobss fej}, ¥ =a dobott fejek szama.
Az egyiittes eloszlast tabldzatban adjuk meg (szamolas: eléadas):

X
y 0 1]py
0 i 0 3
1 1] 1
, st
2 ? 5l
PX 5 3

A tablazat 6 részében 1évé valdszinliségek Osszege 1.
Hol |atszanak a tiblazatban a peremeloszlasok?
> px(k)=P(X =k)= ZIERan(Y) P(X =k, Y =1), ezért a
tablazat oszloposszegei adjadk px megfelel6 értékeit.
> py() =P(Y =1) = > keranx) P(X =k, Y = 1), ezért a
tablazat sorosszegei adjdk py megfeleld értékeit.
E(XY) = 3 (I4sd eléadds). X és Y nem fiiggetlenek, mert pl.
P(X=0,Y=2)=0#P(X=0)P(Y =2).
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., Tippek, triilkkok” egyiittes eloszldasokhoz

X
y 0 1]py
0 1“0l 1
1 ili
rO S
29 41
PXx 5 3 1

Barmilyen X, Y diszkrét val. valtozék esetén:

» Ahhoz, hogy beldssuk, hogy X és Y nem filiggetlenek, elég
egy olyan (k, /) part taldlni, amelyre
P(X =k, Y=1)#P(X=kP(Y =1).
A tdblazatban konnyen |dtszé specidlis eset: ha
0=PX =k, Y=1I),PX=k)#0,P(Y =1)#0.

» Viszont ahhoz, hogy beldssuk, hogy X és Y fiiggetlenek,
minden (k, /) parra végig kell nézni, hogy
P(X =k, Y =1)=P(X = k)P(Y =) teljesiil-e.

> Fontos X és Y sorrendje. Ha forditott sorrendben irjuk fel

X-et és Y-t, akkor px lesz a sorokban és py az oszlopokban.
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Fliggetlen valdszinliségi valtozok szorzatanak varhaté
értéke

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor a szorzatuk varhatd értéke a varhaté
értékiik szorzata:

(6.1.4. Allitas.) Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozék, és
E(XY), E(X) és E(Y) létezik, akkor

E(XY) = E(X)E(Y). (5)

(Bizonyitds egyszer(i val. valtozdk esetén — az altaldnos diszkrét
eset bizonyitdsa hasonld, hatardtmenettel)
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Fliggetlen valdszinliségi valtozok szorzatanak varhaté
értéke
(6.1.4. Allitds.) Ha X és Y fiiggetlen valdszinliségi véltozdk, és
E(XY), E(X) és E(Y) létezik, akkor
E(XY) = E(X)E(Y). (5)

Az allitds megforditasa nem igaz! Lehetséges, hogy X és Y nem
fiiggetlenek, de (5) mégis teljesiil. Példa: késébb.

(Megjegyzés.) Az X és Y val. valtozdk pontosan akkor fiiggetlenek,
ha minden olyan f,g: R — [0, 00) nemnegativ valds fiiggvényre,

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)) € [0, oq]. (6)
PL. E(X2(Y* +1)) = E(X?)(E(Y*) + 1) € [0, <].
Jogos kérdés: a narancssargdval irt feltétel milyen f és g esetén teljesiil?
Hogyan ellenérizziik, hogy (6) igaz-e minden ilyen f-re és g-re?
Ezekre a kérdésekre mértékelméleti alapozas nélkiil nem tudunk teljes
vélaszt adni. Részleges vélasz: ha X, Y diszkrétek, akkor minden

transzformiltjuk val. valtozd, és ezek szorzata is. 60/63



Fliggetlen valdszinliségi valtozok szorzatanak varhaté
értéke
(6.1.4. Allitds.) Ha X és Y fiiggetlen valdszinliségi véltozdk, és
E(XY), E(X) és E(Y) létezik, akkor

E(XY) = E(X)E(Y). (5)

Kovetkezmény:
(6.4.2. Allitds.) Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozék és
E(X?),E(Y?) < oo, akkor

D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).

» (Bizonyitds — lasd eléadas, nem egészen ugyanaz, mint a
jegyzetben)
» (Emlékeztetd: nem fiiggetlen X, Y esetén &ltaldban nem igaz!)
(Példa: Ha X, Y fiiggetlenek, D?(X) = 4, D?(Y) = 9, mennyi
D(2X +Y +9)7)
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Tobb valdszinliségi valtozé fiiggetlensége

Emlékezteté: n > 2 darab esemény, Ay, ..., A, fliggetlensége azt
jelentette, hogy barmely 2 < k < n barmelyik k darab eseményt
kivalasztva a k-as metszet valdszinlisége a k esemény
valdszinliségének szorzata.

Formaélisan: Ay, ..., A, fiiggetlenek < Vk € {2,...,n},
Vi<ih<b<...<ix<n,

[P)(A,'1 N A,'2 n... ﬁA,’k) = P(A,'l) . P(A,'Z) S P(A,'k).

Ehhez n > 3 esemény esetén nem volt elég pl. barmely két

esemény fliggetlenségét vagy az n-es metszetre vonatkozé
tulajdonsagot megkovetelni.
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Tobb valdszinliségi valtozé fiiggetlensége

Emlékezteté: n > 2 darab esemény, Ay, ..., A, fliggetlensége azt
jelentette, hogy barmely 2 < k < n barmelyik k darab eseményt
kivalasztva a k-as metszet valdszinlisége a k esemény
valdszinliségének szorzata.

Formaélisan: Ay, ..., A, fiiggetlenek < Vk € {2,...,n},
Vi<ih<b<...<ix<n,

[P)(A,'1 N A,'2 Nn...N Aik) = P(A,'l) . P(A,'Z) S P(A,'k).
Ugyanigy, ha Xi,..., X, (n > 2) valészinliségi véltozdk az
(Q, F,P) valdszinliségi mezén, ezek fliggetlensége definicié szerint
azt jelenti, hogy barmely k € {2,...,n},
1<in<ih<...<ik<nésxp,...,xj, €R esetén
}P’(X;1 < Xy oo ,X;k < X,'k) = P(Xil < Xi1) et [P)(X,'k < X,'k).

Diszkrét esetben ez megint ekvivalens azzal, ha a “<” jelek helyett
mindenhova “="-ket irunk, azaz (a fenti feltételekkel)

P(Xy = xip, ..., Xi, = x3.) =P(Xi, = xi,) - ... - P(Xj, = x;,).
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A diszkrét egyiittes eloszlas mint kétdim. sulyfliggvény
Két val. valtozé, X és Y diszkrét egyiittes eloszldasa nem mds, mint
egy kétdimenzids silyfiiggvény: a (x,y) = pix,y)(x,¥)
sulyfiiggvény, ahol definicié szerint

Py (%, y) =P(X =xY =y) =P{X =x} n{Y =y}).
Ezt X és Y egyiittes sulyfliggvényének is szokds nevezni.
X

o
—

Y
0
1
2

O DIRAIH
IN[SENT )

A példaban: p(x y)(0,1) = %.

(6.1.3. Allitas atfogalmazasa.) Két diszkrét valésziniiségi véltozs,

X és Y pontosan akkor fliggetlen, ha az egyiittes silyfiiggvényiik a
perem-sulyfliggvényeik szorzata, azaz minden x,y € R esetén

Px. (X y) =P(X =x,Y =y)=P(X =x)P(Y = y) = px(x)py(y).
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Konvoltcié diszkrét esetben
(Kiegészitd anyag: Mészdros Szabolcs jegyzetében szerepel, de az
4j TAD-ban mar nem)
Ha X, Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, mi X + Y eloszlasa?
(7.3.3. Alll’tés.) Legyenek X és Y fiiggetlen, diszkrét valdszinliségi
valtozdk, amik értékei nemnegativ egész szamok. Ekkor

k
PX+Y =k => P(X=iP(Y=k-i
i=0

minden k € {0,1,2,...} esetén.
(Bizonyitas) (Konvollcié: fiiggetlen val. vdltozék 6sszegének eloszldsa)
(Altalanos diszkrét X, Y esetén a képlet hasonld)
(7.3.4. Példa.) Legyenek X és Y fiiggetlen valdsziniiségi véltozdk,
amire X ~ Pois(\) és Y ~ Pois(p). Ekkor X 4+ Y ~ Pois(A + p),
azaz barmely k € {0,1,2,...}-ra
A k

P(X+Y = k) = (Jrklu)e—“W).

(Bizonyités: lasd eléaddson) 63/63



