Valdszinliségszamitas és statisztika, 2. fejezet
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Két esemény fiiggetlensége

(2.1.1. Definicid) Az A és B eseményeket fiiggetlennek nevezziik,
ha P(AN B) = P(A)P(B).
> Els6 példa: egy kockaval dobunk, jeldlje az eredményt x.
Fiiggetlenek-e az A = {x prim} és a B = {x paros}
események?
» A definiciéban A és B szerepe felcserélhetd
> Emiatt: A és B fiiggetlensége azt jelenti, hogy A el6fordulasat
B eléforduldsa nem befolydsolja (és ugyanez forditva is igaz)

> Figyelem: a fliggetlenség nem azt jelenti, hogy a két esemény
metszete az iireshalmaz (éppen ellenkezdleg)
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Két esemény fiiggetlensége

(2.1.1. Definicid) Az A és B eseményeket fiiggetlennek nevezziik,
ha P(AN B) = P(A)P(B).
> Els6 példa: egy kockaval dobunk, jeldlje az eredményt x.
Fiiggetlenek-e az A = {x prim} és a B = {x paros}
események?
» A definiciéban A és B szerepe felcserélhetd
> Emiatt: A és B fiiggetlensége azt jelenti, hogy A el6fordulasat
B eléforduldsa nem befolydsolja (és ugyanez forditva is igaz)

> Figyelem: a fliggetlenség nem azt jelenti, hogy a két esemény
metszete az iireshalmaz (éppen ellenkezdleg)

(2.1.3. Allftés) Ha A és B fiiggetlenek, akkor A és B is fiiggetlenek.

(Bizonyitas)
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Tobb esemény fliggetlensége
Emlékezteté: [n] = {1,2,...,n}.
(2.1.4. Definicié.) Az Ay, ..., A, események (egyiittesen)
fliggetlenek, ha minden /| C [n] esetén
IP’( N A,-) = [T Bca.
iel icl
Mas szavakkal az események koziil valahdny metszetének
valészinlisége a valdszinliségek szorzata.
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Tobb esemény fliggetlensége
Emlékezteté: [n] = {1,2,...,n}.
(2.1.4. Definicié.) Az Ay, ..., A, események (egyiittesen)
fliggetlenek, ha minden /| C [n] esetén

P(ﬂA;) = [T Bca. (1)
iel icl
Mas szavakkal az események koziil valahdny metszetének
valészinlisége a valdszinliségek szorzata.

Ez a bonyolult definicié sziikséges, ugyanis:

» (1) nem kovetkezik abbdl, hogy barmely i,j € [n], i # j esetén
A; és A; fliggetlenek. Ha az utébbi teljesiil, akkor azt
mondjuk, hogy A1, ..., A, paronként fiiggetlenek, ami
gyengébb feltétel az egyiittes fiiggetlenségnél.
(Azaz ha egyiittesen fiiggetlenek, akkor paronként is, de forditva
nem igaz.) (Lasd 2.1.5. Példa.)

» (1) pl. n = 3-ra abbdl sem kovetkezik, hogy
P_(_Al NAN A3) = P(Al)P(Ag)P(A:),)
(Ossznépi gyakorlat: 2.9. feladat) 3/20



Feltételes valdszinliség
Példa: kockadobds szabalyos dobdkockaval, Q = {1,...,6}. Tudjuk:

P(1) = P(2) = ... — P(6) = %

Tegyiik fel, hogy tgy dobunk a kockaval, hogy nem Ilatjuk az
eredményt, és valaki megmondja nekiink, hogy a dobott szam
paros.

Hogyan viéltoznak a valdsziniiségek ezen extra informacid
ismeretében?
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Feltételes valdszinliség
Példa: kockadobds szabalyos dobdkockaval, Q = {1,...,6}. Tudjuk:

P(1) = P(2) = ... = P(6) =

| =

Tegyiik fel, hogy tgy dobunk a kockaval, hogy nem Ilatjuk az
eredményt, és valaki megmondja nekiink, hogy a dobott szam
paros.

Hogyan viéltoznak a valdsziniiségek ezen extra informacid
ismeretében?

Erre a helyzetre j valdszinliségeket vezetiink be, jeloljiik ezeket
[P-vel (egyel6re — hamarosan lesz jobb jel6lés). Az intuicid, illetve a
valdszinliségi mérték definicidja szerint:

- - - 1

P(2) =P(4) = P(6) = 3
és
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Feltételes valdszinliség

(2.2.1. Definicié.) Legyenek A, B € F események. Tegyiik fel, hogy
P(A) > 0. Ekkor a B esemény A-ra vett feltételes valdsziniisége

def P(BNA)
P(B|A) = W

Kiolvasva: ,,B valdszinilisége, feltéve A".
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Feltételes valdszinliség

(2.2.1. Definicié.) Legyenek A, B € F események. Tegyiik fel, hogy
P(A) > 0. Ekkor a B esemény A-ra vett feltételes valdsziniisége

def P(BNA)
P(B|A) = W

Kiolvasva: ,,B valdszinilisége, feltéve A".

> A formula nem szimmetrikus, A és B szerepei kiilonbozok.
Kell: P(A) > 0. Nem kell: P(B) > 0 (és ha P(A) > P(B) =0,
akkor P(BJA) is teljesdil).

> Allitds: Ha A, B események és P(A) > 0, akkor A és B
pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(B|A) = P(B).
(Intuicié: A bekdvetkezése nem befolydsolja B valdsziniiségét.)

> (2.2.2. Példa: kockadobds extra informaciéval)
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Feltételes valdszinliség

P(AY =2 PAIB): o=
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Feltételes valdszinliség

(2.2.3. Allités.) Minden A € F-re, amelyre P(A) > 0 teljesiil, a
P(-|A): F = [0,1], B P(B|A)

fliggvény egy valdszinliségi mérték.
» (Bizonyitas: el6addson)
» Miért hasznos ez? Mert minden korabbi allitas igaz PP(...)
helyett IP(. .. |A)-val is.
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Varhaté fennmaradé élettartam /haldlozasi valésziniiség

8

National Vital Statistics Reports, Vol. 54, No. 14, April 19, 2006

Table 1. Life table for the total population: United States, 2003

Click here for spreadhseet version

Total
Probability Number Person-years number of

of dying Number dying lived person-years Expectation

between surviving to between between lived above of life
ages x to x+1 age x ages x to x+1 ages xto x+1 age x at age x

Age ats) K d) L) i) el
0-1.. 0.006865 100,000 687 99,394 7,743,016 774
1-2 0.000469 99,313 47 99,290 7,643 622 77.0
2-3 0.000337 99,267 33 99,250 7,544,332 78.0
34 0.000254 99,233 2% 99,221 7,445,082 75.0
4-5 0.000194 09,208 19 99,199 7,345,861 74.0
5-6 0.000177 98,180 18 99,180 7,246,663 73.1
6-7 0.000160 99,171 16 99,163 7,147 482 72.1
7-8 0.000147 99,156 15 99,148 7,048,319 7.1
8-9 0.000132 99,141 13 99,134 6,949,171 70.1
9-10 . 0.000117 99,128 12 99,122 6,850,036 69.1
10-11 0.000109 99,116 1 99,111 6,750,914 68.1
0000118 99,105 12 98,100 6,651,803 67.1
12-13 0.000157 99,084 16 99,088 6,552,704 66.1
13-14 0.000233 99,078 23 99,067 6,453,618 65.1
14-15 0.000339 99,055 34 99,038 6,354,551 64.2
15-16 0.000460 99,022 46 98,999 6,255,513 63.2
16-17 0.000577 08,976 57 98,047 6,156,514 622
17-18 0.000684 98,919 68 98,885 6,057,566 612
18-19 0.000769 98,851 76 98,813 5,958,681 603
19-20 0.000832 98,775 82 98,734 5,859,868 59.3
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Tobblépcsos kisérletek

Tobb |épésben futtatott véletlen kisérleteket fa alakban is
abrazolhatunk:

> A fa cstcsai: Az adott Iépcséfok eredményei

> A fa élei: az adott kimenet feltételes valdszinliségei, feltéve az
el6z6 1épcsofok eredményét

> A fa levelei: A kisérlet végeredményei a kdztes eredményeknek
megfelelGen
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Tobblépcsos kisérletek: dbrazolds fa alakban

P(A) P(C)
P(B)
A
]P’(DA/\{(EA) /\{EB /\{HC
AND ANE nD
AVANAYAWAYA
ANDNF BNENG . CNENG
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Tobblépcsos kisérletek: szorzasi szabdly
A feltételes valdszinliség definicidjat atrendezve azt kapjuk, hogy
P(AN B) = P(A) - P(B|A),
ha A, B € F és P(A) > 0. Ebbdl kdvetkezik:

Szorzasi szabaly: Egy tobblépcsés kisérletben egy kimenetel
valdszinliségét azon Ut élei menti (feltételes) valdsziniiségek
szorzata adja, amely az ezen eredményt tartalmazé levélhez vezet.

» (2.2.7. Példa: haromszori kartyahtzas)
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Tobblépcsos kisérletek: szorzasi szabdly
A feltételes valdszinliség definicidjat atrendezve azt kapjuk, hogy
P(AN B) =P(A) - P(B|A),
ha A, B € F és P(A) > 0. Ebbdl kdvetkezik:
Szorzasi szabaly: Egy tobblépcsés kisérletben egy kimenetel
valdszinliségét azon Ut élei menti (feltételes) valdsziniiségek
szorzata adja, amely az ezen eredményt tartalmazé levélhez vezet.
» (2.2.7. Példa: haromszori kartyahtzas)
» Formalisabban kimondva:

(2.2.8. Allités [Szorzasi szabaly].) Legyenek Ai, ..., A, € F
események, amelyekre P(A;) > 0 Vi. Ekkor

n

P((A) = P(A) ﬁP(A,\ AL).

i=1

> A bizonyitashoz elég kibontani a feltételes valdsziniiség

definicidjat és egyszerisiteni a szorzatot.
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Teljes valdszinliség tétele

(2.2.5. Definicié.) Egy Ai,..., A, € F eseménysorozatot teljes
eseményrendszernek hivunk, ha

» az események pdronként kizdrdak (vagyis Vi, j € [n], i # J:
AN Aj = @)
> és U?:l A,' =Q.
(2.2.4. Allités [Teljes valésziniiség tétele, TVT]) Ha

A1,..., A, € F teljes eseményrendszer és P(A;) > 0 minden i-re,
akkor barmely B eseményre

P(B) = D _P(BIA)P(A).

12/20



Teljes valdszinliség tétele
(2.2.4. Allitas [Teljes valésziniiség tétele, TVT]) Ha
A1,..., A, € F teljes eseményrendszer és P(A;) > 0 minden i-re,
akkor barmely B eseményre

P(B) =Y P(B|A)P(A).
i=1

Megjegyzések:

» A halmazelméletben (a valdszinliségszamitdsi alkalmazéstdl
elvonatkoztatva) a 2.2.5. Definicié feltételeinek teljesiilése
esetén azt mondjuk, hogy A1,..., A, az  egy particidja.

> A TVT igaz akkor is, ha i # j esetén A; N A; = ) helyett csak
P(A; N A;j) = 0 teljesiil, illetve |J7_; Aj = Q helyett csak
P(Ui_; Ai) = 1. Késébb l4tni fogjuk, hogy ezek a feltételek
nem egészen ekvivalensek.

> A TVT igaz megszdmldlhatdan végtelen sok eseményre is
(vagyis A1, ..., A, helyett egy A1, Ay, ... sorozatra). Fontos:
P(A;) > 0 minden i-re teljesiiljon.
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Tobblépcsos kisérletek: 6sszeadasi szabaly

Masképp megfogalmazva a teljes valdsziniiség tételét:

Osszeadssi szabaly: Egy tobblépcsds kisérletben egy esemény
valdszinliségét azon kimeneteleknek a leveleknél (a szorzasi
szabadllyal) megkaphaté valdszinliségeit 6sszeadva kapjuk, amelyek
az eseményhez tartoznak.
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Teljes valdszinliség tétele

(2.2.4. Allités [Teljes valésziniiség tétele, TVT]) Ha
A1,..., A, € F teljes eseményrendszer és P(A;) > 0 minden i-re,
akkor barmely B eseményre

P(B) = >_P(B|A)P(A).

» (Bizonyitas)
> (2.2.6. Példa: Monty Hall-paradoxon)
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Bayes-tétel
Tegyiik fel, hogy P(B | A)-t kdnnyen ki tudjuk szdmolni, de
valéjaban P(A| B)-ra vagyunk kivéncsiak.
(Példa a jegyzetbdl: Bayes-paradoxon/rontgenvizsgélat)
(2.4.1. Allitas [Egyszerii Bayes-tétel].) Legyenek A, B € F
események, amelyekre P(A) > 0 és P(B) > 0. Ekkor
P(B[A)P(A) _ P(B|A)P(A)
B(B)  B(BIAP(A) +P(B|A)P(A)

(Bizonyitds: a definicidk behelyettesitésével rogton kovetkezik)

P(A|B) =
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Bayes-tétel
Tegyiik fel, hogy P(B | A)-t kdnnyen ki tudjuk szdmolni, de
valéjaban P(A| B)-ra vagyunk kivéncsiak.
(Példa a jegyzetbdl: Bayes-paradoxon/rontgenvizsgélat)
(2.4.1. Allitas [Egyszerii Bayes-tétel].) Legyenek A, B € F
események, amelyekre P(A) > 0 és P(B) > 0. Ekkor
P(B[A)P(A) _ P(B|A)P(A)
B(B)  B(BIAP(A) +P(B|A)P(A)

(Bizonyitds: a definicidk behelyettesitésével rogton kovetkezik)

P(A|B) =

A TVT-vel kombindlva kapjuk a Bayes-tétel altalanos alakjat.
(2.4.2. Allités [Bayes-tétel].) Legyenek B, Ay, ..., A, € F
események, amelyekre P(B) > 0 és P(A;) > 0 minden i-re, tovabbd
A1, ..., A, teljes eseményrendszer. Ekkor

P(B[A1)P(A1)
> i1 P(BIADP(A)

P(A1]B) =
> (Bizonyitds)
> (2.4.3. Példa: rontgenvizsgélat)
» (Ha marad id8: dssznépi 3.4. feladat) 1620



Karger algoritmusa (kiegészitd anyag)
Tekintsiink egy G = (V/, E) irdnyitatlan, nem feltétleniil egyszerii
grafot, ahol tobbszoros élek megengedettek, hurokélek nem.
G egy vagasa egy .
A vagds minimélis, ha A és B kozott a leheté legkevesebb él fut.

Rogzitett s, t € V esetén s-bol t-be a Ford—Fulkerson-algoritmussal
megkaphatjuk a minimalis vagast — lasd folyamok.
Most: globdlis minimalis vagast keresiink s és t rogzitése nélkiil.

Alkalmazasok: halézatok stabilitdsanak elemzése, klaszterelemzés...

Karger algoritmusa (avagy a randomizalt MinCut algoritmus) egy
véletlent haszndld algoritmus.
» Inputja: egy G = (V, E) irdnyitatlan (multi)graf. (PI.
matrixszal megadva, az i-edik sor és a j-edik oszlop
keresztezOdésénél az i-edik és j-edik csiicsok kozotti élek
szama szerepel.)
» Outputja: az élek egy részhalmaza (szerencsés esetben egy
globalis minimalis végas).
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Karger algoritmusa

Algoritmus:
1. Vélasszunk véletlenszerlien egy élet az osszes meglévo él koziil.

2. Huzzuk ossze az él két végpontjat egy U és tavolitsuk
el az éleket ezen két cstics kozott. (A két régi csics
szomszédai a kapott (j cslics szomszédai lesznek.)

3. Ismételjitk az 1. és 2. |épéseket egészen addig, amig csak két
cstics marad (vagyis n — 2-szer).

A kapott két cstics mindenképpen egy vagast hatdroz meg (A a
végsd graf elsd csiicsdba olvasztott eredeti csticsok halmaza, B a
végs6 graf mésodik cslcsdba olvasztottaké), de nem biztos, hogy
ez a vagas minimalis.
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Karger algoritmusa: siker valdszinlisége

(2.3.1. Alll'tés.) A Karger-algoritmus egyszeri futtatdsa esetén
legalabb % eséllyel globdlis minimalis vagdst kapunk.

(Bizonyitas)

Futtassuk le . n?-szer az algoritmust. Ekkor annak a valdsziniisége,

hogy egyszer sem taldltunk minimdlis vagdst, az egyes kisérletek

fliggetlenség miatt
2.2 1

(1-5)% <=

n e
Vagyis kb. 0,6321 valdsziniiséggel taldlunk minimélis vagast.

Ha pedig az ismétlések szdma n?-nél gyorsabban nd, amint n — oo
(pl. n?In n az ismétlések szadma), akkor 1-hez tarté valésziniiséggel
talalunk.
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Monte Carlo- és Las Vegas-algoritmus

A véletlent hasznalé algoritmusok két nagy csoportja:

> Monte Carlo-algoritmus: A |épésszam rogzitett, nem fiigg a
véletlentdl, de az algoritmus bizonyos pozitiv valdsziniiséggel
hibas eredményt ad.

Példa: Fermat-primteszt, RSA és varidnsaik. llyen a
Karger-algoritmus is.

P Las Vegas-algoritmus: Az algoritmus mindig helyes eredményt
ad, de a |épésszam véletlen, és el6fordulhat, hogy ,,atlagos
esetben” |ényegesen jobb, mint a legrosszabb esetben.

Példa: randomized QuickSort (Idsd késébb).
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