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A tdrgy adatai

vy

vvyyy

A tdrgy neve: Valdszinliségszdmitds és statisztika

A 2023. vagy 2022. szeptemberben kezdett
mérndkinformatikus BSc hallgatdk kotelez6 targya

Kédja: VISZABO04, 6 kredites, vizsgas targy
Heti 4 6ra el6adas, heti 2 éra gyakorlat, Neptun szerint
Targyhonlap: cs.bme.hu/valszam = cs.bme.hu/valszamuj

1 zh: oktéber 22. (8. hét kedd) 8-10, pétzh: november 5. (10.
hét kedd) 8-10, pdtpStzh: december 9. (pSthét hétfs)?7?
Szintfelmérék/kis zh-k a tavalyi évvel ellentétben nem lesznek
irasbeli vizsga — sikeres irasbeli esetén szébeli vizsgaval lehet
egy jegyet javitani vagy rontani (vagy a jegy nem valtozik)
IMSc pontozas: lasd kés6bb

457



Az el6adasok anyaga, segédanyagok
» Kb. 1-9./10. hét: valdsziniiségszamitas (a régi Valszam
anyaga + az elején kombinatorika — régen a BSz2 része volt)
» Kb. 10./11.-14. hét: bevezetd statisztika (Uij anyagrész, a
targy egyes régebbi valtozataiban mar szerepelt)
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Az el6adasok anyaga, segédanyagok
» Kb. 1-9./10. hét: valdsziniiségszamitas (a régi Valszam
anyaga + az elején kombinatorika — régen a BSz2 része volt)
» Kb. 10./11.-14. hét: bevezetd statisztika (Uij anyagrész, a
targy egyes régebbi valtozataiban mar szerepelt)
Jegyzetek, segédanyagok:

» A valdsziniiségszamitas anyagrésznél Mészaros Szabolcs 2021-es
jegyzetét (— targyhonlap) fogom kévetni, de nem egészen abban a
sorrendben és felépitésben, mint az ottani.

> Ezért az attekinthetGség és orientacié érdekében ehhez az
anyagrészhez fogok vazlatos diasorokat késziteni.

» Definicidk, tételek, abrak, tablazatok — a diasorokon, bizonyitasok,
bizonyos példak, feladatok — a tablanal.

> A kovetkezd kisebb anyagrészek nem szerepelnek Mészdros Szabolcs
jegyzetében (de a diasoron igen + bizonyitasok a t4blanal):
kombinatorika, nemnegativ valdsziniiségi valtozék varhaté értéke,
valészinliségi valtozdk szimulacidja.

> A statisztika anyagrészt a Mészaros Szabolcs jegyzetéhez &ltalam irt

kiegészités (— targyhonlap) alapjan mondom el, de’itt is lesz diasor. 55



Tovabbi jegyzetek (lasd targyhonlap)

» Vetier Andrds - Valdszinliségszamitds I-1V.
» Mitzenmacher, Upfal - Probability and Computing
» Noemi Kurt - Stochastik fiir Informatiker

» youtube (20 perces videdk, nem a komplett eléaddsok;
3BluelBrown csatorna)
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Az ,,6ssznépi gyakorlat”

A régi Valdsziniiségszamitas (VISZABO02) targyhoz képest

P> a targy anyagmennyisége kb. a masfélszeresére nott,

P az el6adadsok éraszama a dupldjara,

P a gyakorlatok mennyisége pedig sajnos nem valtozott.
Azaz az eléadasokon marad némi ,,szabadidd”. Ennek
felhasznalasa:

> kiegészité anyagok (pl. informatikai/algoritmikus

alkalmazasok), interaktiv oktatdsi formdk (Google Forms stb.)

P a gyakorlatok leterheltségének enyhitése.
Az utébbi azt fogja jelenteni, hogy a gyakorlati feladatsorrdl
bizonyos feladatokat az el6addson fogunk megoldani (,,6ssznépi
gyakorlat™).
Az Ossznépi feladatmegoldas nem kiiloniil el idében az el6adds
tobbi részétdl, barmelyik alkalommal lehet ilyen. De ahol a
honlapon az iitemtervben (ami még valdsziniileg médosulni fog)
szerepel a ,,példak” vagy ,,feladatok” kifejezés, ott j6 eséllyel lehet
ra szamitani.
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IMSc-s szorgalmi feladatok

> A feladatsorokon 10 db IMSc-s szorgalmi hazi feladat, amikkel
10-10 pontot lehet szerezni. Az 6sszpontszamot 10-zel osztva
adédik a feladatokbdl megszerzett IMSc-pontok szama.

» |MSc-s hazi feladatot barki beadhat, nemcsak az IMSc-s
hallgatdk.

» Az IMSc-s hazi feladatait mindenkinek a (Neptun szerinti)
gyakorlatvezetéje javitja. A beadds mdédjat (papir, email,
Teams stb.) és pontos hatéridejét a gyakorlatvezetSk
egyénileg szabdlyozzik az alabbi elvek szerint:

> a beaddsra az adott gyakorlathoz képest mindig legaldbb kb.
két hetet adunk,

P késedelmes beadast a gyakorlatvezetd csak akkor
engedélyezhet, ha az adott feladatot még egy hallgaté sem
kapta vissza kijavitva,

P a szorgalmi idészak vége utdn nincs sok id6 késedelmes
beaddsra, mert az elsé vizsgaig minden feladatot ki kell
javitani.

8/57



Néhany szé a gyakorlatokrdl

» A gyakorlatokon (a tobbi SZIT-es targyhoz hasonléan)
amellett, hogy a gyakorlatvezeté bemutatja néhany feladat
megoldasat, fontos cél az ondllé feladatmegoldds gyakorldsa is

» Ennek segitésére lesznek (nem kotelezd) hazi feladatok is —
megbeszélés a kovetkezd gyakorlaton igény és lehetdség szerint

» A gyakorlati feladatokhoz (az IMSc-s feladatok kivételével) a
gyakorlatok lezajldsa utan végeredményeket tesziink kozzé.
Bizonyos feladatokhoz lesznek teljes megoldasok is, de ezzel
kapcsolatban elére nem igériink semmit.
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Zh és vizsga

> Az aladirds megszerzésének feltétele, hogy a zh eredménye
legalabb 40%-o0s (40 pontos) legyen.

> Sikeres alairds utan az irdsbeli vizsgan is 40% (40 pont) kell a
targy sikeres teljesitéséhez.

» A zh-n és a vizsgan is 6 db 20 pontos feladat lesz. 100 pont
szamit 100%-nak, a 100 pont feletti rész fele IMSc pont.

» Az IMSc pontokat (hazi+zh+vizsga) kerekités nélkiil
Osszegezziik, majd az Osszeget lefelé kerekitjiik.

> A targy sikeres teljesitése esetén a zh pontszdma (de
maximum 100 pont)*0,4 + a vizsga pontszdma (de maximum
100 pont)=0, 6 lesz a hallgaté végsé pontszdma.

> A jegyek ponthatdrai a szokdsosak (40,55,70,85%).

» Szdbelizéssel maximum egy jegyet lehet javitani vagy rontani.
(A pontszam ezutan nem fog valtozni, csak a jegy. Ebbdl
kovetkezik, hogy szdbelivel IMSc-pontot szerezni sem lehet.)

» A pétzh-n pétolni és javitani is lehet, nem kell rd jelentkezni.

> A pétpdtzh-ra a Neptunban kell jelentkezni, fizetni kell érte, és
javitani mar nem lehet. 10/57



Zh és vizsga szabalyai

>
>
| 2

A rendelkezésre 4ll6 munkaid6 a zh-n 90, a vizsgan 100 perc.
A vizsgan 1 feladat elmélet.

Csak el6re osszetiizott lapokon lehet dolgozni, a
piszkozatlapot is beleértve.

Az els6 30 percben kimenni, utdna bejonni nem lehet.

Az elsb oldal jobb felsé sarkan szerepeljen: a hallgatd neve,
Neptun-kddja és a Neptun szerinti gyakorlatvezet6je neve.

A szamszer(i megolddsokat 4 értékes jegyre kerekitve varjuk.

A teljes pontszam eléréséhez a megoldds menete is sziikséges.

A 1épéseknél a felhasznalt tulajdonsagok és tételek is
jelzendok.

Segédeszkozként csak (grafikus megjelenitésre nem alkalmas)
szdmoldgép, a hallgatd sajat tuddsa és az altalunk kiosztott
eloszlastablizatok, illetve a vizsgdn (ha van olyan feladat,
amihez sziikség van rdjuk) az altalunk kiosztott
képletgylijtemények és tovdbbi tabldzatok (ldsd a
jegyzetkiegészités végén) haszndlhatdk.
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A zh és vizsga anyaga a régi targyhoz képest
Zh:
> A tavalyi zh elérhet6 gyakorldshoz a targyhonlapon.
> Par megjegyzés a tavalynal régebbi zh-kkal kapcsolatban:

» A mostani zh anyaga nagyjabdl csak olyan anyagrészekbdl 4ll,
amik a régi targy zh-iban vagy vizsgaiban is szerepeltek.

P> A megnovelt draszdm miatt az eléadds a régi targynal
gyorsabban halad — bizonyos anyagrészekhez nem a régi
zh-kban, hanem a régi vizsgakban lehet feladatokat talalni.

» A kombinatorika hangstlyosabb, mint a régi targyban.

> A zh anyagdt a zh el6tt 1-2 héttel pontositjuk.
> Régi zh- és vizsgafeladatsorok a régi targyhonlapokon (link a
mostani targyhonlapon). Uj minta zh nem lesz, lesz viszont
egy gyakorlé feladatsor a zh el6tt — konzultacidk.
Vizsga:

» Tavaly éta a vizsgdkban vannak statisztika feladatok is — a

honlapon elérhetd egy tavalyi vizsga + statisztika témaju
mintafeladatok a vizsgdhoz.
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Tovabbi gondolatok, visszacsatolas

A térgy jelen valtozataban tavaly indult el6szor.

Az elbadés tartdsdnak médjaval (diasor/tabla stb.), a gyakorlati
feladatsorokkal és az Uj formatumokkal (6ssznépi gyakorlat,
kiegészitd anyagok, interaktiv tevékenységek stb.) kapcsolatban
minden visszajelzésnek oriilok! Akar az OHV-ban, akdr mar
kordbban is.

Ami a tantargyi adatlapon szerepel, azon félév kdzben mar nem
tudunk véltoztatni (pl. az anyag nagy részén vagy a szamonkérések
mddjan).

Pedagdgiai szempontbdl az ,,6ssznépi gyakorlat” helyett persze
jobb lenne egy masodik ,,rendes” gyakorlat, de ehhez tobb oktaté
és tobb anyagi eréforras kellene. fgy mindenkinek javaslom mind az
eléadds, mind a gyakorlat latogatasat, annak érdekében, hogy
|épést tudjon tartani az anyaggal.
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Bevezeto 1.

Mi a valdszinliségszamitas és a matematikai
statisztika?

Az elsd két diasor jelentds mértékben tartalmaz Noemi Kurt (TU Berlin)

diasorabdl, az els6 diasor Pintér Marta tavalyi el6adasabdl is anyagokat.
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Sztochasztika = a véletlen térvényszeriiségének tudomanya.

A sztochasztika két f6 aga:

P> Valdszinliségelmélet: matematikai modellezés és formalizmus,

>

elméleti alapok

Statisztika: véletlen eljarasokbdl szarmazé mintdk/mérési

adatok elemzése és interpretacidja valdszinliségelméleti

modszerek segitségével

P> mi itt csak a matematikai statisztikdval foglalkozunk, vagyis

mar meglévé mérési adatok elemzésével.
Nem vizsgaljuk, hogy hogyan kell pl. miiszaki teriileten
helyesen mérni (— mérnski tudomanyok) vagy a tdrsadalom
vizsgélata esetén reprezentativ mintat venni (—
tarsadalomtudomanyok).

Szorosan kapcsolédé tudomanyagak példaul:

| 2

vvyvyYVvyy

véletlen grafok és halézatok, véletlen algoritmusok
neuralis halok, mesterséges intelligencia
biztositdsmatematika, pénziigyi matematika
statisztikus fizika

kvantumfizika, kvantumalgoritmusok
informaciéelmélet
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Véletlen: “igazi" véletlen (érmedobas, kockadobas stb.), vagy
informacidhiany, vagy sok kis esemény egyiittes hatdsa, amelyeket
nem lehet egyesével pontosan kontrolldlni, és ezért azt tessziik fel
réluk, hogy véletlenek.

Példak véletlen lefolyasu folyamatokra:
> Kockadobds, lottéhiizas
> Villanykorte élettartama
> Halézatok kialakuldsa, pl. a kozosségi médidban
» Uzenettovabbitas telekommunikéciés halézatokban

Kép: B. Jahnel (akkoriban WIAS Berlin) és Tébids A. (akkoriban TU Berlin), www.arxiv.org
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Véletlen: “igazi" véletlen (érmedobas, kockadobas stb.), vagy
informacidhiany, vagy sok kis esemény egyiittes hatdsa, amelyeket
nem lehet egyesével pontosan kontrolldlni, és ezért azt tessziik fel
réluk, hogy véletlenek.

Példak véletlen lefolyasu folyamatokra:

Kockadobas, lottéhtizas

Villanykorte élettartama

Hal6zatok kialakuldsa, pl. a kozosségi médidban
Uzenettovabbitas telekommunikéciés halézatokban
Jarvényok terjedése (ideértve a malware-ek terjedését is),
virusok mutdcidja és a mutdcidk elterjedése

v

>
>
>
>

Kép: A. Hinsen és B. Jahnel (WIAS Berlin), E. Cali, J-P. Wary (Orange SA), www.arxiv.org
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Véletlen: “igazi" véletlen (érmedobas, kockadobas stb.), vagy
informacidhiany, vagy sok kis esemény egyiittes hatdsa, amelyeket
nem lehet egyesével pontosan kontrolldlni, és ezért azt tessziik fel
réluk, hogy véletlenek.

Példak véletlen lefolyasti folyamatokra:

v

Kockadobas, lottohiizés
Villanykorte élettartama
Halbézatok kialakuldsa, pl. a kdzosségi médidban

Uzenettovabbitas telekommunikdcids hilézatokban

vvvyyypy

Jarvanyok terjedése (ideértve a malware-ek terjedését is),
virusok mutdcidja és a mutdcidk elterjedése

v

Sorbanalldsi modellek, pl. a kozlekedés modellezésében

v

Véletlen algoritmusok, pl. a Fermat-primteszt/RSA (I4sd
BSz1), gyorsrendezés (ldsd Algel) véletlen particiondlé
elemekkel, vagy a Google PageRank algoritmusa

> Daganatok kialakuldsa egy paciens szervezetében
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A targy célja: A matematikai alapok elsajatitdsa, amelyekre a
felsorolt és mas alkalmazdasok épiilnek.

Az el6adds tartalma és felépitése:

>

>

Matematikai alapfogalmak: valdszinliségek, események,
valdszinliségi valtozok, fliggetlenség stb.

Valésziniiségi valtozék mérészamai (pl. varhatd érték, széras,
korrelacid) és kiszamitdsuk

Fontos példak és el6fordulasuk — pl. melyik nevezetes
valdszinliségi eloszlds mit modellez?

A statisztika mddszereinek alapjai (pl. maximum likelihood
becslés, statisztikai prébdk)

Példak véletlent hasznilé algoritmusokra, egyéb informatikai
alkalmazésokra
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Sztochasztika

Véletlen eljdrdss +——— Matematikai modell
L _ _ \

NS

r 1
! Allitasok !
L - - - — — _
Statisztika Valdszinliségelmélet

Valészintségelmélet:
Idealizalds és formalizalds = univerzdlisan felhasznalhatd

Egy elmélet, sok felhasznalasi teriilettel

Modellezés gyakorldsa — szbveges feladatok
A valszam az életrdl szdl.” (Baldzs Mérton)

Statisztika:
Sokfajta mddszer, médszervélasztds a konkrét felhasznalasnak
megfelelen
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Kitekintés: a Valszamra épiil6 mérnokinfé MSc-s targyak

» Matematikai statisztika (SZIT tartja)

(becsléselmélet, konfidenciaintervallumok, statisztikai probak,
regresszio)

A térgy moddszereibe a Valszam utolsé 4-5 hetében betekintést adunk.
Részletesebb alkalmazasok és laborgyakorlatok R-ben a statisztika
targybdl lesznek.

» Sztochasztika (TTK MI Sztochasztika Tanszék tartja)
(véletlen algoritmusok és kapcsolodo bonyolultsagelméleti
osztalyok, véletlen grdfok és hdlézatok, nagy valszamtételek,
idében lezajlo véletlen folyamatok, Markov-lancok)

» Informacidelmélet (SZIT tartja)

(Huffman-kéd, entrépia, informdcicforrds, Markov-lancok,
kvantdlds, csatornakddolds, csatorna kapacitasa)

» Tomegkiszolgdlas (régi valtozat — SZIT, dj — TMIT)
(sorbanallasi modellek, Markov-lancok, sziiletési—haldlozasi
folyamatok, pontfolyamatok, Poisson-folyamat, véletlen
hozzaférési algoritmusok a mobil tavkézlésben)
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Az el6tanulmdnyi kévetelményekrdl — Oszintén

> A véletlen mennyiségek egy jelentOs része folytonos —
elkeriilhetetlen az analizis eszkoztaranak haszndlata.

> A zh-ig f6leg egyszerii egyvéltozds fiiggvények (polinomok,
exponencidlis fiiggvények stb.) derivédldsira—integralasara lesz
sziikségiink, kb. a 4-5. héttdl kezdve.

> A Valszam felvételének hivatalosan csak az Analizis 1 a
kovetelménye, de sziikségiink lesz olyan, az Analizis 2-bol
ismert eszkozokre is, mint a parcidlis derivéltak és az
integralds két véltozéban (normal tartomanyon, néha
poldrkoordinatdkra attérve), kb. a 7-8. héttdl kezdve.

P> A valdsziniiségelmélet legtobb alapfogalmat el6szor a diszkrét
esetben fogjuk bemutatni, azt remélve, hogy ez segit a
folytonos eset megértésében is.

> A kordbbi SZIT-es térgyakbdl a linedris algebrdra fogunk
leggyakrabban visszautalni, néha a graf- és
algoritmuselméletre is.
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Egy megjegyzés a mértékelmélet szerepérol

A modern valdsziniiségelmélet a mértékelméletre épiil, ami a
hosszisag, teriilet, térfogat és integral fogalmai altalanositdsanak
és egységesitésének a 20. szdzad elején keletkezett elmélete.

A mérndkinformatikus-alapképzésben nincs mértékelméleti targy,
igy a Valszam sem hasznal sok mértékelméletet, bar par
alapfogalmat (pl. o-algebra) be fogunk vezetni.

A mértékelmélet hidnya remélhetbleg nem fog érdemi zavart okozni
a Valszdm anyaganak elsajatitasaban.

Viszont azt maga utdn vonja, hogy nem fogunk tudni mindent
olyan pontosan bizonyitani, mint példdul BSz-bdl.

Egyes bizonyitasok vézlatosak lesznek vagy csak specialis esetekre
vonatkoznak, mas bizonyitasokat teljesen elhagyunk.

A hidnyzd bizonyitasokkal kapcsolatos kérdésekre szivesen
vélaszolok az érak utdn. Az ilyen kérdések irant érdeklédoknek
ajanlom a TTK-s hallgatéknak sz6lé mértékelméleti és
sztochasztikai tdrgyakat is.
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Most kovetkezik az alkalmazasi teriiletek osztdlyozasa és a
torténeti attekintés, amihez attériink Pintér Marta tandrno
tavalyi diasordra (ezt nem fogom kdzzétenni). Utdna visszatériink

ide.
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Bevezet6 2: A valdszintiségszamitas alapfogalmai
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Véletlen

Véletlenszeri:
nem azt jelenti, hogy nincs oka annak, ami végbemegy, hanem pl.
az okok egy része szamunkra ismeretlen

minden koriilmény adott = egyértelmii lefolyas
csak egy részét vessziik figyelembe = nem egyértelmii =

véletlenszer(i

Példa: pénzérme feldobasa
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Véletlen

Véletlenszer:

nem azt jelenti, hogy nincs oka annak, ami végbemegy, hanem pl.
az okok egy része szamunkra ismeretlen

minden koriilmény adott = egyértelmii lefolyas
csak egy részét vessziik figyelembe = nem egyértelmii =
véletlenszeri

Példa: pénzérme feldobasa

Véletlen kisérlet: olyan jelenség/kisérlet,

» aminek a kimenetelét az altalunk figyelembe vett feltételek
nem hatdrozzdk meg egyértelmiien

» aminek eredménye elére nem mondhaté meg, csak a
lehetséges kimenetelek halmaza
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Alapfogalmak, jelolések
> Q eseménytér: lehetséges kimenetelek halmaza (nem ires)

> w € Q kimenetel: az eseménytér elemei. Az {w} egyelemi
halmazt elemi eseménynek nevezziik.

> A C Q események: az eseménytér bizonyos részhalmazai.

Egy esemény bekovetkezik: olyan elemi esemény realizalédik a
kisérlet végrehajtasakor, ami eleme.

Az eseményt megadhatjuk az elemi megadasaval, de logikai
kifejezéssel is.

Példa: kockadobds — “pdrosat dobunk”, focimeccs — “gyéz a
Hertha BSC”

elemi esemény is esemény — egyelemii halmaz
Osszetett esemény — legalabb kételemii halmaz
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Alapfogalmak, jelolések

> Q eseménytér: lehetséges kimenetelek halmaza (nem ires)

> w € Q kimenetel: az eseménytér elemei. Az {w} egyelemi
halmazt elemi eseménynek nevezziik.

> A C Q események: az eseménytér bizonyos részhalmazai.

Egy esemény bekovetkezik: olyan elemi esemény realizalédik a
kisérlet végrehajtasakor, ami eleme.

Az eseményt megadhatjuk az elemi megadasaval, de logikai
kifejezéssel is.

Példa: kockadobds — “pdrosat dobunk”, focimeccs — “gyéz a
Hertha BSC”

elemi esemény is esemény — egyelemii halmaz
Osszetett esemény — legalabb kételemii halmaz

Ha Q véges halmaz, a legtobb példdban 2 minden részhalmazat
eseménynek fogjuk tekinteni.
Osszetettebb eseménytereknél (pl. Q2 = R) a helyzet bonyolultabb

— lasd hamarosan.
25 /57



Miiveletek eseményekkel (halmazmiiveletek)
események = halmazok = miiveletek = halmazmiiveletek
Legyenek A és B események. Ekkor

> AU B unié: akkor kovetkezik be, ha legaldbb az egyik @D
(AU B bekovetkezik < A vagy B bekovetkezik)

» AN B metszet: akkor kovetkezik be, ha mindkettd @D
(AN B bekovetkezik < A és B is bekdvetkezik)
» A\ B kiilonbség: akkor kovetkezik be, ha A bekdvetkezik, de

BnemczD

» A= Q\ Akomplementer: akkor kdvetkezik be, ha A nem

kovetkezik be Q

v

Q biztos esemény O

() lehetetlen esemény Q

v
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A miveletek tulajdonsagai

> A=A

> ANA=AUA=A
> ANQ=A AnD=10
> AUQ=Q, AUupP=A
>

a metszet kommutativ: AN B = BN A és asszociativ:
AN(BNC)=(ANB)N C. Ezek jelélése: ANBNC

hasonldéan az unié is kommutativ és asszociativ

v

P> a metszet disztributiv az uniéra nézve:
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
» forditva is igaz: az unid disztributiv a metszetre nézve
De Morgan-azonossagok
> Két eseményre: ANB=AUB, AUB=ANB
> Események egy végtelen sorozatdra is igaz: (i2; Ai = U2, Ai
és U2 Al = ﬂ?ilAil
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Miveletek eseményekkel, példa

Legyen A, B, C harom esemény. Fejezziik ki az alabbi eseményeket:
> legaldbb egy esemény teljesiil
> A és B teljesiil, de C nem
> minden esemény teljesiil
P> egyik esemény sem teljesiil
>

pontosan egy esemény teljesiil
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Miveletek eseményekkel, példa

Legyen A, B, C harom esemény. Fejezziik ki az aldbbi eseményeket:

| 2

>
>
>
| 2

legaldbb egy esemény teljesil: AUBU C

A és B teljesiil, de C nem: (ANB)\ C=(ANnB)NC
minden esemény teljesiil: AN BN C

egyik esemény sem teljesiil: ANBNC=AUBUC

pontosan egy esemény teljesiil:
AUBUC\ (ANB)U(ANnC)Uu(BNC))
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Tovabbi miiveletek eseményekkel

> A C B részhalmaz: A-bédl kovetkezik B, A maga utdn vonja
B-t

» AN B = (): Aés B kiziréak, nem kovetkezhetnek be egyszerre

> Legyen A1, Ay, ... események egy sorozata. Aj, As, ...
paronként kizdréak, ha A; N Aj = () minden i # j esetén.
(Véges sok esemény esetén ugyanigy definidljuk a paronkénti
kizardsagot.)

Azt mondtuk, hogy az események €2 bizonyos részhalmazai lesznek.
Cél: az esemény fogalmat Ggy definidlni, hogy ha az eddig felsorolt
miiveleteket eseményekre alkalmazzuk, akkor eseményeket kapjunk.
Ezt a célt szolgdlja az eseményalgebra (o-algebra) fogalma.
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Eseményalgebra

Legyen Q # () rogzitett halmaz.

Jelolje P(Q) az Q Gsszes részhalmazainak halmaza. (Ezt az Q
hatvanyhalmazanak nevezziik, P=power set.)

(1.2.2. Definicié.) Az Q részhalmazainak egy F C P(Q) csaladjat
o-algebrdnak nevezziik az Q alaphalmazon (vagy: Q felett, az Q
alaphalmaz felett) ha

> Qe F,

> VACQ AcF = AcebF,

> VAL A ... CQUALA...eF = U2 A EF
Példak:

» maga a hatvianyhalmaz, F = P(Q)

» és a trividlis o-algebra, F = {0, Q}
minden Q # () esetén o-algebra.

Ha Q véges, akkor P(£2) gyakran j6 vélasztas lesz a valdsag
modellezéséhez.
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Eseményalgebra tulajdonsagai

Legyen F egy o-algebra. Ekkor: VA1, Ag, ... C
AL,A...e F = U?ilA,'Gf.

Igaz-e, hogy F zart a véges unidra is, azaz ha A;,..., A, € F,
akkor J7_; Aj € F?
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Eseményalgebra tulajdonsagai

Legyen F egy o-algebra. Ekkor: VA1, Ag, ... C
AL,A...e F = U?ilA,'Gf.

Igaz-e, hogy F zart a véges unidra is, azaz ha A;,..., A, € F,
akkor J7_; Aj € F?
Igen: legyen Api1 = Apio = ... = (. Lattuk: O € F. Tehat
n
faUA —UA U U b=[JA.
i=n+1 i=1

n =2 esetén: ha A, B € F, akkor AU B € F.
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Eseményalgebra tulajdonsagai

(1.2.3. Allitas egy része.) Legyen F egy o-algebra az Q
alaphalmazon. Ekkor

> DeF,

» VABCQABeF = A\BelF,

> és VAL Ay ... CU ALAL...eF = N2 A €F.
(Bizonyitas)
Az el6z6ekhez hasonléan: ha A, B € F, akkor AN B € F. Ha
Ai,..., Ay, € F, akkor i, Aj € F.
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A o-algebra megvalasztasardl roviden

Ha Q véges, akkor F = P(£2) gyakran j6 vélasztas lesz a valdsag
modellezéséhez.

A o-algebra megvélasztdsanal szerepet jatszd tényezok:

» geometriai valésziniiségi mezé (Idsd hamarosan): Q az R? sik
egy ,,szép" részhalmaza, pl. egy téglalap vagy korlap, és a
valdszinliség a teriilettel ardanyos. Azonban a teriilet fogalmat
ismert mértékelméleti eredmények szerint nem lehet R?
minden részhalmazara kiterjeszteni

P> a megfigyelhetdségen is mulik, hogy mit tekintiink
eseménynek (6ssznépi gyakorlat: 1.2. feladat)

> véletlen folyamatok esetén az id6 mulasdval is véltozik, hogy
mit lehet megfigyelni és mit tekinthetiink eseménynek (pl. egy
részvény arfolyamanak megfigyelésénél)
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Valészinliségi mez6

(1.3.1. Definicié.) Legyen F egy o-algebra az Q tetszdleges
halmazon. Ekkor egy P: F — [0, 1] fiiggvényt valdsziniiségi
mértéknek neveziink, ha

> P(Q) =1,
> és ha Aj, Ay, ... olyan eseménysorozat, amire minden i # j
esetén A; N Aj = (), akkor ]P’(Uf-’il A,-) =3

(1.3.2. Definicié.) Az (2, F,P) harmast valdszinliségi mezének
nevezziik, ha Q # () egy halmaz, F egy o-algebra az Q
alaphalmazon és PP valésziniiségi mérték (F-en).

1.3.5. Allitas: Ha (Q, F,P) val6sziniiségi mezé és A, B € F-re
AN B =0, akkor P(AU B) = P(A) + P(B). (Bizonyitas)
Kdvetkezmény: minden A € F eseményre P(A) = 1 — P(A).
(1.3.3. Példa: kockadobds

Klasszikus valdszinliségi mezé: Q véges halmaz, F = P(Q),
P(A) — ‘A‘/’Q‘ __ wkedvezd esetek széma", VA C Q)

Osszes eset szama
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Geometriai valdszinliségi mezo

,, Taldlomra” (avagy “teljesen véletlenszeriien”, avagy “egyenletes
eloszlds szerint” — ldsd késébb) vélasztunk egy pontot a fehér
négyzeten. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kék tartomanyba esik?
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Geometriai valdszinliségi mezo

Geometriai valdsziniiségi mezd esetén Q az R" egy részhalmaza (itt
a fehér négyzet), a valésziniiség pedig a teriilettel ardnyos:
P(Q2-n véletlenszeriien vélasztott pont a kék tartomanyba esik)

— Tkedvezb' " Tkék tartomany
Tssszes Tq .
P(a valasztott pont Q-ba esik) = % =1
Q

A fenti képlet a kék tartomany helyett igaz barmilyen Jordan-mérhet6
tartomdnyra (pl.: sokszogek, korok és egyéb kipszeletek, és ezek véges
metszetei/unidi/kiilonbségei).

Szintén igaz a képlet a sik véges vagy megszamlalhatdan végtelen
részhalmazaira. Ezek teriilete 0. 35 /57



Geometriai valdszinliségi mezo

>
| 2

>

Kérdés: mi egy j6 o-algebra, ha Q C R vagy Q C R??
Kapcsolodé kérdés: milyen részhalmazokra terjeszthet6 ki
R-ben az intervallumhossziisag, R2-ben a teriilet fogalma?
20. szazad eleji eredmény: R-nek vannak olyan részhalmazai,
amelyek hosszisiga/teriilete nem definidlhaté ellentmondds
nélkill — lasd pl. Vitali-halmaz.

A Vitali-halmaz |étezése kovetkezik az ln. kivdlasztdsi
axiomabdl, ami az analizisben igen fontos alapfeltevés.

igy példaul a Q = [0, 1] intervallum esetén F = P([0, 1]) nem
lesz megfelelé o-algebra, ha azt akarjuk, hogy IP a szokasos
intervallumhosszisdgnak feleljen meg.

Hasonlé a helyzet, ha Q az R? sik egy ,,szép" részhalmaza és
geometriai valdszinliségi mezot akarunk.

De vannak megfelel6 o-algebrak, amelyek a fent emlitett
Jordan-mérheté tartomanyokat (sokszogeket, koroket stb.)
tartalmazzadk. Lasd: Borel-o-algebra, Lebesgue—c-algebra.
Ezen o-algebrak konstrukcidjaval ebbdl a targybdl nem
foglalkozunk, de impliciten ezekre kell gondolni.
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre

Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre

Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?

(Allftés — Poincaré-formula 2 eseményre, 1.4.2. Tétel specidlis
esete.) Barmely A, B € F eseményekre

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

(Bizonyitas)

Mi a helyzet harom esemény (A, B, C) unidjanak valdszinliségével?
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre

Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?

(Allftés — Poincaré-formula 2 eseményre, 1.4.2. Tétel specidlis
esete.) Barmely A, B € F eseményekre

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

(Bizonyitas)

Mi a helyzet harom esemény (A, B, C) unidjanak valdszinliségével?
(Allitas — Poincaré-formula 2 eseményre, 1.4.2. Tétel speciélis
esete.) Barmely A, B, C € F eseményekre

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—-P(ANB)-P(ANC) —P(BN ()
+P(ANBN Q).

(Bizonyitas Gtlete: a tablandl)
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Altalanos Poincaré-formula
Legyenek Aj,..., A, € F események.

n
IP’(A1U...UA,,):IP’<UAJ-> =7
j=1
A kettd, illetve hdrom halmazra vonatkozé Poincaré-formuldhoz
hasonldan: ,,paratlan sok halmaz metszetének valdszinlisége mindig
pozitiv, paros soké mindig negativ el6jellel szamit”.
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Altalanos Poincaré-formula
Legyenek Aj,..., A, € F események.

IP’(A1U...UA,,):IP<OAJ-> =7
j=1

A kettd, illetve hdrom halmazra vonatkozé Poincaré-formuldhoz
hasonldan: ,,paratlan sok halmaz metszetének valdszinlisége mindig
pozitiv, paros soké mindig negativ elGjellel szamit”.
Formalisan: egy n természetes szdm esetén legyen

def '
[n] = {1,2,...,n}. Igy [0] = 0.

Ekkor k =1,...,n esetén [n] egy tipikus k-elemii részhalmaza
I ={i,..., ik}, ahol 1 < iy < ip < ... < ix < n. Legyen
def
s 3 P(NA)= X RAN..NA).
IC[n]: |l|=k icl 1<ih<i<...<ik<n

Vagyis Sy az &sszes k-as metszet valdszinliségének Osszege.

(1.4.2. Tétel, Poincaré-formula.) Tetszéleges A1, Az, ..., Ap € F
eseményekre IP( Uj’.'zl A) =01 (~1)k1S,.
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Bonferroni-egyenlotlenség

Az unié valdszinliségérdl akkor is kaphatunk informaciét, ha csak a
szumma elsé néhdny tagjat nézziik és a maradékot elhanyagoljuk
(pl. mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szamolhatdk):

(1.4.3. Allitas: Bonferroni-egyenlStlenségek.) Legyenek
Ai,..., Ay € F események, és 1 < my, my < n egészek, ahol m;
paratlan és my paros. Ekkor

P(OAJ-) < i(—nk“sk é IP’(LHJAJ-) > i(—nk“sk.
j=1 k=1 j=1 k=1

Vagyis: ha egy paratlan indexig (m;-ig) adjuk ssze a
Poincaré-formulaban a tagokat, az mindig felsé becslést ad. Ha egy
paros indexig (my-ig), az mindig alsé becslést. (A becslés lehet
pontos.)
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Bonferroni-egyenlotlenség
Az unié valdszinliségérdl akkor is kaphatunk informaciét, ha csak a
szumma elsé néhany tagjat nézziik és a maradékot elhanyagoljuk
(pl. mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szamolhatdk):

(1.4.3. Allitas: Bonferroni-egyenlStlenségek.) Legyenek
Ai,..., Ay € F események, és 1 < my, my < n egészek, ahol m;
paratlan és my péros. Ekkor

n my n m2

IP’( U AJ-) <Y ()RS & IP( U AJ-) >3 (~1)FS,.
j=1 k=1 J=1 k=1

Nem bizonyitjuk. Szemléltetésiil: n = 3 esetén a

Poincaré-formulabdl kovetkezik:
> my = 1: IP(Al U AU A3) < P(Ay) + P(A2) + P(A3),

> m2:2:P(A1UA2UA3) >

P(Al) +P(A2) +P(A3) - [P)(Al ﬂAz) *P(Al ﬂAg) *P(A2 ﬂA3),
» my = 3 esetén a 3 eseményre vonatkozé Poincaré-formulat
kapjuk (= helyett <-vel, amivel persze szintén igaz).
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Boole-egyenlotlenség

A Poincaré-formuldt most nem bizonyitjuk. Lehet pl. teljes
indukcidval bizonyitani.

Lesz par hét miulva: rendes és egyszerii bizonyitds a 3 eseményre
vonatkozé Poincaré-formuldra — biz. Gtlete n eseményre.

A kovetkezo allitas elso fele azt mutatja, hogy a valdsziniliségek
Osszege mindig felsé korlat az unid valdsziniiségére — akkor is, ha
az események nem kizardak:

(1.4.4. Kévetkezmény, Boole-egyenl6tlenség.) Legyenek
A1, Ao, ..., A, € F események. Ekkor

P(Un)<:

Az els6 allitast nem bizonyitjuk, a masodik az els6bdl és a De
Morgan-azonossagokbdl (amiket az A; eseményekre alkalmazunk)
kovetkezik.

n n

P(A)), IP’( N AJ-) >1- zn:IP(KJ-).
1 =1

Jj=1
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Valdszinliségi mértékek folytonossaga (kiegészité anyag)
A kovetkez6 allitast nem bizonyitjuk. A jegyzetben szereplé szamos tételt

kdnnyli bizonyitani, ha ezt ismerjiik, kiilonben pedig lehetetlen.

(Alll'tés: valésziniiségi mértékek folytonossiga feliilrél.) Legyen
(Q, F,P) valdsziniiségi mez6 és A € F, Ay € F,... események
egy novekvo sorozata, vagyis A; C Ajy1, Vi > 1. Ekkor

]P’( G A,,) - P(Al U A u) = lim P(A,).
n=1

Megjegyzés: a (P(An))nen Szamsorozat monoton nové és feliilrél
korlatos, tehat a hatarértéke valdban létezik.

(Allitas: valSsziniiségi mértékek folytonossiga alulrél.) Legyen
(Q, F,P) valdszinliségi mezé és Ay € F, Ay € F,... események
egy csokkend sorozata, vagyis A; O Aj+1, Vi > 1. Ekkor

P(DlA,,) :P(AmAm...) — lim P(A,).

n—o0

Megjegyzés: ez a feliilrdl valé folytonossaghdl és a végtelen De
Morgan-azonossagbdl kovetkezik. 40/57



Példak klasszikus valésziniiségi mezokre —
kombinatorika, urnamodellek
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Klasszikus valdsziniiségi mezok

Emlékeztetd: klasszikus valdsziniiségi mez6: Q2 véges, minden
kimenetel /elemi esemény azonos valdsziniiségii.

Erre néziink ma néhany klasszikus példat. Ezek az dn.
urnamodellek, ahol egy urndban (zsdkban stb.) kiilonb6zé
tulajdonsdgu golydk vannak, és ezekbdl hidzunk néhdanyat,
visszatevéssel vagy anélkiil, a sorrend figyelembevételével vagy
anélkiil.

A cél egy adott véletlen kisérlet modellezése alkalmas valdsziniiségi
mezovel. A modell helyes megvélasztasa dont6 jelentdségili, de nem
feltétlendiil csak egy helyes modell |étezik.

A | kedvezs esetek szamdanak” és az ,,0sszes eset szamdnak”
meghatadrozasdhoz el6szor atismételjilk a kombinatorika alapvetd
mennyiségeit, az un. elemi leszamlalasokat. Ez részben kozépiskolai
anyag, és régen a BSz2-hoz tartozott, a BSc-reform utdn tavaly
keriilt a Valszamhoz.
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Variaciok
(Definicié.) Legyenek k, n természetes szamok.
n elem k-ad osztalyu variacidja: n kiilonbozé elem koziil k
kiilonb6z6 elem sorrendje. Ezt 0 < k < n esetén definialjuk.
Szamuk: V/(n, k).
n elem k-ad osztalyu ismétléses varidciéja: n kiilonbozé elembdl k
hosszUi sorrend, ismétlés megengedett. Itt k > n lehetséges.
Szamuk: Vism(n, k).
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Variaciok
(Definicié.) Legyenek k, n természetes szamok.
n elem k-ad osztalyu variacidja: n kiilonbozé elem koziil k
kiilonb6z6 elem sorrendje. Ezt 0 < k < n esetén definialjuk.
Szamuk: V/(n, k).
n elem k-ad osztalyu ismétléses varidciéja: n kiilonbozé elembdl k

hosszUi sorrend, ismétlés megengedett. Itt k > n lehetséges.
Szamuk: Vism(n, k).

Hasznaljuk a faktoridlis szokdsos jel6lését:
n=nn-1)-...-1.

Ez alapjan 0! =1 (ijres szorzat értéke mindig 1, iires Gsszegé 0).

(Tétel.) V(n, k) = (= k),

(Bizonyitds: k szerinti teljes indukcidval, lasd el6adas)
(Tétel.) Vigm(n, k) = nk.
(Bizonyitds: hasonldéan, lasd eléadas)
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Példak a variaciokra

(Ismétlés nélkiili) varidcidk: pl. autéverseny elsé k helyezettjének
lehetséges sorrendjei (ldsd Gssznépi gyakorlat: 1.12. feladat)

A variadcidkhoz kapcsoldédd urnamodell: egy urndban van n
kiilonb6zd golyd, visszatevés nélkiil kihizunk k darabot.
Lehetséges kimenetelek: a huzott k golyd lehetséges sorrendjei.
Egy lehetséges klasszikus valdszinliségi mezo erre a kisérletre:
Q = {az n golyd k-ad osztalyu variaciéi}, F = P(2) (minden
részhalmaz esemény), P(w) = V(}, 5= = (= k) , Yw € Q.
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Példak a variaciokra 2.

Ismétléses variacidk: pl. totdé: 13+1 kérdés, mindegyikre 3
lehetséges valasz — Vigm(3, 14) = 314-féleképpen tolthetd ki.

Az ismétléses varidcidkhoz kapcsolédd urnamodell: egy urndban
van n kiillonb6z6 golyd, k-szor hizunk egy-egy golydt Ggy, hogy a
huzott goly6ét mindig visszatessziik. Lehetséges kimenetelek: a
hizott k golyd lehetséges sorrendjei.

Egy lehetséges klasszikus valésziniiségi mezo erre a kisérletre:
Q={azn golyé k-ad osztalyd ism. varidciéi}, F = P(Q)

P(w) = Tnk)_ nk,VweQ

Ezt az urnamodellt Maxwell-Boltzmann—urnamodellnek szokds
nevezni — statisztikus fizika. (Az ilyen elnevezéseket nem kell
megtanulni.)
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Halmazok Descartes-szorzata, €2 megvélasztasa

El6z6 példa: Q = {az n golyd k-ad osztdlyd ism. varidciéi} —
mivel reprezentdlhatjuk kényelmesen ennek a halmaznak az
elemeit?

Ehhez (és sok minden mashoz) vezessiik be a kovetkezd
fogalmat/jel6lést:

(Def.) n halmaz, Hy,..., H, Descartes-szorzatan azon (xi,...,xp)
rendezett n-esek halmazat értjiik, amelyekre x; € H1,...,x, € H,.
Ezt a halmazt H; x ... X Hpy-nel jeloljiik.
Ha Hy = ... = H, = H (valamely H halmazra), akkor hasznaljuk a
H" = H x ... x H jelolést is.

n darab

Ismert példa: R” =R x ... x R a rendezett valds szdm-n-esek (“n
—_—

n darab
magas szdmoszlopok” ) halmaza.
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Halmazok Descartes-szorzata, €2 megvélasztasa

El6z6 példa: Q = {az n golyd k-ad osztélyd ism. varidciéi} —
mivel reprezentaljuk ennek a halmaznak az elemeit?
Egy lehetséges kimenetel egy lehetséges abrazolasa példaul:
(x1,...,xx), ahol x; az i-edikként hizott elem, az urnaban [évd
golydk halmazanak egyik eleme.
Legyen H az urndban 1évd golydk halmaza. Ekkor € egy lehetséges
megvdlasztdsa:
Q=HxHx...H=H"
—_———
k darab

(Es F = P(Q), P(w) = 1/n%, Yw € Q.)
Pl. kockadobds 2 megkiilonboztetheté dobdkockaval (vagy kétszer
egymas utan ugyanazzal a kockdval): Q = {1,2,3,4,5,6}2 = [6]°.

Tipikus elemek pl. (3,4): az elsé dobas hdrmas, a masodik négyes,
(5,5): mindkét dobds &tos.
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Descartes-szorzat és ismétlés nélkiili varidcidk
Még korabbi példa:
Q = {az n golyd k-ad osztélyd ismétlés nélkiili varidcidi}.
Megfigyelés: ha H az urndban Iév6 golyék halmaza, akkor Q = H¥
tovabbra is lehetséges vélasztas, hiszen minden kimenetel

megadhaté (xi,...,xx) alakban (x;: i-edikként hdzott elem).
Azonban ez n > k > 1 esetén nem lesz klasszikus valdszin(iségi
mezd, ugyanis pl. az (x1,x1, X3, ..., xx) alakd elemek nem

lehetséges kimenetelek. ltt

ha x1,...,xx paronként kiilonbozéek,

1
P((x1,...,xk)) = { V(nk)’

0, kiilonben.

Egy masik lehetséges valasztas példaul
Q' ={(x1,...,xx) € HX| x1, ..., x paronként kiilsnbozéek}.

Ezt hasznalva klasszikus valdszinliségi mez6t kaphatunk.
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Permutaciok 1.

(1. Def.) n elem permutécidja: n kiilonb6zé elem sorrendje.
(Allitds.) n elem permutdcidinak szdma: n! .
(Bizonyitas: Ez a variacidk speciélis esete k = n vélasztassal.)

Ez alapjan a kapcsolédé urnamodell is a varidciékhoz tartozé
urnamodell specidlis esete. Egy urndban van n kiilonb6z6 golyd,
egymas utan mindig hizunk egyet visszatevés nélkiil, amig el nem
fogynak, lehetséges kimenetelek a hiizott golydk sorrendjei.

Az [n] = {1,..., n} elemei permutacidinak halmazat S,-nel
jeloljiik. (Az S betii itt arra utal, hogy ezt a halmazt n-edfokii szimmetrikus

csoportnak nevezziik — azt itt nem tdrgyaljuk, hogy miért.)

Példa, ahol Q = S, j6 valasztés és klasszikus valésziniiségi mezét
kapunk: 6ssznépi gyakorlat (1.13. feladat, algel style)
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Permutdciodk 2.
Ekvivalens, gyakrabban hasznélt definicié:
(2. Def.) Az [n] halmaz 6nmagdra vald, kdlcsondsen egyértelmii
leképezéseit (azaz bijekcidit) nevezziik (n-edrendii)
permutacioknak.
A permutdcidkat dltaldban gorog betiikkel (7, o stb.) jeldljik.
TN 1 23
Szokasos jelolés példaul: <3 5 1): ezazam: [3] = [3]
permutdcid, amelyre mp :=m(1) =3, mp =2 és 3 = 1.
Roviden szoktak ezt néha a 321 permutdcidnak is nevezni, bar ez
a jelolés kissé elavult.

Permuticidkkal BSz1-bél, a matrixok determinansanak
témakorénél mar taldlkoztunk.

Minden n-edrendii permutacidhoz tartozik egy bastyaelhelyezés,
illetve BSz-bdl definidltuk a permutacid inverziészamat is.

Gyakori félreértés: maga a permutdcié egy [n] — [n] figgvény, nem
pedig a hozzd tartozd bastyaelhelyezés.
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Ismétléses permutacidk

(Def.) Legyenek n, I, ki, ..., kj természetes szdmok gy, hogy
n=ki+...+ k. nelem ismétléses permutacidja (ki,..., k
paraméterekkel) n olyan elem sorbarendezése, ahol k; elem
egyforma, ko elem t6liik kiilénboz6, de egyforma, és igy tovabb,
végiil k; elem az Gsszes korabbitdl kiilonb6z6, de egyforma.

(Tétel.) Szdmuk
n!
Kl Kkl

(Bizonyitas)
Megjegyzés: a korabban definidlt permutacidkat ismétlés nélkiili
permutdcicknak is nevezziik. Ezek olyan ismétléses permutaciok,

ahol I =nés ky = ... =k, =1 (vagyis barmely két elem
megkiilonboztethetd).
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Urnamodell az ismétléses permutacidkra

Egy urndban van n = k; 4+ ... + k; golyd, amikbol ki egyforma, k>
golyé téliik kiilonbdzd, de egyforma, és igy tovabb, végiil k; golyd
az Osszes korabbitdl kiilonbozd, de egyforma.

Egymas utdn mindig hizunk egy-egy golydt visszatevés nélkiil,
amig el nem fogynak, lehetséges kimenetelek a hizott golydk
sorrendjei.

Klasszikus valdszinliségi mez6 erre az urnamodellre:

Q = {az n golyd ism. permutdcidi ki, ..., k; paraméterekkel},
F =P(Q).

P(w) = M vy € Q.
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Ismétlés nélkiili kombinacidk
(Def.) Legyenek n, k természetes szdmok, amelyekre 0 < k < n.
n elem k-ad osztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidja n elembdl k
darab kivélasztasa, ahol a sorrend nem szamit. Szamuk: C(n, k)

7 |
(Tetel) C(n, k) = m
(Bizonyitds — kapcsolat az ismétlés nélkiili varidcidkkal)
Szokasos jel6lés:

C) _ n! n(n—1)...(n—k+1)

k T K(n—k)! 1-2-...-k

binomiilis egyiitthaté
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Ismétlés nélkiili kombinacidk
(Def.) Legyenek n, k természetes szdmok, amelyekre 0 < k < n.
n elem k-ad osztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidja n elembdl k
darab kivélasztasa, ahol a sorrend nem szamit. Szamuk: C(n, k)

7 |
(Tetel) C(n, k) = m
(Bizonyitds — kapcsolat az ismétlés nélkiili varidcidkkal)
Szokasos jel6lés:

(n) _ n! n(n—1)...(n—k+1)

k T K(n—k)! 1-2-...-k

binomiilis egyiitthaté

Tulajdonsagok (a kézépiskolabdl/mas egyetemi targyakbdl is ismertek?):
> (&) = (")
k n—k
n n n n
> () =) =101 =(1)=n
> (7) = (";1) + (kfl) (Lasd Pascal-hdromszdg.)
» Binomialis tétel: ldsd analizis. Egyszer(i eset:
(a4 b)"=>"7_o (7)a*b™*, ha n pozitiv egész és a, b > 0.

Fontos specidlis eset: >-p_, (1) = 2".
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Urnamodell az ismétlés nélkiili kombinacidkra

Van n kiilonb6z6 golydnk egy urndban, k darabot hdzunk bel6liik
visszatevés nélkiil, a sorrend nem szdmit.
Q = {az n golyd k-ad osztélyd ism. nélkiili kombindcidi},

F = P(Q)' IP>((")) - C(r];,k) = (E) = K (Z!_k)!, Yw € Q.

Pl. 5-6s lotté: n =90, k = 5.
Egy lehetséges kitdltés ﬁ = 2,27535075214449 - 108

5
valészinliséggel telitaldlatos.

Példa, ahol a binomidlis egyiitthaték hasznosak, pedig mas az
eseménytér: 2. feladatsor 1. feladat (lasd gyakorlat).
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Mikor szamit a sorrend? (ismétlés nélkiili eset)
Gyakori modellezési kérdés: szamit-e a sorrend?

Ez sokszor egyértelmii, de nem mindig. Esetenként tobb helyes
modell is lehet. Ha egy feladat megoldhatd ismétlés nélkiili
variacidkkal és kombindcidkkal is, akkor mindkét mddszer ugyanazt
az eredményt adja.

Pl. 7. feladat a 2. feladatsoron:

Magda anyé 20 lottdszelvényt tolt ki véletlenszerlien (minden
szelvényen 5 szdmot vdlaszt ki az 1 és 90 kozotti szdmok koziil).
Hatdrozzuk meg az aldbbi valdsziniiségeket:

(a) Barmely két szelvény kiilonbozé.

(c) Barmely két szelvény kiilonboz, és a 7-es szam pontosan 7
szelvényen szerepel.

Ez a feladat megoldhaté tgyis, hogy a 20 szelvény sorrendjét
figyelembe vessziik (azaz a szelvényeket megkiilonboztethetének
tekintjiik) és dgy is, hogy nem vessziik figyelembe (azaz nem
tekintjiik 6ket megkiilonboztethetének).

Erre utal a megoldas kétféle kifejezése a Végeredmények fajlban. g



Ismétléses kombinaciok

(Def.) Legyenek n, k természetes szamok. n elem k-adosztalyd
ismétléses kombinacidja n-féle elemtipusbdl k elem kivalasztasa,
ismétlodés megengedett.

Szamuk: Gem(n, k). (Itt k > n lehetséges.)

Pl.: n-féle siiteménybdl k darabot vesziink.
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|smétléses kombindacidk
(Def.) Legyenek n, k természetes szamok. n elem k-adosztalyd
ismétléses kombinacidja n-féle elemtipusbdl k elem kivalasztasa,
ismétlodés megengedett.
Szamuk: Gem(n, k). (Itt k > n lehetséges.)

Pl.: n-féle siiteménybdl k darabot vesziink.
Ismétléses kombinacidok megaddsa: 0—1-sorozatokkal.
Ha a1,...,a, > 0és a1 + a»+...a, = k, az ehhez tartozé

ismétléses kombindciét (,,az 1. fajta siiteménybdl a; darabot, és
igy tovabb, az n. fajtabdl a, darabot vesziink™) igy kédoljuk:

1...101...10...01...1.
—— =~ ——
a; db ar db ap db
Pl.L12=64+0+4+0+3+ 2+ 1 kdédoldsa: 11111100011101101.
Egy ilyen kédban mindig n — 1 darab nulla és k darab egyes van.

fgy tehat ezek mindig n+ k — 1 hosszi 0-1-sorozatok, amelyekbdl
k helyre irunk egyest. Ebbol kdvetkezik:

(Tétel.) Gsm(n k) = ("7571).
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Mikor szamit a sorrend? (ismétléses eset)
Az ismétléses kombindcidkhoz is tartozik egy urnamodell, ezt
Bose—Einstein—urnamodellnek nevezziik. Szintén fizikai eredeti.
Elve: kK megkiilonboztethetetlen golydt elhelyeziink n urnaban, egy
urndban tobb golyé is lehet, minden lehetséges konfiguracié azonos
valészinliségli.
Figyelem: ez nagyon mds, mint az ismétléses varidcidkhoz tartozé
Maxwell-Boltzmann-urnamodell!

P> Az ismétléses variaciés urnamodell golydi
megkiilonboztethetéek egymastdl, az ismétléses kombinacids
urnamodell golydi viszont nem.

» Az olyan szitudciékban, ahol tébbszor hizunk visszatevéssel
.,egymastdl fliggetleniil” a golydk koziil, az ismétléses
variaciés urnamodell a jé.

> Az ismétlés nélkiili kombinaciéknal a sorrendet csak
elhanyagoltuk, az ismétléses kombinaciéknal viszont nincs is
értelme sorrendr6l beszélni, mert mindegyik golyét egyszerre

helyezziik el.
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