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Zarthelyi dolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyenek A, B és C olyan események, amik teljesitik a kovetkezoket: Tegytik fel, hogy C fuggetlen
A-t0l, illetve B-t6l. Tovabba, AN B valdszinlisége éppen 0,2-vel kisebb, mint B valdszinlisége. Emellett
tudjuk, hogy A N C kizarja B-t, P(A) = 0,3 és P(C) = 0,5. Hatarozzuk meg P(B)-t, ha tudjuk, hogy
0,75 annak a valészinlisége, hogy a harom koziil valamelyik esemény bekovetkezik.

(241 pont) P(ANC) =P(A) -P(C) és P(BNC) =P(B) - P(C) (Ha csak az egyik egyenlet szerepel, 2
pont. Ha fiiggetlenségbdl levezetett hibas egyenlet is szerepel, legfeljebb 1 pont.)

(1 pont) P(ANC)=0,3-0,5=0,15

(1 pont) P(AN B) =P(B) — 0,2

(2 pont) (ANC)NB =0 = P(ANCNB) = 0 (Ha csak az utébbi egyenlet szerepel, arra is jar a pont.)
(2 pont) PLAUBUC) = 0,75

(1 pont) Poincaré-formula alapjan:

(4 pont) PFLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB) —P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC)
(3 pont) 0,75 =0,34+P(B) + 0,5 — (P(B) —0,2) — 0,15 —0,5-P(B) + 0 (Ha a 7 helyettesithet6 tagbol
legaldbb 4 be van helyettesitve j6l, 2 pont.)

(1 pont) 0,75 = 0,85 — 0,5 - P(B)

(2 pont) P(B) =0,2

2. A koordinatasikon jelolje O az origdt, P az (1;0) és @ a (0;1) pontot. Valasszunk egyenletesen vélet-
lenszertien egy A pontot az OP szakaszrél, és téle fiiggetleniil egy B pontot az OQ) szakaszrél.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy A és B tévolsdga kisebb, mint 17

(b) A fenti médszer helyett, vdlasszuk inkdbb a B pontot az OP és OQ szakaszok unidja altal adott
L-alakt vonalrél (tovdbbra is egyenletesen véletlenszeriien, fliggetlenill A valasztésatél az OP
szakaszon). Ekkor mennyi a valészintisége, hogy A és B tavolsiga kisebb, mint 17
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(1 pont) Jelolje E azt az eseményt, hogy A és B tavolsidga 1-nél kisebb. Kérdés: P(E) =7

(1 pont) Jelolje X az A pont vizszintes koordinatéjat, és Y a B pont fuggdleges koordinatajat. (Ha a
megoldasban mas jeloléssel, esetleg abran értelmezve van a feladat szévege, szintén jar a pont.)

(2 pont) az eseménytér valaszthatéd az egységnégyzetnek; ekkor a kedvez6 kimenetelek halmaza {(z,y) |
22 +y? <1}

(Avagy alternativ felirds: E = {X? +Y? < 1})

(242 pont) a kedvezé kimenetelek egy egység sugari negyedkort alkotnak (elég ha rajzon szerepel),
tehat P(E) = T = 0,7854

(Avagy, ha valaki inkédbb szdmolni szeret: [, v1 — 22dz = f;* /T — sin(u)?-cos(u) du = [;? cos?(u) du
5 14cos(2u) 4. [2utsin@uw)]Z

—f02 c;udu_|:u54 u:|0_%)

(2 pont) A b) feladathoz: jelolje F' azt az eseményt, hogy a B pont az OP szakaszra esik, illetve jelolje
ismét E azt, hogy A és B tavolsaga kisebb, mint 1.

1 pont) {F, F'} teljes eseményrendszer, ezért

=1 és az eléz6 feladatrész miatt P(E | F) = 1
E)=3+7%=08927

3. Legyen Y olyan valbszintiségi valtozd, amelynek eloszlasfiiggvénye:

0 hay <1
Fy(y)=qvy—1 hal<y<4
1 egyébként.

Jelélje Y sfirliségfiiggvényét fy. Rogzitett o € R szdmra, definidljuk a g(y) = a - fi(y) fiiggvényt
(y € R). Milyen « € R valasztas esetén lesz g szintén siiriiségfiggvény?

(4 pont) fy = Fy,, ahol ez értelmes. (Ha az allitas feltételei nincsenek részletezve, akkor is jar a pont.)
(241 pont) fy(y) = % . y_% ha 1 <y < 4, és 0 egyébként
(2 pont) g(y) =a- fi(y) =a- % . yfg ha 1 <y <4, és 0 egyébként (Az "egyébként" g hidnya miatt
legfeljebb egy 1épésnél vonhaté le pont)
(1 pont) g nemnegativ (ez a megoldas része, mivel a stirliségfiiggvény karakterizicidjanak ez az elsé
feltétele)
(4 pont) 1 = 7 g(y) dy

3
(3 pont) = [* a- fP(y)dy =« f14 %y‘ﬁ dy (Ha az integralasi hatarok helyteleniil szerepelnek, legfel-
jebb 1 pont.)

(2p0nt):§{— -y 2}1:§
(1 pont) = a =38

4. A Tipszflix nevii oldalon mozifilmek premier heti jegyeladdsara lehet fogadni. Az "A’ film esetén annak
a valoszinlisége, hogy pont 1000001 jegyet adnak el az els6 hétre, hétszer akkora, mint hogy épp
1000 000 jegyet adnak el; ezzel szemben ’Zs’ film esetében csak kétszer akkora. Egy adott film premier
hetére rengeteg jegyet adhatnak el, tovabba feltehetjik, hogy egymastol fiiggetleniil, azonos, egyenként
kis valészintiséggel adnak el egy-egy jegyet. Mekkora a varhatd értéke az 'A’ és ’Zs’ filmek Osszes
jegyeladdsanak az elsé héten?

(2 pont) Jelolje X az ’A’ filmre eladott jegyek szamat, és Y a 'B’ filmre eladottakat.

(2 pont) X ~ Pois(N), Y ~ Pois(u) valamilyen A, p pozitiv valés szamokra (indoklds: egymastol
fiiggetlen, azonos, kis valésziniliségli események koziil a sikeres kisérletek szdma.)

(1 pont) P(X = 1000001) = 7 - P(X = 1000000) illetve P(Y = 1000001) = 2 - P(Y = 1000000)

(1 pont) E(X +Y) =?

(2 pont) P(X = k) = A7 . ¢~
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6.*

2 pont) 7 = P(X = 1000001)/ P(X = 1000000) = (3500011 - ¢ )/ (Jomo0001 - ¢ )
2 pont) = W
141 pont) = A = 7000007 és hasonléan p = 2000002
3pont) E(X +Y)=E(X)+E(®Y)
2 pont) X ~ Pois(\) = E(X) = A = 7000007 és hasonléan E(Y) = p = 2000002
1 pont) E(X) + E(Y) = 7000007 + 2000002 = 9000009

N N N N N A

. Béla fogott egy 52 lapos kértyapaklit (amiben eredetileg nincs joker), és néhény lapot jokerre cserélt.

Amikor valaki felhivja telefonon, hiiz két lapot ebbdl a paklibdl, és ha mindkettd joker, akkor % eséllyel
felveszi a telefont (minden egyéb koriilménytdl fiiggetlentil). Ha mas lap-part hiz, akkor biztosan nem
veszi fel. Ezt minden egyes hivasnal végrehajtja, a paklit minden alkalommal tjrakeverve (a hizott
lapokat is belekeverve), a jokerek szamat és a pakli méretét kozben nem véltoztatva. Hény lapot cserélt
jokerre Béla, ha tudjuk, hogy atlagosan 34-szer kell felhivni mire eldszor felveszi?

(2 pont) X: hanyadszorra veszi fel Béla a telefont

(2 pont) E(X) = 34

(2 pont) X ~ Geo( ) valamilyen p € [0, 1]-re

(2 pont) E(X) = 1

(3 pont) p = P(felveszi) = P(felveszi | két jokert hiiz) - P(két jokert hiz) = - P(két jokert hiz)
(

(

(2

(

)
)
)
4 pont) P(két jokert huz) = (g)/(522)
2pont) =34 =E(X)=+=2" (522)/(5)
) 34
)

pont kk-1) — 52 51
1 pont kf05i12,5,dek>0 ezért k=13

Foéhésiink épp egy alkatrészbdl vasarol 12 darabot. Kétféle markabdl valaszthat: a "TooTee V-tel
alkatrész 0,1 valészintiséggel, mig a "N/A-John Ocho" alkatrész 0,3 valésziniiséggel megy tonkre be-
szereléskor. Nem torddve a részletekkel, f6hosiink véletlenszeriien levesz 12 darabot az egyik tipusbdl
(azaz csak egyféle tipusbdl vaséarol), % eséllyel a gyengébb markat valasztva. Beszerelés utan szomoru-
an konstantalja, hogy a 12-bdl 3 nem miikddik. Ennek ismeretében, mi a valdszintisége, hogy a jobb
mindségii tipusbol vasarolt?

(1 pont) Ap = {a jobb mindségili tipusbdl valaszt}, A; = {a rosszabb mindségii tipusbdl vilaszt},
(1 pont) X beszereléskor elromlé alkatrészek szama, B = {X = 3}
(2 pont) Kérdés: P(A4y | B) =7
(1 pont) Ap, Ay teljes eseményrendszer
(1 pont) Bayes-tétel:
(4 pont)
P(B | Ag) - P(Ao)
P(B | Ag) - P(Ao) +P(B | A1) - P(A)

(Ha az egyszerii Bayes-tételre és a teljes valdszintiség tételére kiilon-kiilon van hivatkozva, vagy direkt-
ben a feltételes valdsziniliségek kibontasaval torténik a megoldas, akkor is jar a pont. A felirt egyenletek
helyes blokkjaira aranyos reszpontszém adhatd.)

(1 pont) P(Ap) = 2 és IP’(Al)

(3 pont) P(B | Ag) = () - 0,1%- (1 —0,1)Y ~ 0,08523 (hiszen a sikerek szama binomidlis eloszlast, ha
a siker valdszintisége adott)

(3 pont) P(B | A1) = (1) - 0,3%- (1 - 0,3)° ~ 0,2397

(2 pont) Behelyettesitve:

P(Ao | B) =

0,08523 -
0,08523 - 2 +0, 2397

P(Ao | B) =

(1 pont) = 0,4156




