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Minimalis kéltségl feszitdofak
Most egyszer(, iranyitatlan grafokkal foglalkozunk.

Definicié (minimalis kéltségl feszitofa)

Legyen G = (V, E) egy 6sszefiliggb graf. A G graf egy kérmentes
Osszefliggb F = (V, E') részgrafja a graf egy feszitéfaja. Legyen
fovabba az éleken értelmezve egy ¢ : E — R sulyfliggvény. Ekkor a G
graf egy F feszitéfaja minimalis koltségl, ha kdltsége (a benne
szerepl6 élek sulyainak 6sszege) minimalis G dsszes feszitbfajat
tekintve.

Probléma

Adott egy G = (V, E) dsszefiiggé iranyitatlan graf, és az élein
értelmezett c : E — R sulyfliggvény. Hatarozzuk meg a G egy
minimalis kéltségl feszitbfajat.

Példaul: villamosvezetékek kiépitése.
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Kruskal algoritmusa
A V(G) csucshalmazon egy F kdérmentes részgrafot épitiink élek
hozzavételével:

@ Kezdetben E(F) = 0.

@ A még nem vizsgalt élek kdzll kivalasztjuk a legkisebb sulyut
(pontosabban az egyik ilyet).

@ Ha ez nem alkot kért a mar F-beli élekkel, akkor hozzavesszik
F-hez. (Ha kort alkot nem vesszik hozz4, eldobjuk.)

@ Ha F-nek mar n — 1 éle van, akkor véget ér az algoritmus, F egy
minimalis sulyu feszitéfa.
F mindvégig egy erdét fog alkotni, azaz minden ésszefliggd

komponense egy fa. Amikor Uj élet veszlnk hozza, az két komponenst
kot 6ssze.

A Kruskal-algoritmus eredményeként végil F a G graf egy minimalis
koltségli feszitbéfajanak éleit tartalmazza.
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Jobban jarunk, ha a graf éllistaval van megadva, csak ezt az esetet
vizsgaljuk.
Minden kérben kétféle feladat van:

@ Melyik a legkisebb sulyi még nem vizsgalt é1?

© Ez kort alkot-e F eddigi éleivel?
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Megjegyzés
Egyszer( gréaf esetén O(log m) C O(log n).

Bizonyitéas.

mS@gnz_ igylogmglogn2=2logn. O

A legkisebb sulyu, még nem vizsgalt él kivalasztasa:

@ 1. modszer: Elész6r rendezzik az éleket pl. 6sszefésiiléses
rendezéssel O(mlog m) Iépésben, igy a kdvetkezd legkisebb
kivalasztdsa O(1) |épés. Ezt m alkalommal kell megtenni.
Lépésszam: O(mlog m) + O(m) C O(mlog m) C O(mlog n).

@ 2. médszer: Epitsiink kupacot az élekbdl O(m) 1épésben, igy a
kdvetkez0 kivalasztdsa O(log m). Ezt m alkalommal kell megtenni.
Lépésszam: O(m) + O(mlog m) C O(mlog n).
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Kort alkot-e a kdvetkez6 él F eddigi éleivel?

Otlet: Tartsuk nyilvan F komponenseit, azaz minden v csicsra
jegyezziik fel, hogy melyik komponensben van. A komponens ,neve”
legyen a ,legkisebb sorszdmu” csucsa. (Az éllistas megadasban a
csucsok fel vannak sorolva egy tdmbben, e szerint kapnak sorszamot.)
Ezt a KOMPONENS|v] tdmbben taroljuk.

© Kort alkot az (u, v) él F éleivel?
Ha KOMPONENS[u] # KOMPONENS]v], akkor nem,
kalénben igen.

@ Ha nem alkot kort, akkor hozzavesszik F-hez. Ezzel viszont
médosulnak a komponensek.

© Ha KOMPONENS|u] = x sorszama kisebb, mint
KOMPONENS]|v] = y sorszama, akkor végigmegyek a
KOMPONENS témbdn és minden y-t x-re cserélek.

© Az algoritmus végén a KOMPONENS témb minden eleme a
legkisebb sorszamu csucs lesz.
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Példa

A pontok sorrendje legyen a, b, ¢, d, e, f.

VOO |O|IQA Q|

VDIO|O|D|D|D|| D
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A Kruskal lépésszama

@ KOMPONENS|u] # KOMPONENS]|v] igaz-e? Lépésszam: O(1)
@ Ha nem alkot kort, akkor hozzavesszik F-hez. Lépésszam: O(1).
© KOMPONENS tomb frissitése. Lépésszam: O(n).

Az ellendrzést m-szer kell elvégezni, de mivel csak n — 1 élet vesziink

hozza F-hez, igy a frissitést csak n — 1-szer:
Lépésszam: O(m + n?) C O(r?).

A teljes algoritmus Iépésszama a kezdeti rendezéssel egyditt:
O(mlog n) + O(n?).

Ha m < n?/ log n, akkor a legtébb id6 a KOMPONENS témb frissitése.
Ezt egy alkalmas, Uj adatstukaturaval felgyorsithatjuk.
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Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

Legyen adott egy véges S halmaz. (Mi a ponthalmazra alkalmazzuk.)

Ennek egy particiojat szeretnénk tarolni — Uy, ..., Ux C S.
(A komponensek ponthalmazai.)
@ Adott egy nelemi S halmaz, és ennek bizonyos Uy, ..., Un

részhalmazai, melyekre UinU; =0 (i #j)és Uy U...UUn=S
® Miiveletek:
UNIO(UL, Uy) = ({Us, ..., Um} U{U; U U\ {U;, U}
(az U;, U; halmazokat U; U U; helyettesiti).
HOLVAN(v) eredménye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve,
amelynek v eleme.
Kruskalban:
Annak megvizsgalasa, hogy bevegyik-e az (u, v) élet:
Ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v), akkor bevesszik, kulénben nem.
Ha bevesszilk => UNIO(HOLVAN(u), HOLVAN(v))
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Implementacio fakkal

U; — gyOkeres, felfelé iranyitott fa

U; elemeit a fa csucsaiban taroljuk, egy szilémutatoval.

Egy részhalmaz neve legyen az 6t dbrazol6 fa gydkere. A gybkérben

nyilvantartjuk még a fa méretét (azaz a csucsok szamat) is.

@ UNIO: U; U U fajat a kovetkezoképpen készitjtik el:

Tegytk fel, hogy |U;| < |U;|. Ekkor az U; fa x gyokeréhez
gyermekként hozzakapcsoljuk U; gybkerét.

Mﬂﬁ

Uuy;
@ HOLVAN: A v € S elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a
megfelel6 fa gydkerét a szil6khdz mend mutatdk
végigkdveteseével taldlhatjuk meg.
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Az UNIO hivasakor az U, és U; halmazok a gyOkerikkel adottak

= koltség: O(1)

Ha egy v csucs Uj gyokér ala kertl, akkor egy szinttel lesz tavolabb a
gyokértol, mig az Uj fajanak a mérete legalabb az eredeti duplajara
valtozik.

—> Egy csucs legfeljebb log, n-szer kerilhet Uj gyokér ala (kulonben
a fa csucsszama nagyobb lenne, mint n).

— szintszdm < log, n.

= HOLVAN koéltsége O(log n).

A Kruskal-algoritmus kéltsége O(mlog n).

Bizonyitas.

El6sz0r az élek rendezése O(mlog n) lépés. Utana 2m HOLVAN, és
n — 1 UNIO miiveletet jelent. Ezek id6igénye
O(mlog n) + O(mlog n) + O(n) C O(mlog n). O
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