Piros-fekete fak

(2007. éprilis 15.)

A piros-fekete fa egy bindris fa, amiben
1. minden nem levél(=belsd) csicsnak két fia van
2. elemeket a bels§ csicsokban tdrolunk csak (levélben nem)

teljesiil a keres6fa tulajdonsag
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a fa minden csucsa piros vagy fekete

o

a gyokér fekete
a levelek feketék

piros cstics mindkét gyereke fekete

® N >

minden v csicsra igaz, hogy az 0sszes v-bol levélbe vezetd titon ugyanannyi fekete csics van.

1. Megjegyzés. Az 1-2 tulajdonsdgok technikai feltételek. Ijgy is szokas fogalmazni, hogy vesziink egy
szokésos F' bindris keres6fat és mindenhol, ahol F-ben hidnyzik egy 4g (mert vagy csak egy fia van a csticsnak,
vagy mert levél), ott kiegészitjiik a fat és keletkezik egy 1j levél amiben nem lesz kulces (F leveleinél mindkét
hidnyz6 dgat behuzzuk, azaz 2 Gj levél keletkezik az egy régi helyett). Tehat a fanak csak 1j tipusd levelei
lesznek, minden eredeti pont bels6. Igazabdl elég egyetlen 14j csiicsot hozzavenni F-hez, és abba vezetni
minden sehova nem mutaté mutatét (bar ez mér akkor nem fa, de az eljardsainkat ez nem fogja zavarni).
Sokszor csak az eredeti F' fat rajzoljak piros-fekete faként.

Jelolések:

F, jeloli a v gyokert részfat.

m(v) = a v cslcs magassaga, azaz hogy hany élbél ll a v-bdl levélbe vezetd leghosszabb 1t (csak lefelé
megyiink, ahogy egy keres6fdnal illik). Tehdt pl. levélre m(v) = 0.

fm(v) = a v cstics fekete magassiga, azaz hogy a v-bol levélbe vezetd utakon v nélkiil hiny fekete csticsot
latunk. (Ez a 8. tulajdonsdg miatt minden tton egyforma.)

Feladat. Lehet-e egy piros-fekete fa alakja ilyen?

Megoldds. Nem, mert a bal oldali 4g miatt a gyokérre fm(r) = 1, és igy a gyokéren és a leveleken kiviil
nincs fekete cstcs, ami 7. miatt nem lehetséges.

1. Allitas. Egy piros-fekete fa minden v csiucsdra teljesil, hogy

m(v)
2

< fm(v) < m(v).

Bizonyitas. Nyilvdn fm(v) < m(v) mindig igaz. Egy tton a 7. tulajdonsidg miatt nem lehet két egymds
utdni piros csics, tehat a csicsok legalabb fele fekete.

2. Allitas. Eqy piros-fekete faban az F, részfa belsé csicsainak szdma legaldbb 2/™(V) — 1.



Bizonyitas. Jelolje b, az F), részfa belsd csicsainak szdmét. m(v) szerinti teljes indukciéval bizonyitunk:
Ha m(v) = 0, akkor v levél, fm(v) =0, és b, = 0.

Ha m(v) > 0, akkor v egy belsd cstics, aminek 2 fia van, legyenek ezek x és y. Vildgos, hogy m(x), m(y) <
m(v) és fm(v) — 1 < fm(z), fm(y) < fm(v), ezért az indukcids feltevés szerint

by > (21"7”(90) —1)+ (QI'm(y) —1)4+1>2- ofm(v)=1 _ 1 = 9fm(v) _
3. Tétel. Ha egy piros-fekete faban n elemet tdarolunk, akkor a fa magassdga legfeljebb 2 -log(n + 1).

Bizonyitas. Legyen r a fa gyokere. Ha n elemet tarolunk, akkor a belsé cstucsok szdma b, = n. Az el6z6
allitds szerint b, > 2/m() — 1. Ebbél log(n + 1) > fm(r). Ha felhasznéljuk, hogy fm(r) > m(r)/2 (lasd 1.
Allitds), akkor a kivant becslést kapjuk.

Ebbdl kovetkezik az aldbbi
4. Tétel. KERES, MAX, MIN lépésszdma piros-fekete faban is O(logn).

A BESZUR és TOROL eljarasoknal cél, hogy lehetéleg helyi kis valtoztatasokkal biztositsuk a piros-
fekete fa tulajdonsagokat. Ez forgatasokkal, és atszinezésekkel megy, kivéve 1-1 esetet, amikor a problémét a
faban feljebbi szintre toljuk. A kovetkezOkben az abrdakon lathato részfakban karika jelzi a fekete csucsokat,
négyzet a pirosat és nincs semmi, ha nem tudjuk/mindegy hogy milyen szinfi a csics. A szimetrikus esetekbél
csak egyet rajzolok fel.

Forgatasok

Egy binéris fiban (nem csak piros-fekete fiban) tetszéleges csticsndl végezhetiink balra vagy jobbra forgatést.
Az x-nél balra forgatds az F,-en kiviili csticsok helyét nem valtoztatja, F, csucsait pedig az aldbbiak szerint
rendezi at:

A jobb oldali fabdl z-nél jobbra forgatdssal visszakapjuk a baloldali fat.

2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha az eredeti binaris fa rendelkezett a kereséfa tulajdonsaggal, akkor
a forgatds utan is keresofat kapunk, de a piros-fekete tulajdonsdg elromolhat.

A BESZUR eljaras

Végezziik el a belsd csticsok dltal alkotott bindris fdba val6 naiv beszurdst (ekkor a piros-fekete fogalmaival
1j bels6 cstcs keletkezik). Legyen ez z.

— Ha z gyokér (azaz a fa elsd csicsa), akkor z legyen fekete.

— Ha nem gyokér, akkor az apjat jelolje x. Kezdetben legyen z piros.
(1) Ha z fekete, akkor a fa piros-fekete fa maradt — készen vagyunk.

(2) Ha z piros, akkor sériil a 7. tulajdonsdg. Ilyenkor z nem a gydkér (mert a gyokér fekete). Jeldlje
testvérét y, apjat t. Mivel = piros, ezért ¢ fekete (7. tulajdonsig)



(2.1) Ha y piros, akkor atszineziink: z és y fekete lesz, ¢ pedig piros. fgy a problémat két szinttel
feljebb toltuk.

t t
X y —a X y
z z

Ha t a gyokér, akkor ¢ szinét hagyjuk meg feketének — ebben az esetben a fa fekete magassiga
1-gyel né.
(2.2) Ha y fekete, akkor forgatni is kell:

(2.2.1) ha z és x nem azonos oldali gyerekek, akkor forgassunk z-nél, hogy egy oldalra keriiljenek:

SR TR

Ezzel visszavezettiik a kovetkezd esetre (csak x és z fel van cserélve).

(2.2.2) ha azonos oldaliak, akkor egy szimpla forgatds utédn atszineziink gy, hogy az egyes dgak
fekete magassaga az eredetihez képest ne véaltozzon:

t X X
X y —— z t —>— Z t
z y y

5. Tétel. A BESZUR eljirds sordn

(a) a lépésszdm O(logn),

(b) legfeljebb 2 forgatds torténik.

Bizonyitas. (a) Az y piros esetben az dtszinezéskor egy szinttel feljebb csindlhatunk bajt, ez felgytiriizhet

a fa tetejéig. Minden mas esetben viszont rogton készen vagyunk.
(b) Forgatds csak az y fekete esetben torténik, akkor egybél helyre is dllitjuk a fat.

3. Megjegyzés. Az y=fekete els6 esetében két egymds utani forgatast fogunk végrehajtani.Ezt akdr egyben
megcsinalhatjuk, és akkor mar csak a szinezést kell a leirtak szerint megvaltoztatni.

A TOROL eljaras

A bels6 cstucsokbdl 4ll6 bindris faban hajtsuk végre a naiv térlést igy, hogy a csticsok szinén nem valtoztatunk
akkor sem, ha esetleg masik kulcs keriilt a csticsba. Legyen y az a csicsa a fanak, ami ennél a torlésnél
ténylegesen megsziinik (ez nem feltétleniil egyezik meg azzal a cstccsal, ahol a torlendé érték volt). Mivel

y-nak a belsé csucsok dltal alkotott faban legfeljebb 1 fia van, y a piros-fekete fanak egy olyan bels6 cstcsa,
aminek legaldbb az egyik fia levél. Legyen = a nem levél fia, ha ilyen van, ha nincs, akkor valamelyik fia.

— Ha y piros, akkor elhagyjuk és z-et rakjuk a helyébe. (A masik fid eltiinik,  megérzi a szinét.)

— Ha y fekete, akkor elhagyésa 1-gyel csokkenti a részfaban az fm értékeket — hogy ezt ellensilyozzuk, x
kap egy ,,fekete pontot”.

- Altaléban, ha egy fekete ponttal rendelkezd csiics piros, akkor valtoztassuk a szinét feketére és ezzel a
fekete pontot felhasznaltuk.

— Ha egy fekete pontos x csics fekete, tobb eset van:



(1) z a gyokér: a fekete pontot elfelejtjiik. Ez az az eset, amikor a fa fekete mélysége csokken.
(2) = nem a gyokér, akkor van apja, legyen ez t, az x testvérét jelolje z

(2.1) Ha z piros, akkor ¢ fekete és egy forgatdssal4-atszinezéssel elérhetjik, hogy x 4j testvére fekete
legyen, de a részfdk fekete magassiga ne valtozzék. Innen a kovetkezd, (2.2) eset szerint jarunk
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(2.2) z fekete. Vegyiik észre, hogy z nem lehet levél, hiszen a fekete pont miatt eredetileg az x
gyokerli részfanak legalabb 1 kellett legyen a fekete magassaga.

J

(2.2.1) Ha 2 fiai feketék, akkor legyen z piros és a fekete pontot adjuk = helyett az apdnak t-nek.
te
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(2.2.2) Ha 2 fiai k6z6tt van piros, akkor egy forgatédssal z-nél és a fekete magassdg helyredllitdsdval
elérhetjiik, hogy az z-t8l ,tdvolabbi” fia z-nek (azaz az z-szel ellentétes oldali fit1) piros legyen.

t t
X% X%
V4 4

Ebben az esetben pedig ¢-nél forgatunk és felhasznaljuk a fekete pontot:

w w
t Z t V4
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X

A végén w szine a t eredeti szine lesz.

6. Tétel. A TOROL eljérds sordn
(a) a lépésszdm O(logn),
(b) legfeljebb 3 forgatds torténik
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Bizonyitas. (a) Csak amikor z fekete és a fiai is feketék, akkor nem elég a lokdlis véltoztatds, de ilyenkor
a fekete pont csak felfelé vandorolhat a fan.

(b) Ha forgatunk (ebbdl barmely esetben max hérom kell), akkor kész is vagyunk.
Tovabbi informacidék

e wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/Red_black_tree

e animdcidval: http://www.ececs.uc.edu/” franco/C321/html/RedBlack/

e Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Uj algoritmusok



