Minimalis vagasok keresése, Nagamochi—Ibaraki-algoritmus
GRAFOK ES ALGORITMUSOK

9. gyakorlat
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Definicié6.
Legyen G = (V,E) és ¢c: E — N egy sulyfiiggvény, ami azt irja le, hogy hany parhuzamos élt jelent egy-egy él. Az
e = uv él dsszehizdsa alatt azt értjiik, hogy azonositjik az u és v cstucsokat, t6roljik a keletkezd c(uv) darab hurokélt,
és tetsz6leges x € V' \ {u, v} esetén c(zw) = c(ux) + c(vz) lesz, ahol w az azonositassal keletkezs Gj csics.

Definicié6.
A G multigraf mazvissza sorrendje a G csucsainak olyan vy, ve, . .., v, sorrendje, amelyre minden 1 < ¢ < j < n esetén
d(Vi,vig1) > d(Vi,v;) teljestl, ahol V; = {v1,vs,...,v;}, azaz a soron kovetkezd cstics mindig a korabbi cstcsokkal
leginkadbb 6sszekotott cstcsok egyike.

Tétel.
Ha vy, vo,...,v, a G maxvissza sorrendje, akkor az u és v kdzott vezets, paronként éldiszjunkt G-beli utak maximalis
szadma \(Vp, Up—1) = d(vp).

1. (a) Futtassuk a Karger-algoritmust az alabbi grafokra.
(b) Hatarozzuk meg az alabbi grafok egy maxvissza sorrendjét és az ahhoz tartozo Fi, Fs, . .. erdSket.

(c) Hatarozzunk meg a Nagamochi-Ibaraki-algoritmussal az alabbi grafokban egy-egy minimalis
vagast.
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2. Legyen uy,us,...,u, és v,v9,...,v, a G graf két olyan maxvissza sorrendje, amire u,_1; = v, és
U, = v,_1 teljesiil, azaz a két utolsd cstucs ugyanaz, de forditott sorrendben. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor d(un,—1) = d(uy).

3. Van az aladbbi grafnak olyan maxvissza sorrendje, amelyikben az utolsé két cstcs j és k7?7
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4. Legyenek a G graf csicsai uq, us, ..., U, éS vy, v, ..., U,, élei pedig uvy, usvy, ..., Uy_1v,_1 valamint
minden 1 <7 < j < n esetén fusson él u; és u;, illetve v; és v; kozott. Lehet-e uy és vy (valamilyen
sorrendben) a G csicsainak alkalmas maxvissza sorrendjében az utolso két cstcs?

5. Igazoljuk, hogy ha G egy k-regularis graf, akkor talalhaté6 G-ben k darab paronként éldiszjunkt tut
alkalmas u és v cstcsok kozott.

6. Legyen G egy olyan legaldbb 3-csticst, hurokélmentes, de nem feltétleniil egyszerd graf, amelynek
nincs két azonos fokszadmu cstcsa. Igazoljuk, hogy van G-nek olyan cstcsa, ami G egyetlen maxvissza
sorrendjében sem az utolso.
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Legyen G egy olyan egyszeri graf, amiben ha A(u,v) = d(v) teljesiil két kiilonb6z6 u és v cstcsra,
akkor a v csics bizonyosan a v vagy vy csics valamelyike. Bizonyitsuk be, hogy ha |V (G)| > 2,
akkor v és vy nem szomszédosak G-ben.

Legyen G = (V, E) egy tetszbleges véges (legalabb 2-cstucst) multigraf. Igazoljuk, hogy talalhatok
U1, wy €8 ug, wy csucsok ugy, hogy uy # ug és d(u;) = M u;, w;) teljesiil minden ¢ € {1,2}-re.

. Legyen G olyan graf, melynek van (..., v1,v9), (..., v2,03), ..., (..., Up_1,0,), valamint (..., v,,vq)

alakt maxvissza sorrendje is. Igazoljuk, hogy ekkor GG regularis.

Legyen G egy olyan egyszer( és Osszefiiggs graf, melynek barmely maxvissza sorrendjének megfordi-
tésa szintén maxvissza sorrendje G-nek. Mutassuk meg, hogy ekkor G regularis.

Tegyiik fel, hogy az n-ponti G graf egy maxvissza sorrendjéhez tartozo élcimkézés szerint G-nek
pontosan 4n — 4 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be, hogy a G graf
4-él6sszefiiggd.

Tegyiik fel, hogy az n-pontu G graf nem 4-élosszefiiggs, és egy maxvissza sorrendjéhez tartozo éleim-
kézés szerint G-nek pontosan 4n — 5 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be,
hogy G-nek egyetlen egy haroméld vagasa van.

Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G mul-
tigraf élosszefliggdségi szamat, akkor a maxvissza sorrendekben az utolsé cstucsok fokszama rendre
7,9,6,4,7,5,4,8,4,7,9.
(a) Hatarozzuk meg G élosszefliggdségi szamat, \(G)-t.
(b) Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4-elemi X ponthalmaza, ami egy minimalis
vagast hataroz meg?

Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G mul-
tigraf élosszefiiggGségi szamat, akkor a maxvissza sorrendekben az utolsé cstucsok fokszama rendre
7,9,4,6,7,7,6,8,6,7,9.
(a) Hatarozzuk meg G élosszefliggdségi szamat, \(G)-t.
(b) Legkevesebb hany élt kell behtizni G-be ahhoz, hogy a kapott graf 6-szorosan élosszefliggs le-
gyen?



