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Vizsgadolgozat, 2020. januar 29.
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Hoékuszpok egy torpesapdaval 1 és 2 cm kozotti torpot szeretne fogni, hogy azt fogyaszthassa
koktélparadicsom helyett a reggeli mellé. A csapdaval egyszerre csak egy torpot tud elkapni.
A kifogott térp magassdganak (cm-ben vett) stirliségfiiggvénye: f(z) = 7, hal <2 <3, és0
egyébként. Jelolje A, B és C' rendre azon eseményeket, hogy az elsd, masodik illetve harmadik
alkalommal kifogott torp megfelelé méretii. Tegytk fel, hogy ezek az események egytittesen
figgetlenek. Hatarozzuk meg P(AU B U C)-t

(0 pont) Jelolje X az egy alkalommal kifogott torp magassagat.

(2 pont) P(A) =P(B) =P(C) =P(1 < X <2) (aP(X < 2), illetve < helyett < esetén szintén
jar a teljes pont)

(3 pont) P(1 < X < 2) = [ fx(x)dz (Elirdssal nem fogadhaté el; kivétel, ha hatérokként a és
b szerepel 1 és 2 helyett, avagy ha P(X < 2) van felirva.)

T z2 2 2 2
(2pont) = P §dv = [§] =5 - % =1

[.megoldas:

(2 pont) PLAUBUC)=1-P(AUBUC)

(1 pont) de Morgan-azonossag alapjan:

(3pont) =1—-P(ANBNC)

(1 pont) A, B, C egyiittesen fiiggetlen események, igy A, B, C is egyiittesen fiiggetlen, ezért
(3 pont) = 1 —P(A) P(B) P(C)

( )

(2

1 pont) P(A) = (E):P(U):ﬁ_%:%
pont) (AUBUC’)zl—(g) =1— £ =3 ~0,7559

IT.megoldas:
(2 pont) Szita-formula alapjan:
(4 pont) P(LAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC)
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(2 pont) Mivel A, B, C egytttesen fiiggetlen, ezért
(3 pont) =P(A) + P(B) + P(C) — P(A)P(B) — P(A)P(C) — P(B)P(C) + P(A) P(B) P(C)

(2 pont) =3-2 —3- (2)" + (2)” = 21 ~ 0,750

2. Legyen ¢ > 0 valés szam, és X olyan folytonos valdszintiségi valtozo, aminek eloszlasfiiggvénye

0 ha z <e¢,
Fx :z+— ¢ In(z) —In(c) hac<ax <ce,
1 ha ce < x,

ahol e nem ismeretlen, hanem az Euler-féle konstans, ~ 2,718.
a) Tegyiik fel, hogy E(X) = e — 1. Hatarozzuk meg c-t.
b) Hatérozzuk meg X szérasnégyzetét.

2 pont) fX( ) = F%(x) (szovegesen is jar a teljes pont), tehat
Ix(z )— 1 hac<x<ce

pont IE( ) = % o fx(xz)dz (Ha a hatdrok c és ce, szintén jar a teljes pont.)
= Cexldm = [“1dz =[1]* =c(e — 1)

=c= 1

D2(X) E(X?) — E*(X)

B(X) = %0 fx()ds

2 pont) = [{z zdx_fl rde = {7K _ 622_1

= 2(X):@—(e—1)2

2
s(e—1)(3—e) ~0,2420

3. Babett egy cégnél I'T hardware support feladatot 1at el. Tegytik fel, hogy minden nap 18 prob-
lémat old meg. Egy probléma lényeges, ha nem oldhaté meg az adott késziilék tjrainditasaval.
Az egyes problémék egymastol fuggetlenul valoszintiséggel 1ényegesek.

a) Milyen eloszlasu az 1 nap alatt megoldott lényeges problémak szama?
b) Kozelitéleg mi a valdszintisége, hogy 100 nap alatt 580-nal tobb, de 620-nal kevesebb 1é-
nyeges problémat kell megoldania? (Az egyes napokon fellép6 1ényeges problémak darabszamai
egymastol fiiggetlenek.)

(1 pont) Jelolje X az egy nap alatt fellépd 1ényeges problémék szamat.

(2 pont) X binomidlis,

(1 pont) paraméterei: X ~ B(18, 5)

(1 pont) Jeldlje X1, .. X 100 az egyes napokon fellép6 1ényeges problémak szamaét.

( E(X;) = 18- 6

(1 pont) D?(X;) = 18 52 =4 azaz D(X;) = 2

(1 pont) P(580 < 3-1% X; < 620) =?

(2 pont) = P(X;% X; < 620) — P(2;2 X; < 580)

(1 pont) = P(X;% X; — 100 -6 < 20) — P(X1% X; — 100 - 6 < —20)
on 600 129 X600

(1 pont) = (m<1)—P(m§—1)

(2 pont)

(2

pont) A centrahs hatéareloszlas-tétel miatt

Ip
Ip

100
Zz:l Xl

pont) 50 % koézelitsleg standard normalis eloszlést. (Ha az a) feladat megoldésa nélkiil
van levezetve az el6z6 5 pontozasi sor, azokra akkor is jar a teljes pont.)
(1 pont) Ezért a keresett valészinliség: ~ @ (1) — &(—1)
(2 pont) =29(1) —1~2-0,8413 -1
(1 pont) = 0,6826
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4. Legyen X ~ Exp(1) valészintiségi valtoz6. Az X kiértékelése utan valasztunk egy Y szdmot a
[0; eX] intervallumon egyenletesen.
a) Hatdrozzuk meg a P(Y < X | X = x) feltételes valoszintiséget.
b) Hatarozzuk meg a P(Y < X) valdszintiséget.

(2 pont) Jeldlje Z az Y értékét az {X = x} feltétel esetén. Z ~ U(0;e”)

(2 pont) Az U(a;b) egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye +— %~ ha a < 2 < b, 0, ha z < a és

1, ha z > b, ezért Z eloszlasfiggvénye: Fy(z) = =52, ha 0 < x < 7, illetve 0, ha 2 < 0. (Ha

a 0, 1 esetek teljesen lemaradnak, legfeljebb 1 pont. Akkor is adhaté teljes pontszam, ha nincs

megvizsgalva mikor teljestl az x < e” egyenlGtlenség.)

Bpont) P(Y < X | X =2)=P(Z <z)=Fz(z) =%

(2 pont) A teljes val6sziniiség tétele szerint

(3 pont) P(Y < X) = [ PY < X|X =2)fx(x)dx

(2 pont) = [(* L e dr =L [ a2e* dx

(4 pont) = E(W), ahol W ~ Exp(2), tehat E(W) =
1

Avagy parmalisan integralva = [§$( 6721)} o

(2 pont) Ezért P(Y < X)=2=0,25

4_

J Il e d =0 - [fe] T =

5. Legyen (X,Y) ~ N (Q, ;) kétdimenzios normaélis eloszlast valdszintiségi vektorvaltozo, ahol

91
14|
a) Milyen ¢ > 0 valds szamot valasszunk, hogy corr(X + ¢Y, X — 2¢Y’) = 0 teljesiiljon?

b) Tegytik fel, hogy c teljesiti az a) feladat feltételét. Fliggetlen lesz-e ekkor X +c¢Y és X —2¢Y'?
Indokoljunk!

(2 pont) corr(X +¢Y, X —2cY) =0< cov(X +¢Y, X —2cY) =0

(2 pont) cov(X +cY, X —2¢Y) = cov(X, X) + cov(X, —2c¢Y) + cov(cY, X) + cov(cY, —2¢Y)
(2 pont) = cov(X, X) —c-cov(X,Y) — 2c%cov(Y,Y) (Ha cov(X, X) helyett D?(X)-el torténik
a szamolas, szintén jar a teljes pont.)

(2 pont) cov(X,X) =9, cov(Y,Y) =4,cov(X,Y) =1

(1pont) =9 —c—8*=0=c;=1,c0=—
(1 pont) ¢ >0, ezért c=1

(3 pont) Kétdimenzids normadlis eloszlasu valdsziniiségi vektorvaltozd linedris transzformaltja
szintén kétdimenzids normalis eloszlasu.

(3 pont) Az (X + ¢Y, X — 2¢Y) vektor valéban linedris transzforméltja (X, Y')-nak, hiszen

1 ¢ _ X | | X+
1 —2c Y | | X =2
(3 pont) A kétdimenziés normadlis eloszlas koordinatai pontosan akkor figgetlenek, ha kovari-

anciajuk 0. (Ha az allitas korrelaciéval van kimondva, szintén jar a teljes pont.)
(1 pont) Tehdt X + cY és X — 2¢Y fuggetlenek.

4

]

6. Legyenek Xj, X, fiiggetlen, Exp(1) eloszldst valdszintiségi valtozdk, és jelolje Y az X; + Xo
valdsziniiségi valtozot. Adjuk meg E(X; +2X, | Y)-t

[.megoldas:

(2 pont) E(X; +2X5 |Y)=E(X; |Y)+E(2X,|Y)

(1 pont) = E(X, | Y) + 2E(X, | Y)

(6 pont) E(X; | Y) =E(X, | Y) az X; és X, valdsziniiségi valtozok szimmetrikus szerepe miatt
(2 pont) Tehdt E(X; +2X,|Y) =3E(X; |Y)

(4 pont) Y = E(Y | Y) hiszen Y fiiggvénye az Y-nak
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(2 pont) E(Y | V) = E(X, | V) + E(X, | ¥)
(1 pont) =2E(X; | Y)

(1 pont) = E(X; |Y) =0,5Y

(1 pont) = E(X, +2X, | Y) =3-05Y = 1,5

[T.megoldas:

(2 pont) E(X; +2X5 | Y) =E(X; + X, | Y)+E(Xz|Y)

(4 pont) E(X;1+ X5 |YV)=E(Y |Y) =

(1 pont) (X, Xy) egytittes surusegfuggvenye az X, és X, fluggetlensége miatt:

fX17X2 (u7v) = le (u)fX2 (’U) =e eV =e """,

ha u,v > 0, és 0 egyébként.
(3 pont) (X3, X7 + X3) egyiittes eloszlasfiiggvénye:

z  prmax(0,y—u)
P(Xo <z, X1+ Xy <y) = // e “’dudv = / / e “"dudu
{(u,v)|0<u<z,0<u+v<y} 070
max(0,y—u z
_ / ot v ( Y= )du _ / (_efuf(max(o,yfu)) n efufO) du
0
min(z,y) x
oy (_ew*w*w cetdut [0 (—e et du
0 min(z,y)
= [—ue’y - e’“] m:(x’y) +0 = —min(z,y)e ¥ — e mn@Y _ (0 —1)
ha 0 <z <y: =1l—xe ¥ —e"
ha x>y > 0: =1—ye ¥ —e"

(2 pont) Az egyiittes slirliségfliggvényhez a fentit kell mindkét valtozd szerint derivalnunk. Ez
csak akkor lehet nem-nulla, ha z < y. Ezen a tartomanyon pedig:

fx,v(z,y)=e? ha0 <z <y

(2 pont) f,py (xly) = 225

(1 pont) fy(y) = [Z5 fxy(z,y)dz (Ha ez a két formula csak egyiitt szerepel, akkor is jar
mindkett6 pontja. Ha a hatarok 0 és y, akkor is jar a pont.)

1 pont) fy(y) = J§ e ¥dx = [ze™V]§ = ye ¥, ha y > 0 és 0 egyébként

e Y

1 pont) fx,v(zly) = v = l ha 0 < z <y, és 0 egyébként.
y

JE(X, |V =y) = [{x 1dx 5], =3y

)

)

2ylo
1 pont) E(X5 |Y) =3Y

(
(
(1 pont
(
(1 pont) Tehat E(X; + 2X,|Y)=Y +1Y =15Y




