Valészinliségszamitas 2020. januar 23. csttortok

Vizsgadolgozat, 2020. januar 23.
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Borbdla azt a feladatot kapta a valésziniliségszamitas vizsgajan, hogy szamolja ki az E(XY)
varhato értéket az X és Y diszkrét valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa alapjan. Sajnos a
vizsgalapjara ralottyent a kélaval kevert energiaitalos kavéja, igy az egyiittes eloszlasbol csak
a kovetkezo latszodik:

X
—-1]0 |1
Y
1 2
9 |9
1 1
18 |9

ahol Ran(X) = {—1,0,1} és Ran(Y') = {3,4}. Borbéla biztosan tudja (kordbban leellenériz-
te), hogy X és Y fuggetlenek. Meg tudjuk-e vélaszolni a feladatot pusztan ennyi informécié
birtokdban? Ha igen, valaszoljuk is meg; ha nem, bizonyitsuk be, hogy nem lehetséges.

(0 pont) Jelolés: P(X =1,Y =3)=a, P(X =1,Y =4) = 0.

(2 pont) A tablazatban szerepld valészintiségek Gsszege 1, ezért

(Ipont) g+5++g5+tatb=1

( )=a+b=i=b=1-a

(4pont) P(X =k Y =3)+P(X =kY =4) =P(X =Fk) ill. Xpeq1onP(X =kY =1) =
P(Y =1)

Ha a tablazatban ki vannak szamolva a sor- és oszloposszegek, de ezek nincsenek 6sszefiiggésbe
hozva X és Y eloszlasaval, legfeljebb 2 pont. Ha a kés6bbiekbdl az is kidertil, hogy sor- és
oszloposszegek a P(X = k) és P(Y = [) valdszintiségek, akkor jar a teljes pont.

(2 pont) X ésY fuggetlensége miatt P(X =k, Y =1) =P(X =k)P(Y =1)
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Konkrét k és [ esetére felirva is jar a pont.
(1pont) = I =P(X =-1,Y =3) =P(X = ~1)P(Y =3) = ( +%)-(3+2+a)
Mas (k,1) parra alkalmazva a fenti megfigyeléseket, ugyantigy jar a teljes pont.
(2 pont):>a—f:>b—f
( pOHt) ( ) ZkERan X) ZleRan(Y) k-l- IED(X = ka Y = l)
(4 pont) ( V)=(-1)-3-5+0-3-2+1-3-24(-1)-4- %5 +0-4-5+1-4-1
(1 pont) = 5 ~ 1,111
AVAGY (az utolso 6 pont helyett)

(3 pont) A fiiggetlenség miatt E(XY) =E(X)E(Y).

(3 pont) A peremeloszlésokbol: E(X) = (=1)-34+0-3+1-3

4 1 43 __ 10 ~

2. Legyenek X ésY fiiggetlen, Exp(2) eloszlasu folytonos valésziniiségi valtozok.
a) Hatarozzuk meg —Y eloszlasfiiggvényét és stiriiségfiiggvényét.
b) Hatérozzuk meg X — Y siirliségfiiggvényét.

(1 pont) Ran(—-Y) =R~

(1 pont) FLy(t) =P(-Y <t)=
(1 pont) =P(Y > —t)

(2 pont) Ha t <0, akkor = 1 — Fy(—t) = e*,

(1 pont) ha pedig t > 0, akkor F_y(t) = P(—=Y < t) = 1. (Ha ez szerepel, de Ran(—Y) = R~
nem, akkor is jar az elsé 1 pont.)

(2 pont) Ezért f_y(t) = 2e*, hat <0,

(1 pont) és 0 egyébként.

I. megoldas:

(1 pont) Ran(X) =R*, Ran(—Y) =R, Ran(X —Y) =R

(3 pont) Mivel X és Y fiiggetlenek, ezért fxi—yy(t) = [T fx(8)[f-v(t—s)ds (A fiiggetlenségre
valé hivatkozas nélkiil 2 pont.)

(3 pont) = [0 0. 267> - 2¢*7**ds = (A helyes hatdrok megéllapitdsa 2 pont, a helyes behe-
lyettesités 1 pont )

(1 pont) 4e? { - ]max(o )

1 pont) Ha ¢t < 0, akkor 4e? [ _ﬂzo = 2t

( )
(1 pont) ha t > 0, akkor 4e* [ 7445]50 =e 2,
(1 pont) Tehét
e hat<Oo,
fx—y(t) = {

e 2 hat>D0.

“+oo

IT. megoldas:

(1 pont) fx—y(t) = Fx_y(t)

(1 pont) Ran(X) = Ran(Y) = R", Ran(X —Y) = R (Ha kimondva nem szerepel, de kés6bb a
hatéroknéal felhaszndldsra keriil, akkor is jar az 1 pont.)

(Ipont) Fx y(t) =P(X —Y <t)=P(X —t<Y) = [* [Y fxy(z,y)dzdy

1 pont) Mivel X ésY fuggetlenek ezért fxy(x,y) = fx(x)- fy(y), Vo,y € R, igy

max(O —t) fO 26 2x26 del’dy

Jax(0,—1) 26~ fy+t 2e7* dady = [moron 267 [—e 25" dy

( )
(1 pont) =
( ) =
(1 pont) = [0 0 —2¢ e + 2~ ?dy = Be_%e_‘*y — e—Qy:|OO
( ) H
( ) b

1 pont
max(0,—t)
1,—2t,—4 —2y]™ _ 1.2
1 pont) Ha t < 0, akkor [56 e —e th:fe

1 pont) ha t < 0, akkor [% ety 6_2?/};0 =1— 3¢
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(1 pont) Tehét

Fy_y(t) = %eZt ha t <0,
1—3e % hat>0.
(1 pont) Amibél
e’ hat<0,
_y(t) = -
Fx—r () {e_% ha t > 0.

3. A ,Jar-jar” gyar befGttesiivegeket gyart. Egy iiveg gyartasi idejének varhato értéke 1 idéegység,
szorasa 0,2. A cég 1000 db tiveg legyartasahoz 1010 egység idot kér. (Az egyes tivegek gyarta-
sdhoz sziikséges id6k fiiggetlenek.)

a) Kozelitéleg mekkora a val6szintisége, hogy a cég le tudja gyartani az 1000 db iiveget az igért
1010 egység id6 alatt?

b) A projektmenedzser javaslatara a cég olcsébb alapanyagra valt, aminek kovetkeztében egy
iiveg gyartasi idejének szorasa 0,48-ra novekszik. Kozelitoleg mennyi idét kérjen a cég, ha az
1000 db iiveget ugyanakkora valdszintiséggel szeretné idében legyartani, mint kordbban?

(1 pont) Az egyes tivegek legyartdsihoz sziikséges id6k: X1, ..., X0, E(X;) = 1, D(X;) = 0,2.

(1 pont) P (X2 X; < 1010) =7
(1 pont) P (3212 X; < 1010) = P(Z1%° X; — 1000 < 10) =
_ (22 Xi—1000 10
(1 pont) _P< v/1000-02 < v/1000-02
pont centralis hatareloszlas-tétel miatt
2 A lis h loszla 1
21000 X,—1000
(2 pont) St — 5— kozelitdleg standard normalis eloszldst.
(2 pont) Ezért a keresett valdszintiség: ~ @ (\/Wo;z) ®(1.5811) ~ 0,9429.
(3 pont) Ha az el6z6 szdmolast és érvelést megismételjik D(X;) = 0,2 helyett D(Y;) = 0,48

>, Yi—1000

értékil szorasra és 1010 helyett x-re, akkor 048 kozelitéleg standard normaélis eloszlast.

(Ha a standardizalds oka csak az a) részben szerepel, és itt nincs ra utalds, hogy miért ezeket
a lépéseket végezzik, akkor ebbdl a 3 pontbdl legfeljebb 2 adhatd.)

ZIOOOY 1000 z—1000 \ _ z—1000
(2 pOIlt) P ( v/1000-048 < 1/1000-048 | ¢ (\/m-0,48)

pont) A kérdés, hogy milyen z-re lesz ® (\/“’%Oloqgig) = (J%-oz)
) 2—1000 _ __10
)

(2
(1 pont) azaz 5505 = Jrmg0z
(2 pont) atrendezve: x = 10(')02’48 + 1000 = 1024

4. Legyen Z ~ U(0;2) folytonos valészintiségi valtozo.
a) Hatdrozzuk meg a cov(Z?,37Z — 2) mennyiséget.
b) Hatdrozzuk meg Z? linedris regresszi6jat 37 — 2-re.

(1 pont) fz(z) = 3 ha 0 < z < 2 és 0 egyébként.

(2 pont) cov(3Z — 2, Z?) = 3cov(Z, Z?)

(2 pont) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) avagy cov(Z, Z?%) = E(Z3) — E(Z)E(Z?) (avagy
ugyanez Z helyett 37 — 2-vel)

(1 pont) Egy ¢(X) transzformalt folytonos valdszintiségi valtozd varhaté értéke: E(g(X)) =
20 g(x) fx(z)dz. (Ha ez béarhol szerepel, vagy impliciten kévetkezetesen fel van haszndlva,
akkor is jar a teljes pont.)

(2 pont) E (2%) = 5 *3dz = [121]
1 pont) E(Z ):fgz%dz-{é

2
( i =
(1 pont) E(Z) = %2 =1 (vagy E(3Z—
(1 pont) Tehét cov(Z Z*) =2-1.

=2 (avagy E ((3Z —2)2?) = ?0)
¢ (avagy E(Z2) = DX(2) + B(2) =+ 1= )
2) = (32— 2)3dz = 1, vagy E(3Z—2)

1 =12 ésigy cov(3Z —2 ZQ) -2

U.')
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6.*

( )

(2 pont) 3 = %322)2)

(1 pont) D?(3Z — 2) = D2(3Z) = 9D2(Z)

(1 pont) = 9 (E(Z?) — E(Z)?)

(1pont) =9 (4 —1%) =3= 3 =2%~0,6667
(2 pont) @ = E(2?) — 8- E(3Z —2)
(Ipont) =3 —2-1=2~0,6667

. Bertold részt vesz egy nyereményjatékban. A nyeremény nagysiaganak meghatarozasihoz egy

szabdalytalan érmével dobhat addig, amig fejet nem kap. Jelolje X azt, hogy hanyadik prébal-
kozéasra kapott eldszor fejet. A nyereményének az {X = k+1} eseményre vett feltételes varhatd

k
értéke (%) . Tegytik fel, hogy X varhaté értéke % Hatarozzuk meg a nyeremény varhato értékét.
Y': nyeremény értéke, E(Y) =7

[\]
g
o
=4
E
~
<
Il
ol
+
’:‘/

X ~ Ge ( ), ahol p a feJdobés val6szintisége

l_§ _2
P2 :>p

E(Y) = X2, EY | X = x)P(X = x;) (avagy E(Y) = E(E(Y | X))) (Az utébbi
képletre a regresszio megadéséval egyltt jar a 4 pont.)

(2 pont) = 52, (3)" (1)"2
(2 pont) = 32k0(>k:%.2
(1 pont) = § ~ 1,333

Ha a k = 0 eset nincs kezelve, azért 2 pont levonds jar.

Legyenek X és Y fiiggetlen, folytonos valdszintiségi valtozok. Igaz-e, hogy
E(Fx(Y)=PX<Y)?

Ha igen, bizonyitsuk be; ha nem, adjunk ellenpéldat.

(2 pont) P(X < V) = [T [Y fxy(z,y)dady

(3 pont) Mivel X és Y fiiggetlenek, ezért fxy(x,y) = fx(x) - fy(y), Vz,y € R

(2 pont) Igy P(X <Y) = [T Y fx(x)fy(y)dzdy

(1 pont) A transzformalt valésziniiségi valtozd varhatéd értékére vonatkozo tétel miatt

(3 pont) E(Fx(Y)) = [T Fx(y) fv(y)dy

(4 pont) = [TXP(X < y)fy(y)dy = [ (ﬁoo fX(a:)dyc) fr(y)dy (Ha az elsé formula nem
szerepel, akkor is 4 pont. Ha csak az els6é formula szerepel, akkor 1 pont.)

(3 pont) = [X3 [¥ fx(z) fy (y)dzdy

(2 pont) A két oldal tehdt ugyanazt adja, igy az &llitas igaz.



