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Vizsgadolgozat, 2020. januar 16.
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonboz6é megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthatok. Az itmutatoban leirttol eltéro jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbol. Ez aldl kivétel,
ha az elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy moédositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon
feladatrészekért, amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. Bonifac fonetikus fogyokuraba kezd, azaz minden héten véletlenszeriien kivalasztja a hét egy
hétkoznapjat, és aznap annyi kilométert fut, ahdny massalhangzé van az adott hétkéznap nevé-
ben. A véletlenszeri valasztas nem egyenletes: az egyes hétkoznapokat olyan aranyban valasztja,
ahdny magdnhangzé van a nap nevében. (Bonifdc mas napokon nem fut. Hétvégén plane nem.)
Mennyi az egy héten futott kilométerek szamanak varhato értéke és szérasnégyzete?

A darabszamokat és Osszegeiket a kovetkez6 tablazat foglalja 6ssze (pl. "dd" illetve "sz" egy
hangnak szadmit): (2 pont) X: az egy héten futott kilométerek szama

Nap ‘ Hétfo ‘ Kedd ‘ Szerda ‘ Csititortok ‘ Péntek H >
Massalhangzok szama 3 2 3 5 4 17
Maganhangzok szama 2 1 2 3 2 10

2 1 2 3 2 7 s s , .
2 pont) Az egyes napokat 75, 15- 155 150 70 valoszintiségekkel vilasztja.

P(X =2)= 35, P(X =4) = 15, B(X =5) =

PX=3)=%+1%=10

Ran(X) ={2,3,4,5} (Ha szummaban implicit fel van hasznalva, akkor is jar a pont.)

E(X) = Ykeran(x) k- P(X = k) (Ha a szumma futé indexe 2-t61 5-ig fut, az is 2 pont.)
2-55+3- 6 +4-5+5- 3%

1 pont) = 3,7

D*(X) = E(X?) — E(X)?,

E(‘X;2> 1: Zk;RaE(X) kz ’ IE(X :2 k>3

(X) = 14,7 — 3,72 = 1,01
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2. Legyen (X,Y") olyan folytonos valésziniiségi vektorvaltozd, aminek stirtiségfiiggvénye valamilyen

a € R esetén
>~ hal<r<3é0<y<u,

. 2x
fxy: (@) H{ 0 egyébként.
Hatérozzuk meg cov(X,Y)-t
2 pont) [, f_ fXY(iC y)dzdy =1
pont 2dydx

) 0 2z
pont)

)

)

3 f1 Jy x dyde = *f lyz—1y do = %ff’ lde =«

(
(2
(2
(1 pont ezerta—l

(® pont) E(XY) = [ 5 Joyadyde = 17 [ de = ff o = 5], = - =
(3 pont) E(X) = [} fi yeatdydz = [ [1]" do = [} $dz = [4}?’:%_&:2
(

(

(

(

(

3 pont

A képlet és a peremstiriiségfliggvény a helyes varhat6 érték nélkiil legfeljebb 2 pontot ér.)

3 pont) E(Y) = f7 f§ dyadyde = [} [£]" de = [P 2de = [£]) =2 L =1

A képlet és a peremstiriiségfiiggvény a helyes varhat6 érték nélkiil legfeljebb 2 pontot ér.)
3 pont) cov(X YV)=E(XY)-EX)E(Y)

1 pont) =% —2.1=¢~0,1667

3. Egy gépnek egymas utdn 50 utasitast kell végrehajtania, amelyek véletlenszerii ideig tartanak.
Az egyes utasitasok végrehajtasdhoz sziikséges idok egymastol figgetlenek és azonos eloszla-
suak. Az egy utasitashoz sziikséges id6 varhato értéke éppen az egy utasitashoz sziikséges id6
szorasanak a duplaja. Mennyi a valdszintisége, hogy az 0sszes utasitas végrehajtasahoz sziiksé-
ges id6 tobb, mint 10%-kal haladja meg az Osszes utasitashoz sziikséges id6 varhaté értékét?

(1 pont) Az egyes utasitasokhoz szitkséges id6k: X, Xo, ..., Xxo.

(1 pont) Ha m E(X;) és s =D(X;) akkor m =2 - s

(2 pont) E(S2, X,) = %, B(X;) = 50m
)

(2 pont) P(X_; 50 0, X; > 1,1-50m) =? (Ha a kérdésben még E(37°, X;) szerepel, akkor is jar a
pont.)

%0 X;—50m m
(1+1 pont) = P(X°, X; — 50m > 5m) = P <Zl—;r > j/%)

| X;—50m s | X;—50m
141 pont) = (Z e > S%) = (Z L > \/5)

1 pont :1—P<W§\/§)

(

( )

( )

(3 pont) T kozehtoleg standard normalis eloszlasu.
( )

( ) ~

10,9207 = 0,0793

4. Legyen (X,Y) olyan valésziniiségi vektorvaltozd, aminek siirtiségfiiggvénye fxy(z,y) = e ¥ ha
y > x >0, és 0 egyébként. Hatdrozzuk meg az E(Y|X) regressziét.

(2 pont) fyx (y|e) = LxEw)

Ix (@)

(2 pont) fx(z) = [°% fxy(z,y)dy (Ha ez a két formula csak egyiitt szerepel, akkor is jar
mindketté pontja. Ha a hatdrok x és oo, akkor is jar a pont.)

(2 pont) fx(z) = [T ¥dy = [—e V] =0—(—e*) =€*

(1 pont) ha x > 0 és O egyébként

(2 pont) fyix(ylz) = = = e

(1 pont) hay > x > 0 és O egyébként

(2 pont) E(Y | X) meghatarozaséhoz az E(Y | X = x) fiiggvényre van sziikségiink. (Ha ezt a
kovetkeztetés csak implicit van hasznalva, akkor is jar a pont.)
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6.*

pont
2 pont

E E(Y | X =)= %y frix(ylz)dy
(2 pont
(

Sy et TVdy

)
)
)= ([ (e = [ (e )y ) = e (0= (—we) = e [V =41
)

2 pont

. Vélasszunk egyenletesen véletlenszertien egy X szamot a {0; %} intervallumbdl. Ezutan készitiink

egy dobodkockat, ami éppen ugy szabalytalan, hogy mindegyik paros szamot X és mindegyik
paratlan szamot % — X eséllyel adja eredményiil. Ezzel a kockaval dobunk kétszer.

a) Az {X = z} feltétel esetén mekkora a valdszintisége, hogy két egyformat dobunk (0 < z < %)7
b) Nem tudvan X értékét, mi a valészintisége, hogy két egyformat dobunk?

(1 pont) Yi: elsé dobds, Ys: masodik dobas, a {X = z} feltétel esetén. (Ha nincs jelolés beve-
zetve a dobédsokra, de a haszndlt események értelmesek, szintén jar a pont.)
(2 pont) P(Y; = ;) = X8, P(V; = , Y; = k)
(2 pont) = 3%_, (Yl = k)P(Ys = k), mert fiiggetlenek.
(2 pont) = (f - x) +z —|—( x>2+x2+ (% — :C>2+:U2, hiszen P(Y; =1) =P(Yo =1) = 1—=z,
és hasonléan k = 2, 3,4, 5,6 esetén.
2
(1 pont) Tehdt P(Y; = Ys) = 32% + 3 (% — :c) =62 — 2z + 1

Ha val6szintiségek helyett feltételes valdsziniiségekkel szerepel a szamolés (a feltétel {X = x}),
és konzekvensen van hasznélva a feltétel szintén jar a teljes pont. Nem konzekvens hasznalat

« sz

(1 pont) Jelolje A azt az eseményt, hogy a ket dobés megegyezik. (Ha erre nincs jelolés beve-
zetve, de a hasznalt események értelmesek, szintén jar a pont.) A kérdés: P(A) =7

2
1 pont) P(A|X =z) =32%+3 (l - )
1 pont) A teljes Valoszmuseg tétele szerint

(

(

(3 pont) P(4) = [Z P(AIX = 2)fx (x)dz

(2 pont) fx(x ) = 3 ha 0 <z < 3 és 0 egyébként
(

I3 <3x +3(4- ))-de

[ (- 0= ()~ 0 4)

0,2222

2 pont)

|—=

(1 pont)
(1 pont) =

Legyen (X,Y") folytonos valdszintiségi vektorvaltoz6, aminek siiriiségfiiggvénye

(R
fxy(,y) = e (@909 (2 y e R).

Hatérozzuk meg D?(XY)-t
(2 pont) (X,Y) kétdimenziés normalis, jelolés: (X,Y") ~ N(u,X)

(1 pont) ahol y = [ g] és
4 0
@pon) 2= o {]

(2 pont) hiszen det(X) =4-4és 7" =

O
N
| I

(3 pont) X és Y fiiggetlenek, mivel cov(X,Y) =0

AVAGY (a fenti pontok helyett)
—_1((rx—3)2 _Llip_3)2
(4 pOHt) nyy(l',y) = 81 (( 3)*+(y=3)* ) = \/ﬁf s( 3) \/7\[6 8 (y— Vx Y c R
(3 pont) ezért X, Y ~ N(3;4),
(3 pont) tovdbbd X és Y fiiggetlenek, mert fxy(z,y) = fx(x) - fy(y),Vz,y € R
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(2 pont) D*(XY) = E(X?Y?) — E(XY)?

(1 pont) Fiiggetlenség miatt:

(2 pont) = E(X HE(Y?) - E(X)?E(Y)?

(2 pont) E(X?) = D*(X) + E(X)?

(1 pont) =4 + 3% =13,

(1 pont) hasonléan IE(YQ) 13

(1 pont) Tehat D*(XY) =13-13—32-3% =88



