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Vizsgadolgozat, 2020. januar 9.
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Bélanak két szabalytalan érme van a zsebében: egy olyan, ami § eséllyel esik a fej oldalara, illetve
egy olyan, aminek mindkét oldala iras. Véletlenszeriien eléveszi az egyik érmét, és dob vele négyszer.
Feltéve, hogy paros sok irast 1at, mi az esélye, hogy az els6 érmét huzta?

(2 pont) A; = {els6 pénzérmét valasztjuk}, Ay = {masodik pénzérmét valasztjuk},
B = {péros sok irast dobunk} (Ha az eseményekre jelolést nem vezet be, de a nekik megfelel§ szovegek
kovetkezetesen vannak haszndlva a tovabbiakban, szintén jar a pont.)
(1 pont) P(A;|B) =?
(4 pont) P(BA) = (1) + () (1)*(3)* + (3)" = & ~ 05062
(2 pont) P(A1) = P(Ay) = 1 és P(B|A4s) =1
(1 pont) Mivel A; es Ag teljes esemenyrendszert alkot, ezert
(1 pont) a teljes valészintiség tétele alapjan (Ha rogton az osszetett Bayes-tétel van hivatkozva, akkor
is jar a pont.)
(4 pont) P(B) = P(B|A1) P(41) + P(B|A2) P(42) = & ~ 0.7531
(2 pont) igy a Bayes-tétel alapjan
(2 pont) P(4;|B) = 7(13'1“(1) )
)

(1 pont) P(A;|B) = L ~ 0.3361

2. Valasszunk ki egyenletesen véletlenszertien egy (U, V') pontot a [0; 1] x [0; 1] egységnégyzetbél. Legyen
=\VU &Y =VV.
a) Hatdrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.
b) Hatarozzuk meg X + Y stirliségfiiggvényét.

(1 pont) Ran(X) = Ran(Y) = [0;1]

(3 pont) Ha 0 < z < 1, akkor Fy(z) =P(X < z) =P(VU < z) = P(U < 2?) = 22,

(0 pont) valamint Fx(z) =0, ha x < 0és Fx(z) =1 ha z > 1. (Ha ez szerepel, de Ran(X) = [0;1]
nem, akkor is jar az els6 1 pont.)

(3 pont) Ezért fx(z) = 2x, ha 0 < x < 1, és 0 egyébként. Ugyanigy Y-ra. (Ha csak X-re van felirva,
de Y-ra is van haszndlva, 2 pont.)
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(1 pont) Ran(X +Y') = [0;2] (Ezt helyettesiti, ha szerepel, hogy fxiy(z) =0, ha z <0 vagy z > 2.)
(3 pont) fxyy(z) = [T fx(2)fy (2 — z)dz (Elirdssal nem fogadhato el.)
) =

fr?;)? (1);) ) 2z - 2(z — x)dx = (A két eset, mikor z < 1 illetve z > 1, kiilon integralban is

szerepelhet, akkor is jar a pont.)
in(L.
(1 pont) [223}2 - %3}3} min(2)

(2 pont

max(0,z—1)

(2 pont) Ha 0 < z < 1, akkor [2z:v2 — %az?’}z =23
1
2 pont) Ha 1 < z < 2, akkor |2z2% — 223 =—2(z3—62+4
2p 3 1 3
.
(2 pont) Tehat
%zg ha 0 < z <1,
fxqv(z) = %(z —62z+4) hal<z<2,
0 egyébként.

3. Bence rendelt n zsdk 1.Z.-t. Az egyes zsdkokban 1év6 1.Z. mennyisége véletlenszerti: varhatéan 10 kg-ot
tartalmaz, de 2 kg szérassal. (A kiilonboz6 zsékokban 1évé mennyiségek fliggetlenek.) Ha a varhatd
10n kg-nél legalabb 20 kg-mal t6bb 1.7Z. érkezik, akkor a 20 kg extran feliili részt kidobja. Tegytik fel,
hogy Bence 0,0336 valészintiséggel dob ki valamennyi [.Z.-t. Hany zsdkot rendelhetett?

2 pont) Xi,..., X, az egyes zsiakok tOmege

1 pont) E(X;) = 10, D(X;) =2

2 pont) P(3>°1; X; > 10n + 20) = 0,0336

" X;—10
3 pont) P(>°1" ; X; > 10n+20) =P (l_l2\fnn > 23%)
2

entralis hatareloszlas-tétel miatt

ke

% kozehtoleg standard normadlis eloszlasa.

Ig

(@1(0,9664)) ~ 1,83 (kicsit pontosabb értéke 1,8303),
1 pont) igy /n ~ % ~ 5,46

(2 pont) n = 30. (Egészre nem kerekitve 1 pont.)

4. A képzeletbeli Sziirrealézidban a vasiuttarsasag orokifju stratégiat kovet. Ez sajnos nem a vonatok belsé
allapotara utal, hanem azt jelenti, hogy egy vonat késésének ideje 6rokifju eloszlasi, folytonos, pozitiv
értékill valdszinliségi valtozd. Tegyiik fel, hogy egy késés atlagos ideje 3 fertalyéra. A vasuttarsasig a
késés mértékének fliggvényében panaszleveleket kap. Rogzitett x fertalyora késés esetén a panaszlevelek
egyméastol figgetlen, azonos, de egyenként kis valdszinliségli események. Ha egy vonat x fertalyérat
késik, akkor annak a valészintisége, hogy egy panaszlevelet sem kapnak e 1002,

a) Mi a panaszlevelek szamanak (feltételes) varhat6 értéke, ha rogzitett x idejii késéssel szdmolunk.
b) Véarhatéan hény levelet kap a vasittarsasdg egy adott vonat késése miatt?

a) (1 pont) X: adott vonat késése, Y: panaszlevelek szama
(Opciondlisan definidlhat6: Z a rogzitett X = x esetén a panaszlevelek széma)
(I pont) E(Y | X =z) =7 (vagy E(Z) =7)
(2 pont) Rogzitett = késés esetén Y Poisson eloszlasu (avagy Z ~ Pois(u))

ebbdl max. 1 pont, ha nem szerepel az x mint feltétel (vagy a Z korabban definidlva)
(3 pont) P(Y =0 | X = z) = 19 (avagy P(Z = 0) = ¢~1002)

ebbdl max. 2 pont, ha nem szerepel az x mint feltétel (vagy a Z korabban definidlva)
(2 pont) E(Y | X = x) = 100z, mert rogzitett = késés esetén Y eloszldsa Pois(100z)
(avagy E(Z) = 100z, mert Z ~ Pois(100x))
b) (1 pont) E(Y) =7

(1 pont) X ~ Exp())

(1 pont) E(X)=3=A=12

(1 pont) A teljes varhato6 érték tétele szerint

(3 pont) E(Y) = [%_ E(Y | X = 2)fx (z)dz (avagy E(Y) = E(E(Y | X))

(2 pont) = f 100 - )\e"\xdx (avagy E(Y | X) = 100X ezért = E(100X) = 100 E(X))
(2 pont) = 100A( [ ] =[5 dw) = 100 [ ] = 50 = 300
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D.

6.*

Legyen (X,Y) ~ N(0, X) kétdimenzi6s normélis eloszlasi valoszintiségi vektorvaltozo. Tegytik fel, hogy
D?(X) =D?(Y), X és Y korrelacija 0,5, és det(X) = 12.

a) Hatarozzuk meg »-t. B

b) Hény szdzalék az esélye, hogy X nagyobb, mint 3,67

( ) D?(X) cov(X,Y)
cov(Y,X) D2(Y)

(1 pont) cov(Y, X) = cov(X,Y) (Ha csak implicit médon, de hasznalva van, akkor is 1 pont.)
( ) det(X) = D*(X)D?*(Y) — cov(X,Y)?

cov(X,Y ’
( ) corr(X,Y) = W ezért
(2 pont) det(X) = D?(X)D*(Y) - (1 — corr(X,Y)?) = D*(X)(1 — 0,5)
(vagy barmilyen ezzel anal6g szdmolds, ami a fentiekbdl levezet det(X) és ID(X) kozti Osszefiiggést)
(1 pont) = 12 = det( ) = 3D*(X)
(1 pont) = D(X) =
(2 pont) cov(X,Y) = Y) - D(X)D(Y)=05-2-2=2
(
(
(
(
(
(

1 pont) Tehat ¥ =

N
»-lkl\D/\
e 1

) =

) co

)

1 pont) P(X > 3,6) =

1 pont) =1— (X<36)

1 pont) Normélis eloszlas komponensei is normélisak, ezért
) =
) &

2 pont) =1 — (3%&() ))

1 pont) ~ 0,0359 = 3,59%

Legyen (U, V) valészintiségi vektorvaltozé. Tegyiik fel, hogy D?(U), D?(V) és cov(U, V) pozitiv valés
szamok. Legyen V' linedris regresszidja U-ra S1U + aq, és U linedris regresszidja —V-re fo(—V) + ao.
Tegyiik fel, hogy az {(z,y) € R? | y = f1z + a1} egyenes meréleges az {(z,y) € R? | y = Box + g}
egyenesre. Mit mondhatunk V eloszlésarél, ha tudjuk, hogy U exponencialis eloszlast? Es ha feltessziik,
hogy a1 = a?

3 pont) fr = AV & g, = L)

2 pont Az egyenesek pontosan akkor merolegesek, ha 81 - s = —1
__cov(U,V)? -1

D2(U) D?(V)

=

l6adas alapjan exp. eloszlast valdszintiségi valtozo pozitiv konstansszorosa is exp. eloszlasi.

1 pont) oy = E(V) - A E(U) = bE(U) + a - bE(U) = a

1 pont ang(U)—%E( V)=E{U)+ 3(—bE(U) —a) = -4

)
)
)
)
)
2 pont) Ha U exponencialis, akkor V' egy exponencidlis eloszldst val. valtozo lin. transzformaltja.
)
)
)
)



