Valészintiségszamitas

P6tl6 zarthelyi dolgozat, 2019. november 28.
Javitasi utmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyen Y olyan valdsziniiségi valtozo, aminek stirtiségfiiggvénye valamilyen o € R esetén

fY:x¢_> ﬁ ha—5<33<—2,
0 egyébként.

Hatérozza meg a P(—4 < Y < —3) valdszintiséget.
3 pont) [T f(x)dx =1
-2
3 pont) [T f(x)dx = [ arzde
— —17—2

3 pont) = [~ 52 a(l+z)2dr=a [7(1+_x1) } = —« (l—iQ — 1—i5) = 2a

pont) a =
0 pont) Y folytonos Valoszmusegl valtozo, ezért

) P

3 pont) P(—4 <Y < —3) = [} f(x)dx (Elirdssal nem fogadhaté el; kivétel, ha hatérokként a és b
szerepel —4 és —3 helyett )
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(3 pont) = 3 (1 +x)2 dx. Ha nincs meghatarozva az «, de ez a 1épés helyes, akkor is jar a pont.
-3
(3 pont) = [4 (Hx } L= -3 (ﬁ - I—LL) = 2 (a-val paraméteresen felfrva: 1 pont.)

Ha egy lépés helyesen szerepel, de a megolddast nem mozditja elére, akkor a vonatkozé 3 pontbdl
legfeljebb 2 adhaté, ha pedig egy rossz koncepcié részeként, akkor legfeljebb 1.

2. Egy gyongyhalasz egy nap atlagosan 1 igazgyongyot talal. Tegyiik fel, hogy az egyes sikeres gyéngyta-
lalatok egymastdl fiiggetlen, azonos, de egyenként kis valdszinliségli események. Néha a gyongyhalaszt
a hazauton kiraboljak a kalézok, és elveszik az Osszes ndla 1évo gyongyot. Ha a haldsznal épp k db
gyongy van (ahol k > 0), akkor (0,5)%/e eséllyel nem raboljék ki. Hatdrozzuk meg a haldsz ltal egy
nap hazavitt gyongyok szdmanak eloszlasat.
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2 pont) X a taldlt gyongyok szdma; Y azon gyongyok szama, amikkel haza is ér; A = {nem raboljdk ki}
3 pont) X ~ Pois(\)
ILpont) EX)=1=XA=1
2 pont) Ha k > 0, akkor P(Y = k) =P{X =k} N A)
2 pont) A szorzasi szabaly miatt
(3 pont) = P(A | X = k) - P(X — k)
Ha szorzasi szabaly helyett a teljes valészinﬁség érték tételére hivatkozunk akkor abban az esetben

e sz
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ki, szmten jar a pont.

(2 pont) P(A | X = k) = (0,5)%/e, P(X =k)= e !

(2 pont) P(Y = k) = ( k,) e 9% Vk > 0 esetén. Ha fellsmerjuk hogy Y ~ Pois(0,5), szintén jar a pont.
(3 pont) P(Y =0) =e % mert P(Y =0)=1-37, 0’5! —05 = %, e 0%,

Ha felismertiik a & > 0 tagokbdl a Pmsson—eloszlast és megjegyezzik, hogy a k > 0 tagok meghaté-
rozzék az eloszlast, igy specidlisan a P(Y = 0) értéket is, akkor szintén jar a pont (anélkiil is, hogy
szerepelne a P(Y = 0) = e~ érték). Ha teljes valészintiség tételével indoklunk, a P(Y = 0) = P(X =
0) + 372, P({X = k} N A) kiszdmolaséval, akkor is jar a pont. (Ha csak rajoviink, hogy a k = 0 eset
kiilén figyelmet érdemel, de nem tudjuk beldtni, hogy az eredmény e~°?, akkor 1 pont.)

3. Héarom egyiittes ad koncertet a hétvégén (kiilon-kilon): az Ajtok, a Bogarak és a Csilipaprikdk. Tegyiik
fel, hogy az egyes koncerten eljatszott szdmok mennyisége geometriai eloszldst, 1/10 paraméterrel.
Jelolje sorrendben A, B illetve C azon eseményeket, hogy az els, masodik, illetve harmadik koncerten
legfeljebb 10 szamot jatszanak el. Tudjuk, hogy

P(ANB)=PANC)=PBNC)=04 é PANBNC)=0,.2.

a) Mekkora az esélye, hogy az els§ koncerten legfeljebb 10 szdmot jatszanak el?

b) Mekkora az esélye, hogy van olyan koncert, ahol legfeljebb 10 szdmot jatszanak el?
(1 pont) Jelélje X, Y és Z az eljétszott szdmok mennyiségét. X,Y, Z ~ Geo(s5).
(2 pont) A = {X < 10}, B = {Y < 10}, C = {Z < 10}.
(
(

)
4 pont) P(A) =P(X <10) = X9, (1 — %)let)
)

10
1 1-(1-4)
LR (s )

Komplementer-médszerrel szamolva: P(4) =1 —P(X > 10) =1 — (), amire szintén jir a pont.

(2 pont) —1— ()" ~0,6513

(2 pont) Szita/Poincaré-formula alapjan:
(4 pont) (AUBUC) P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
(2 pont) =

pont) =3+ (1 - ({5)'") = 3-0,4+0,2 ~ 0,9540

4. Felfogadtunk egy kivitelez6t egy felujitashoz, aki a munkét csak kés6bb, Exp(A) eloszlast idé muilva
tudja elkezdeni. Maga a munka legalabb 4, legfeljebb A\ id6egységig tart (A > 4), de nem tudjuk
pontosan meddig: a fenti két hatdr kozott barmilyen idStartam el6fordulhat, egyenletes eloszlassal.
Mennyi A értéke, ha varhatéan 10 idoegység alatt késziilink el, a kezdeti varakozast is beleszamolva?

(1 pont) X : kezdésig eltels id6, X ~ Exp(\)
(1 pont) Y : munka idStartama, ¥ ~ U(4;\) (Ha kideriil a varhat6 érték kiszamolasabdl, hogy az
eloszlés fel lett ismerve, szintén jar a pont.)

(4 pont) E(X +Y) =10

(4 pont) E(X +Y) =E(X)+E(Y)

(2 pont) E(X) = ¢

(2 pont) E(Y) = 42

(2 pont) + + 2 =10

(2 pont) A2 — 16A +2 =0 = A o — L0EY218
(2 pont) A >4, ezért A =~ 15,87
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5. Legyen X ~ B(4,p) ésY ~ B(2,q) fuggetlen val6szintiségi valtozok valamilyen 0 < p,q < % 5 paramé-
terekkel. Tudjuk, hogy P(X =4,Y =0) = 2025 ésPY =1)=

a) Irjuk fel X ésY egyiittes eloszldsét.
b) Mekkora a valésziniisége az {X + Y péros és 0 < X < 4} eseménynek?

1 pont) Ran(X) = {0,1,2,3,4}, Ran(Y') = {0, 1, 2}, igy egy 3 x 5 tabldzatra lesz sziikség.
P(Y )—(2) 1(l—q) =2¢—2¢° = £, ezért g1 0 = 22

(
(2 pont)
(1 pont) 0 < g < 2, ezért ¢ = =
(3 pont) X és Y fiiggetlen = IP’(X =4Y=0)=P(X =4)P(Y =0)

(Ha nem hivatkozunk a fiiggetlenségre, akkor 1 pont.)

4 2 0,442
(2 pont) = (4)]34(1 -p)° (o)(%) (5)" = 3p" = 205 = P = 16
(I pont) 0 <p< 2, ezért p = 5
(3 pont) X ~ B(4,¢) és Y ~ B(2, §) egyiittes eloszlsa:
ks\A—k 2 1 4n2—1

P(X =k Y =1) =P(X ZMP(—J)—QMQ(@ (DG ()7 (0<k<4,0<1<2)
Ha a formula helyett az alabbi tablazat szerepel teljesel kitoltve, szintén jar a teljes pont.
(2 pont) Ha az egyiittes eloszlasra (el6z6 sor) teljes pontszam lett adva, akkor az aldbbi tédblazatbdl
csak a b) ponthoz hasznalt négy érték sziikséges az ide tartozé 2 pont megaddsdhoz. Ha nem tablazatos

forméban van megadva, de ki van szdmolva a négy, megoldashoz sziikséges érték, szintén jar a pont.
Szamolasi hibanként 1-1 pont levonés.

X
. 0 1 2 3 4

0 25/81 | 20/81 | 2/27 | 4/405 | 1/2025

1 25/162 | 10/81 | 1/27 | 2/405 | 1/4050

25/1296 | 5/324 | 1/216 | 1/1620 | 1/32400

(2 pont) P({X +Y paros és 0 < X < 4}) =
P{X =1,Y=1}U{X=2Y =0} U{X =2 Y =2} U{X =3Y =1})
(2pont) =P(X=1,Y=1)4P(X =2,Y =0)+P(X =2,Y =2)+P(X =3,Y = 1), mert kizdrdak.
(Ha nem hivatkozunk a kizardésagra, akkor 1 pont.)
(1 pont) = 10/81 + 2/27 + 1/216 4 2/405 = 671/3240 ~ 0,2071

6. Egy 6 cstcsu teljes graf cstucsainak kijeloljiik egy részhalmazat agy, hogy az egyes csiicsok egyméstol
fliggetleniil, i valészintiséggel keriilnek a kijelolt részhalmazba. Azt mondjuk, hogy egy él érintetlen,
ha egyik végpontja sem eleme a kijelolt részhalmaznak. Mi az érintetlen élek szamanak varhato6 értéke?

A megoldas:

(2 pont) Jelolje a grafot G. Ekkor |E(G)| = (§) = 15.

(4 pont) Szamozzuk meg 1-t6] 15-ig G éleit. Legyen X; = 1, ha az i-edik él érintetlen, és 0 egyébként.
(4 pont) A kérdés atfogalmazva E(312, X;).

(4 pont) A vérhaté érték additivitdsa miatt: = 212, E(X;).

(2 pont) X; pontosan akkor 1, ha mindkét végpont kijelolt, ezért

(2 pout) ECX) = (L D=3
(2 pont) Tehdt E(3;2; X;) = 15+ & = 8,4375 ~ 8,438

B megoldas:

(2 pont) Jel6lje Y a nem kijel6lt cstucsok szamat.
(2 pont) Y ~ B(6,7)
3 pont) Ha k cstics nincs kijeldlve, akkor az érintetlen élek szama k(k—1)
2
(4 pont) A keresett varhat6 érték E ( (Y= 1))
(2 pont) A transzformalt Valoszmusegl valtozo értékére vonatkozo allitas miatt
Y(Y 6 k 6—k
(4 pont) B (M07) = 520, "5 () ()" (3)
(3 pont) =0+ 0+ 3+ SR+ T+ R0+ 1550 = 10 ~ 8438



