Valészintiségszamitas

Zarthelyi dolgozat, 2019. november 4.
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Utmutatéban leirttdl eltérd j6 megoldas természete-
sen maximdlis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolds lényegesen egyszertisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszadmolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Az egyes szdmu zsdkban 13 piros és 11 kék szinil golyd van, a kettes szamu zsdkban 13 piros, 11 kék
és 12 z6ld. Véletlenszerlien hiizunk egy golyot az egyik zsdkbol. Annak az esélye, hogy az elsé zsakbdl
hizunk %. Feltéve, hogy piros golyot hiizunk, mi az esélye, hogy az els6 zsakbdl hiuztunk?

(2 pont) Ay ={1. zsdkbdl hizunk}, Ay ={2. zsdkbdl hizunk}, B ={piros goly6t htzunk} (Ha az
eseményekre jelolést nem vezet be, de a nekik megfeleld szévegek kévetkezetesen vannak hasznalva a
tovabbiakban, szintén jar a 2 pont.)

(1 pont) P(A) = &, P(Ax) = 1— 3 = &
(2 pont) P(A;|B) =?

(2 pont) Bayes-tétel alapjan:

(6 pont) P(A1|B) = P(B‘Al)1;(5\11‘)‘2115((;&2)]3(142), (a benne szerepld kifejezések felirdsara, és a helyes(!)
behelyettesitésre egyiitt szintén jar a pont, akkor is ha a formula ilyen formaban nem szerepel. Hibasan
felirva: legfeljebb 1 pont)

(2 pont) mert Aq, As teljes eseményrendszer (avagy kizardak és A1 U As = Q).

(2 pont) P(B|A;) = £, P(B|As) = £

(3 pont) P(A1|B) = 2 =04

2. Legyen Y olyan valdszintiségi valtozd, aminek stirliségfiiggvénye valamilyen o € R esetén

s = —2= hal<uz <4,
tx
0 egyébként.

g

Hatarozza meg E(Y)-t.
3 pont) [T f(x)dr =1
3 pont) [ f(x)dr = ffﬁdw

(
(
. 174
(3 pont) :fflax_gd:c:a{x 2} :a[—zixr:—za (3-1)=a
(
(

_% 1 Vol
2 pont) a =1

0 pont) Y folytonos val6sziniiségi valtozod, ezért
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(3 pont) E(Y) = [T 2 f(x) dr (elirdssal nem fogadhato el; kivétel, ha a hatdrok 1 és 4)
(3 pont) = f 4 L = dr (ha nem hatdrozta meg az a-t, de egyébként ez a 1épés helyes, akkor is jar a pont)

4
(3 pont) = [2352} L= 4 — 2 = 2 (a-val paraméteresen felirva: 1 pont).

Ha egy 1épés helyesen szerepel, de a megoldast nem mozditja elére, akkor a vonatkoz6é 3 pontbdl
legfeljebb 2 adhaté, ha pedig egy rossz koncepcid részeként, akkor legfeljebb 1 pont jar.

3. Béla hires ember, sokszor kérnek t6le autogramot az utcan. Tegyiik fel, hogy az egyes autogram kérések
egymastol fuggetlen, azonos, de egyenként kis valoszintliségli események. Egy nap atlagosan 4 kérést
kap. Béla tgy érzi, j6 napja van, ha 1-nél t6bb, de 5-nél kevesebb kérést kap. (Tegytik fel, hogy més
okbdl nem lehet j6 napja.)

(a) Mekkora a valdszintisége, hogy Bélanak egy adott napon jé napja van?
(b) Vérhatéan hédny napig kell varnia Bélanak, hogy j6 napja legyen (a jé napot is beleszamolva)?

(1 pont) X az autogram keresek szdma egy nap alatt, E(X) =4

(I pont) P(1 < X <5) =

(3 pont) X ~ Pois(A)

(Ipont) E(X)=A= =4

(2 pont) P(1 < X <5)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4) (T6bb vagy kevesebb, de megfelels alaki
tagot fehrva 1 pont. Eloszlasfuggvennyel felirva, de aztan nem kibontva: 0 pont)

(2 pont) = 2,6 44 é,e 4+ 1,6_4—05373

(2 pont) Y ={hény napig kell virnia j6 napra}, E(Y) =? (Ha Y helyett ezt a véltozét is X-el jeloli: 0
pont; ha djradefinidlja X-et geometriainak: 1 pont.)

3 pont) Y ~ Geo(p),

2 pont) p =P(1 < X <5)=0,5373

1 pont) E(Y) = L

2 pont) = 1,861 (Egészre is kerekitve: 1 pont.)

(
(
(
(

4. Jelolje A azt az eseményt, hogy nem tamad fel a szél a kdvetkezd 2 éraban, B pedig azt, hogy nem
ered el az es6 a kovetkezo 1 6raban. Tegyiik fel, hogy mind a szél feltdmadésaig eltelé X, mind az esd
eleredéséig elteld Y érak szama exponencidlis eloszlasi, azonos A paraméterrel.

(a) Hatarozza meg a P(A) és P(B) valészintiségeket (A fiiggvényében).
(b) A fenti eseményeken tul, jelolje C' azt az eseményt, hogy ma front lesz. Ismerjiikk a kévetkezd
valészintiségeket:

P(C)=05, P(ANB)=02, PANC)=03, PBNC)=02, PANBNC)=0,1.

Ha 0,9 az esélye, hogy A, B és C' események valamelyike bekdvetkezik, akkor mennyi A7

(2 pont) A={X >2}, B={Y > 1}

(1 pont) P(X < x) =1 — e~ (Ha ez més formaban szerepel, példaul Fx-el, de kideriil belSle, hogy
az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvényét hasznaljuk, akkor is jar a pont.)

(Bpont) P(A) =P(X >2)=1—-(1—-e )= &PB)=PX >1)=1-(1—-e?M)=¢?

(1 pont) PLAUBUC) =0,9

(2 pont) Szita-formula alapjan:

(4 pont) PLAUBUC) =P(A)+P(B) + P(C) —P(ANB) —P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
(2pont) 0,9 =+ 4+0,5-02-03-02+0,1=e2*4e*-0,1

( )

( )

3 pont) z = e~ helyettesitéssel 22+ x — 1 = 0, ezért 2= %\/5

2 pont) Csak x1 = 1‘2“[ pozitiv, ezért A = —Inx, ~ 0,4812.

5. Dobjunk egy szabdlyos dobdkockaval 4-szer. Jelolje X a dobott hatosok szamat. Az Y valdszintiségi
valtozo legyen 0, ha az els6 két dobas kozt van hatos, 1, ha az elsé két dobas kozt nincs, de az utolsd
két dobas kozt van hatos, és 2 egyébként. Mennyi cov(X,Y)?

(2 pont) X értékkészlete {0,1,2,3,4}, Y értékkészlete {0, 1,2}, igy egy 3 x 5 tablazatra lesz sziikség.
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6.*

(6 pont) Egytittes eloszlés:

X
v 0 1 2 3 4
0 0 125/648 | 125/1296 | 5/324 | 1/1296
1 0 125/648 | 25/1296 | 0 0
625,/1296 0 0 0 0

EDbbdl a helyes nulla értékekért legfeljebb 2 pont adhatd, mig a nemnulla helyes értékekért oszloponként
1 pont, az utolsé két oszlopért kozosen 1 pont. A 6 pont hidnyos tablézat esetén is jar, amennyiben a
hidnyz6 értékek azért nem szerepelnek, mert a hallgaté felismeri, hogy a kovariancia kiszamitasahoz
nem lesz rajuk sziikség. Binomidlis egyutthatok rossz hasznalata esetén a tablazatra legfeljebb 4 pont
adhato.

(3 pont) cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) (definicié helyes felirdsa: szintén 3 pont.)
(2 pont) E(XY) =0- ( DAL (18242 3%)+2-0- 2%
125
(1 pont) = G t2- 1296 = 108( 0,2315)
(1 pont) P(Y ) = (154212 + 1296 ésP(Y =2) = 1622956( 0,4823)
(2 pont) (Y) ((154212 + 1296) +2- 1622956 = ggg(’“ 1,1767)
(2 pont) X ( ) 6), ezért E(X) =np = g
(1 pont) co ( Y) =2 - 1582~ _0,5530.

Legyen a > 0 valds szam. Vegyiik azt a sikidomot, aminek hatarai a (0;0)-t a (2a;0)-val 6sszek6td
szakasz, az y = x2 (x € [0,a]) egyenlettel meghatdrozott gérbe, illetve ugyanezen gérbének az x = a
egyenesre vett tengelyes tiitkorképe. Az a paraméter értéke 1 — 27N ahol N ~ B(2,271). Mekkora
az esélye, hogy a [0, 2] x [0, 1] téglalapbdl taldlomra vélasztott pont a sikidomba esik?

A ={a pont a sikidomba esik}

(1 pont) Ran(N) = {0, 1,2} (Ha ez implicit a kés6bbi szamolasokban, akkor is jar a pont.)

(2 pont) Teljes valésziniiség tétele alapjan:

(4 pont) P(A) = P(AIN = 0)P(N = 0) +P(AIN = 1)P(N = 1) + P(A|N = 2)P(N = 2) (Ha a-ra
tesznek feltételt: szintén 4 pont. Logikailag hibas formula: legfeljebb 1 pont.)

(Ipont) PN =0)=1,P(N=1)=3P(N=2)=1

(2pont) N=0=a=3, N=1=a=3 N=2=a=3

=

29

1 3 7
22424 2 [122d 2 [8a2d
(5 pont) P(AIN =0) = 228 pagy =1y = 228 papy g = 2t
Ha az integrél a-ban paraméteresen van megadva, a-t skalarként kezelve: szintén 5 pont; a "kedvezd"
teriilet helyes kiszdmolasa, de a teljes teriilet lehagyasa: 3 pont; 2-es szorz6 lehagyasa, de egyébként

helyes szamolas: 4 pont.
% _ 9 a8
o o0 |3

O wiv

= 343 ~0,2233

(3 pont) Az integralok értékei rendre [ 36

1 1, 9 343
(2 pont) P(A) =55 - 5 + 51 2+1536




