Wiener Gabor

GRAFOK HOSSZU KOREI ES UTJAI

HABILITACIOS TEZISEK

MUEGYETEM 1782

Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
Villamosmérnoki és Informatikai Kar
2015.






Tartalomjegyzék

Bevezetés

Tézispontok

1. Elsé téziscsoport: hypohamiltonian és hypotraceable grafok
1.1. Sikbarajzolhat6 hypohamiltonian és hypotraceable grafok . . . . . . .. .. ..
1.2. 3-reguléris sikbarajzolhaté hypohamiltonian és hypotraceable grafok . . . . . .

2. Masodik téziscsoport: minimalis levélszami feszit6fak
2.1. Maximalis belsd csicsszamu feszit6fak . . . . . .. .. ... L.

3. Harmadik téziscsoport: Levél-kritikus és levél-stabil grafok

3.1. Konstrukcidk ... ... ..

3.2. 2 Osszefiiggdségi szamd levél-kritikus grafok . . . . ... ..o Lo L

3.3. Ut-kritikus és pSkszerti grafok

3.4. Adott csicsokat elkeriil§ leghosszabbutak . . . . . . .. ... o000

4. Negyedik téziscsoport: Hipergrafok nyomai

4.1. Elek maximalis multiplicitdsa

Irodalomjegyzék

11
11
13

14
14

17
17
18
19
20

21
22

23






Bevezetés

Jelen tézisfiizet a szerzOnek a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem Villamos-
mérnoki és Informatikai Kardn inditott habiliticiés eljardsdhoz késziilt. Célja, hogy a szerzd
(részben tarsszerzokkel k6zos), a PhD fokozat megszerzését kovetd tudomédnyos eredményei-
nek egy részét egységes keretben mutassa be. Az eredményeket 11 tézispontban rendszerezziik,
ezt koveti a feldolgozott témakor attekintése és az egyes eredmények bdvebb kifejtése. Terje-
delmi okokbdl bizonyitdsokat nem kozliink. A tézisfiizet kibGvitett valtozata megtaldlhaté a
szerz6 honlapjan, ebben szinte minden vonatkozé bizonyitds szerepel (angol nyelven), kivételt
csak a nagyon technikai, illetve mds bizonyitasokhoz rendkiviil hasonlité esetek képeznek. Ter-
mészetesen ez utobbi bizonyitdsok is megtalalhatdk a szerzd idevagé publikdcidiban. A tézisek
a szerz0 [4, 39, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61] publikicidira épiilnek, melyek koziil [4] és [60] tars-
szerz6je Makoto Araya, [39] tarszerzGje Salamon Gébor. A [4, 56, 57, 58, 59, 60] publikacidk
az elmult 5 évben jelentek meg, [61] pedig megjelenés alatt all.

A grafelméletben kdzponti szerepet jatszik a Hamilton-kor és a Hamilton-tit probléma, vagyis
annak eldontése, hogy egy adott grafnak van-e Hamilton-kore, illetve -ttja. Egyikiikre sem
ismert jOl hasznélhat6 sziikséges és elégséges feltétel, s6t mindkét probléma N P-teljes. Hason-
16an nehezek a grafok egyéb hosszu koreivel €s utjaival, illetve specidlis feszitdfaival kapcso-
latos problémadk is; ezek egy része specidlis esetként tartalmazza a Hamilton-kor, illetve -ut
problémat. A kapcsol6dé kutatdsok ennek, €s a téma fontossdganak koszonhetGen meglehetd-
sen szertedgazok, itt harom kiilonboz6 aspektusbdl vizsgaljuk a kérdést.

Els6 téziscsoport: hypohamiltonian és hypotraceable grafok

Az elsé fejezetben olyan grafokkal foglalkozunk, melyek maguk nem rendelkeznek Hamilton-
korrel (-uttal), de barmely csucsukat elhagyva mar olyan grafot kapunk, melynek van
Hamilton-kore (-ttja). Ezek az ugynevezett hypohamiltonian (hypotraceable) grafok. (Magyar
nyelvil terminoldgia hidnydban az angol elnevezéseket hasznéljuk.) A legkisebb hypohamilto-
nian graf a jol ismert Petersen-graf. A téma vizsgalata Sousselier 1963-as cikkével [43] kez-
dédott, melyben a Petersen-graf egy éltalanositdsa segitségével végtelen sok hypohamiltonian
grafot taldlt. 1964-ben Herz, Gaudin és Rossi [21] beldtta, hogy a Petersen-grafnal kisebb hy-
pohamiltonian graf nem létezik. 1997-re sikeriilt meghatarozni, hogy pontosan mely csucssza-
mokra létezik hypohamiltonian graf (elsésorban Chvatal [10] és Thomassen [46] munkdjanak
koszonhetden, az i-re a pontot Aldred, McKay és Wormald [2] tette fel). Grétschel 1977-ben
megmutatta, hogy a hypohamiltonian grafok hasznélhat6k az utazéiigynok probléma egészér-
tékli programozasi megolddsiahoz (a Gomory-féle cutting-plane mdédszert haszndlva), igy al-
kalmazasaik rendkiviil szertedgazok, a halézatok és chipek tervezésétdl a DNS-szekvenalasig.
Hatékony megoldast els6sorban kis méretli hypohamiltonian grafok esetén kaphatunk. Bar sz4-
mos cikk foglalkozik hypohamiltonian grafokkal (kivald, bar nem kimondottan friss dsszefog-
lalé Holton és Sheehan cikke [23]), val6jaban elég keveset tudunk réluk. Nem ismert pél-



ddul, hogy 1étezik-e négyszeresen Osszefiiggd hypohamiltonian graf, s6t az sem, hogy 1étezik-e
olyan, amelynek nincs 3 foku cstcsa, nyilvanval6 ugyanakkor, hogy minden hypohamiltonian
graf haromszorosan 0sszefiiggd. A hypotraceable grafokrél még ennél is joval kevesebbet tu-
dunk. Sokaig azt sejtették, hogy ilyenek nem is 1éteznek [27], s6t egy ideig az is kérdéses volt,
hogy 1étezik-e olyan graf, melyben egyik cstiicson sem megy at az dsszes leghosszabb ut. A
kérdést 1966-ban vetette fel Gallai [15] €s 1969-ben vilaszolta meg — igenléen — Walther [54].
Az els, 40 csucsu hypotraceable grafot Horton taldlta 1976-ban [63, 48], a legkisebb ismert
hypotraceable grafnak 34 csicsa van, ez Thomassen nevéhez fliz6dik [46]. Nem ismert érdemi
alsé becslés a legkisebb hypotraceble graf méretére. Ennek az az egyik magyardzata, hogy
az 0sszes ismert hypotraceable graf hypohamiltonian grafok segitségével késziilt, Iényegében
Thomassen két mddszerét haszndlva [46, 48]. Az ugyanakkor ismert, hogy ha n > 42, akkor
l1étezik n csticst hypotraceable graf [46].

Az 1976-ig ismert hypohamiltonian grafok jorészt a Petersen-graf édltaldnositasaként, illetve
Chvatal ugynevezett flip-flopjainak segitségével [10] dlltak el6 és egyikiik sem volt sikbaraj-
zolhaté. Ez motivalta Chvétalt, amikor felvetette, hogy egyaltalan 1éteznek-e sikbarajzolhaté
hypohamiltonian grafok €s ha igen, léteznek-e ilyenek, amelyek még 3-regularisak is. Az els6
sikbarajzolhaté hypohamiltonian grafot 1976-ban taldlta Thomassen [48], ennek 105 csucsa
volt, 1979-ben pedig Hatzel [20] talalt egy 57 csicsu hypohamiltonian sikgrafot. 1993-ban
Holton és Sheehan [23] tette fel a kérdést, hogy 1étezik-e ennél kisebb hypohamiltonian sik-
graf. C. Zamfirescu és T. Zamfirescu [64] 2007-ben taldlt egy 48 csucst példit, a szerzd pedig
(Makoto Arayaval kozosen) 2011-ben egy 42 csucsut [60]. A legkisebb ismert hypohamilto-
nian sikgraf mérete 40, ezt Jooyandeh, McKay, Ostergﬁrd, Pettersson és C. Zamfirescu talalta
2014-ben [26].

A sikbarajzolhat6 esetben még kevesebbet tudunk a hypohamiltonian és hypotraceable gra-
fokrdl. 2011-ig még az sem volt ismert, hogy minden kell6en nagy n-re 1étezik-e n csicsu
hypohamiltonian, illetve hypotraceable sikgraf. Holton és Sheehan meg is emliti az el6bbit a
teriilet megoldatlan problémai kozott [23]. 2011-ben Makoto Arayéval kdzosen sikeriilt meg-
valaszolnunk e kérdéseket: megmutattuk, hogy minden n > 76 esetén 1étezik n csucsu sikbaraj-
zolhaté hypohamiltonian graf, illetve minden n > 180 esetén 1étezik n csicsu sikbarajzolhaté
hypotraceable graf [60]. A becsléseket 2014-ben 42-re, illetve 156-ra javitottdk Jooyandeh €és
szerzOtarsai [26].

A sikbarajzolhat6 3-reguléris graifok Hamilton-koreinek probléméja tobb, mint fél évszdzadon
at a grafelmélet egyik kozponti kérdése volt, hiszen Tait sejtésébdl, miszerint minden harom-
szorosan Osszefiiggd, 3-reguldris sikgrafnak van Hamilton-kore, kdvetkezett volna a hires négy
szin sejtés [45]. Bar Tait sejtését 1946-ban megcafolta Tutte [52], 1968-ig, a Grinberg-tétel [17]
felfedezés€ig nagyon nehéz volt tovabbi ellenpéldakat taldlni. Chvatal 1973-as, 3-reguléris hy-
pohamiltonian sikgrafokra vonatkozé fent emlitett kérdése ennek megfelelGen cseppet sem tlint
konnytinek. Az elsd 3-reguldris, sikbarajzolhatd, hypohamiltonian grafot Thomassen taldlta
1981-ben, ennek 94 csiicsa van [50]. 2011-ig nem is sikeriilt ennél kisebb példat taldlni €s az
sem volt ismert, hogy minden kell6en nagy péaros n esetén létezik-e n csicsu 3-reguldris, hypo-
hamiltonian sikgraf. Mindkét kérdés szerepel Holton és Sheehan cikkében [23] a megoldatlan
problémak kozott. Aldred, Bau, Holton és McKay 2000-es cikkébdl [1] ugyanakkor kovetke-
zett, hogy nincs 42 vagy kevesebb csticst ilyen graf. Makoto Arayéaval kozosen 2011-ben sike-
riilt mindkét kérdést megvalaszolnunk: mutattunk egy 70 csucsu 3-reguldris hypohamiltonian
sikgrafot, melynél kisebb ma sem ismert és bebizonyitottuk, hogy minden n > 86 esetén létezik
n csucsu 3-reguldris hypohamiltonian sikgraf [4]. A 86-os korldatot 2015-ben 74-re javitottdk
[65].



Masodik téziscsoport: minimalis levélszamu feszitofak

A masodik fejezetben egy feszit6fa-optimalizalasi problémadra adunk kozelitd algoritmuso-
kat. A feszit6fa-optimalizalasi problémdk tipikusan gyakorlatban felmeriil6 feladatokkal dllnak
szoros kapcsolatban, mint példaul hal6zatok tervezése, routing [38, 16, 36, 42, 5]. A cél egy
Osszefiiggd graf valamilyen célfiiggvény szerint optimdlis feszit6fdjadnak megtaldldsa; nagyon
gyakori, hogy a graf egy Hamilton-utja (ha 1étezik) az optimélis feszit6fa, ilyenkor a feladat per-
sze NP-nehéz, ezért a pontos (de lassi) megoldasok helyett a kozelitd algoritmusok keriilnek
el6térbe. Az altalunk vizsgdlt MINLST (Minimum Leaf Spanning Tree) probléma is ide tarto-
zik: a cél olyan feszit6fa megtaldlasa, melynek a lehet6 legkevesebb levele (vagyis 1 foku csu-
csa) van. Lu és Ravi 1996-ban megmutatta [35], hogy erre az optikai hal6zatok, vizgazdélko-
dasi rendszerek tervezésekor is hasznos problémdara még konstans faktoru kozelitd algoritmust
sem lehet adni (hacsak P = NP nem teljesiil). Optimalizdldsi szempontb6l a MINLST feladat
nyilvan ekvivalens azzal a problémadval, amikor olyan feszit6fat keresiink, melynek a lehetd
legtdbb belsd csucsa (azaz nem levele) van. Ez a probléma (Maximum Internal node Spanning
Tree — MAXIST) azonban mér approximdlhat6: 2008-ban Salamon Géborral kdzodsen linea-
ris idejli 2-approximdciot sikeriilt megadnunk, melynek finomitasaval %—approximéciét kap-
tunk karom-mentes grafokra és linedris futdsideji g-approximéciét 3-reguléris grafokra [39].
A cikk kozlése 6ta az approximdcids faktort szdmos alkalommal javitottdk, a legjobb ismert
faktor dltaldnos grafokra % [32], 1 foku csucs nélkiili grafokra pedig % [33].

Harmadik téziscsoport: levél-kritikus és levél-stabil grafok

A harmadik fejezetben az elsd két fejezet megkozelitéseit egyesitve a hypohamiltonian és hy-
potraceable tulajdonsdgokat kiterjesztjiik az emlitett feszit6fa-optimalizaldsi problémara és egy
utfedéssel kapcsolatos problémara is. Az egyesitett megkozelités hatékonysiagat mutatja, hogy
a segitségével sikeriilt megvdlaszolni Gargano, Hammar, Hell, Stacho és Vaccaro egy nyitott
kérdését [16]. Egy 0Osszefiiggé graf minimadlis levélszdmat a feszit6fai levélszamanak mini-
mumaként definidljuk, azzal a kiegészitéssel, hogy ha a grafnak van Hamilton-kore, akkor a
kérdéses szdm nem 2, hanem 1. Egy gréfot [-levél-kritikusnak neveziink, ha a minimélis le-
vélszdma [/ €s barmely cstcsat elhagyva a minimadlis levélszam [ — 1. Konnyen lathatd, hogy
a 2-levél-kritikus grafok épp a hypohamiltonian grafok, a 3-levél-kritikus grafok pedig a hy-
potraceable grafok. A 3.1 alfejezetben megmutatjuk, hogy nem csak / =2 és [ = 3, hanem
tetszOleges [ > 2 egész esetén léteznek [-levél-kritikus grafok, s6t minden elegendden nagy n
esetén 1étezik n csucsu sikbarajzolhatd, 3-reguldris, [-levél-kritikus graf is [57, 58, 61]. Emli-
tettilk mar, hogy a hypohamiltonian és hypotraceable grafok szerkezetérdl nagyon keveset lehet
tudni, az egyik ilyen eredmény Thomassen hypotraceable 2-toredékeket karakterizalé lemmadja
[46]. Ennek egy levél-kritikus grafokra vonatkozé altaldnositasit bizonyitjuk be a 3.2 alfeje-
zetben [57, 58, 61].

A kovetkez6 definiciok Garganotdl €s szerzOtarsaitol szarmaznak [16]. Egy fat poknak neve-
ziink, ha legfeljebb egy olyan csucsa van, melynek foka nagyobb, mint 2; a pok kdozéppontja a
2-nél nagyobb foku csucs (ha van ilyen, egyébként tetszbleges csucs tekinthetd a kozéppont-
nak). Egy graf pokszerti, ha barmely v csticsdhoz 1étezik a grafnak olyan feszitd pdkja, melynek
kozéppontja v. Nyilvanvald, hogy a Hamilton-tttal rendelkez6 grafok pokszertiek és konnyen
lathat6, hogy ugyanez igaz a hypotraceable grafokra is. Garganoék (egyik) kérdése az volt,
hogy léteznek-e egyéb pokszerl grafok is. A 3.3 alfejezetben el6szor megmutatjuk, hogy a
korédbban talélt levél-kritikus grafok koziil bizonyosak ut-kritikusak is (vagyis barmely csucsu-
kat elhagyva a csucsok fedéséhez sziikséges diszjunkt utak szama eggyel csokken — kordbban



ilyen grafok csak a két uttal fedhetd esetben voltak ismertek) [59, 61], majd ezt a tulajdon-
sadgot felhaszndlva Hamilton-it nélkiili, nem hypotraceable, pokszerii grafokat konstrudlunk.
S6t, azt is megmutatjuk, hogy tetszSleges H graf esetén létezik olyan Hamilton-tit nélkiili, nem
hypotraceable, pokszerl graf, mely feszitett részgrafként tartalmazza H-t [59, 61].

Negyedik téziscsoport: hipergrafok nyomai

A negyedik fejezet olyan, hipergrafok nyomairdl szol6 tételeket tartalmaz, melyek halézatok
hibattiréséhez, precizebben a hiperkocka bizonyos (hibds) csicsait elkeriild hosszi dtjaihoz és
koreihez kapcsolddnak. Hipergrafok nyomait régéta vizsgdljak; Vapnik és Chervonenkis [53]
klasszikus cikke 1971-ben jelent meg. Ebben a cikkben implicit formaban mar szerepel a tobb-
nyire Sauer tételeként ismert 4llitds [40], mely szerint minden n elemi alaphalmazon adott,
legaldbb 26*1 ('ll) + 1 kiilonb6zd halmazt tartalmazé halmazrendszernek van olyan r elemi R
halmazon vett nyoma, amely R minden részhalmazat tartalmazza. A Sauer-tételnek és Bondy
egy tételének [7] kozos altalanositasat adjuk a 4.1 alfejezetben [55], melybdl Turan tételét [51]
haszndlva kovetkezik a 4.1 alfejezet £6 eredménye: m > 2n esetén minden n elem{ alaphalma-

2
zon adott, m halmazt tartalmazé halmazrendszernek van olyan [5."-— elem{ halmazon vett

nyoma, melyben minden halmaz multiplicitdsa legfeljebb (Mf—i_ﬂ + 1 [55]. Ezt a tételt hasz-

nalta Fink és Gregor [13] annak bizonyitdsara, hogy elegend6en nagy n esetén az n-dimenzids
hiperkockébdl egy legfeljebb % +5 + 1 elemi X csticshalmazt térolve, a kapott grafnak van
2" —2|X| hosszi kore. Ez volt az elsd olyan eredmény, amelyben négyzetes nagysagrend hi-
bas csucsot engedtek meg. Hasonld, négyzetes nagysagrendd eredményt bizonyitott az emlitett
tétel segitségével Dvordk és Koubek [12] korok helyett utakrdl. A 4.1 alfejezet f6 eredményét
2015-ben Dvorék arra is fel tudta haszndlni, hogy megmutassa: az n-dimenzids hiperkocka
minden legfeljebb 1’—; + 7 €l pdrositdsa kiterjeszthet6 olyan korré, mely a hiperkocka csticsa-
inak legaldbb a haromnegyedét tartalmazza (ebben a témdban is ez az elsé négyzetes becslés)
[11].

Jelolések

A disszertacioban szerepld grafok mind véges, egyszerd, irdnyitatlan, 0sszefliggd grafok. A G
gréaf csticshalmazdt V (G), élhalmazét E(G) jeloli, a v csics fokét a G grafban pedig dg(v) (ha
vildgos, hogy melyik grafr6l van sz6, akkor egyszertien d(v)). G — X jeloli azt a gréafot, amit
G-bdl az X csucshalmaz torlésével kapunk, G — v := G — {v}.



Tézispontok

Alabb kovetkezik a tézisek felsoroldsa, melyeket a kovetkezd fejezetekben részletesen is kifej-
tiink.

Elso6 téziscsoport

1. Minden elegend6en nagy n egész esetén létezik n csucsu sikbarajzolhaté hypohamiltonian,
illetve hypotraceable graf (s6t, az elsé esetben n > 76, a masodikban n > 180 elég) — a hypo-
hamiltonian eset Holton é€s Sheehan egy 1993-as problémdjanak [23] megoldasa. (1.5. Tétel és
1.6. Tétel. A 76-os korlatot azéta 42-re, a 180-as korlatot 156-ra javitottdk [25, 26].) (Forras:
[60], k6z0s eredmények Makoto Arayéval.)

2. A legkisebb sikbarajzolhaté hypohamiltonian grafnak legfeljebb 42, a legkisebb sikbaraj-
zolhat6 hypotraceable grafnak legfeljebb 162 csucsa van. (1.2. Tétel és 1.4. Kovetkezmény. A
becsléseket azdta 40-re és 154-re javitottdk [25, 26].) (Forrés: [60], kozos eredmények Makoto
Arayéval.)

3. Minden elegend&en nagy paros n egész esetén létezik n csucsu 3-reguldris, sikbarajzolhaté
hypohamiltonian, illetve hypotraceable graf (s6t, az elsd esetben n > 86, a mdsodik esetben
n > 356 elég) — a hypohamiltonian eset Holton és Sheehan egy 1993-as problémdjdnak [23]
megoldasa. (1.9. Tétel és 1.10. Kovetkezmény. A 86-o0s korldtot azéta 74-re javitottdk [65].)
(Forras: [4], kozos eredmények Makoto Arayéval.)

4. A legkisebb sikbarajzolhat6, 3-reguléris hypohamiltonian grafnak legfeljebb 70, a legkisebb
sikbarajzolhat6, 3-reguldris hypotraceable grafnak legfeljebb 340 csicsa van — a hypohamilto-
nian eset ugyancsak Holton és Sheehan egy 1993-as problémdjdnak [23] megoldésa. (1.8. Tétel
és 1.10. Tétel.) (Forrés: [4], k6z0s eredmények Makoto Araydval.)

Masodik téziscsoport

S. Linearis futasidejli 2-approximdcids algoritmus a MAXIST problémdra (maximalis belsd
csdcsu feszit6fa keresése), %-approximéci(’) karom-mentes grafokra, linedris futdsidejl g-
approximadcio 3-reguléris grafokra. (1. Algoritmus, 2.2. Tétel, 2. Algoritmus, 2.3. és 2.4. Téte-
lek. Az6ta az approximdcids faktort dltalanos grafokra el6bb %—ra [29], majd %—re [32], 1 foku
csucs nélkiili grafokra %—re [371, %—ra [29], %—re [32], majd %—ra [33] javitottdk. Forras: [39],
kozos eredmények Salamon Gaborral.)

Harmadik téziscsoport

6. Minden [ > 2 egészre 1éteznek [-levél-kritikus és [-levél-stabil grafok, s6t minden elegen-
d6en nagy n-re 1étezik n csucsu [-levél-kritikus és [-levél-stabil graf. (3.5. Tétel, 3.6. Tétel,
Megjegyzés, 18. oldal. Forras: [57, 58, 61])



7. [-levél-kritikus 2-toredékek karakterizdcidja (Thomassen hypotraceable 2-toredékeket ka-
rakterizal6 lemmadjanak [48] altalanositasa). (3.12. Tétel. Forras: [57, 58, 61]).

8. Minden u > 2 egészre léteznek u-ut-kritikus grafok, s6t minden elegendéen nagy n-re
l1étezik n cstcsu p-ut-kritikus graf. (3.16. Tétel. Forras: [59])

9. Léteznek olyan nem hypotraceable pokszeri grafok, melyeknek nincs Hamilton-utja — Gar-
gano, Hammar, Hell, Stacho és Vaccaro 2002-es problémadjanak [16] megoldésa. S6t, tetszole-
ges H grafhoz létezik olyan Hamilton-ut nélkiili, nem hypotraceable pékszerl graf, mely H-t
feszitett részgrafként tartalmazza. (3.17. Tétel, Megjegyzés, 20. oldal. Forras: [58, 59, 61].)

Negyedik téziscsoport

10. Az (n,m)> (r,s) relaci6 karakterizcidja a letomoritési technika segitségével — Bondy [7]
és Sauer [40] tételeinek egy kozos éltalanositdsa. (4.6. Tétel. Forrés: [55].)

11. m>2nésr= (me—i_ﬂ esetén (n,m)> (r,r +1). S6t, minden 7 € MSH (n,m) esetén
1étezik olyan {me—i_zw eleml X C [n] halmaz, melyre <7-t az [n] — X halmazra megszoritva,

a kapott hipergrafban minden €l multiplicitdsa legfeljebb {me—i_zw + 1. (4.8. Tétel, 4.9. Tétel.
Forras: [55, 56].)
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1. fejezet

Elso téziscsoport: hypohamiltonian és
hypotraceable grafok

1.1 Definicié Egy grdf hypohamiltonian, ha nincsen Hamilton-kore, de bdarmely csiicsdt to-
rolve, a kapott grdafnak mdr van. Egy grdf hypotraceable, ha nincsen Hamilton-iitja, de barmely
csucsdt torolve, a kapott grdafnak mdr van.

A legismertebb és egyben legkisebb [21] ilyen graf a Petersen-graf, melyrdl jol ismert, hogy
nincs Hamilton-kore, az 1.1. dbrdn lathat6 lerajzoldsan pedig jol latszik, hogy a kozépsd
csucs torlésével (és igy szimmetriaokokbdl barmely csucs torlésével) kapott grafban mar van
Hamilton-kor.

1.1. dbra: A Petersen-graf

1.1. Sikbarajzolhaté hypohamiltonian és hypotraceable gra-
fok

Legyen I' az 1.2. dbran lathat6 graf.
1.2 Tétel (Araya-Wiener, 2011 [60]) I" sikbarajzolhato hypohamiltonian grdf.

I' sikbarajzolhatdsdga magatol értet6dd, a csucsok torlésével kapott grafokban Hamilton-kort
taldlni szintén nem nehéz. Annak igazoldsa azonban, hogy maganak a grafnak nincs Hamilton-
kore, mar nem ilyen egyszerd, a bizonyitas Grinberg tételén [17] alapul.
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1.2. abra: A T" graf

1.3 Tétel (Grinberg, 1968 [17]) Tegyiik fel, hogy egy sikgrdfnak van egy H Hamilton-kére és
hogy az i élii tartomdnyok koziil f; darab taldlhato H-n beliil, g; pedig H-n kiviil. Ekkor

Y (i-2)(fi—gi)=0.
i
Az 1.2 tétel aldbbi egyszerii kovetkezménye C. Zamfirescu és T. Zamfirescu legkisebb ismert
sikbarajzolhat6 hypotraceable grafok méretére vonatkoz6 186-os becslésének [64] javitasa.

1.4 Kovetkezmény (Araya-Wiener, 2011 [60]) Létezik 162 csiicsu, sikbarajzolhatd, hypotra-
ceable grdf.

A kovetkezmény bizonyitdsdhoz az 1.2 tételen kiviil Thomassen egy modszerére [46] van sziik-
ség. A kovetkez0 tétel a fejezet legfontosabb eredménye, mely Chvatal tételének (minden ele-
gendden nagy n esetén 1étezik n csicsd hypohamiltonian graf [10]) kiterjesztése a sikbarajzol-

hato esetre.

1.5 Tétel (Araya-Wiener, 2011 [60]) Minden n > 76 egész esetén létezik n csicsi, sikbaraj-
zolhato, hypohamiltonian grdf.

Az 1.5. Tétel segitségével Thomassen tételét (minden elegendden nagy n esetén 1étezik n cstcsu
hypotraceable graf [46]) is ki tudjuk terjeszteni a sikbarajzolhaté esetre.

1.6 Tétel (Araya-Wiener, 2011 [60]) Minden n > 180 egész esetén létezik n csiicsi, sikbaraj-
zolhato, hypotraceable grdf.

A Bevezetésben mar esett sz6 Gallai kérdésérdl (igaz-e, hogy egy Osszefiiggd graf osszes leg-
hosszabb ttjainak van k6zos csicsa [15]). Walther vélaszét [54] kovetSen T. Zamfirescu [62] és
Griinbaum [19] a problémahoz kacsol6do grafcsaladokat, illetve szamokat definialtak, melyek

z 2

koziil szdmunkra most a C,{ és P,g szamok érdekesek (késdbb foglalkozunk mas ilyen szamok-

kal és csaldadokkal is). C,{ (P,f ) jeloli a legkisebb olyan n szdmot, melyre létezik olyan n csicsu,
sikbarajzolhat6, k-6sszefliggd graf, melyben barmely j csticshoz 1étezik azokat elkeriild leg-
hosszabb kor (tit).

Az 1.2 tétel felhasznalhat6 a CT31 C_g 1732, and P_31 szdmokra vonatkozé becslések javitdsara is.
A 2011-ben ismert legjobb becslések az aldbbiak voltak: C} < 48, C3 <4277, P} <188 és
P32 < 16926.

1.7 Kovetkezmény (Araya-Wiener, 2011 [60]) C1 < 42, C2 <3701, P! <164, P2 < 14694.
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1.2. 3-regularis sikbarajzolhaté hypohamiltonian és hypot-
raceable grafok

Legyen G az 1.3. dbran lathat6 graf.

>

A

1.3. dbra: A G graf

1.8 Tétel (Araya-Wiener, 2011 [60]) G 3-reguldris sikbarajzolhaté hypohamiltonian grdf.

G 3-regularitdsa és sikbarajzolhat6sdga magétdl értet6do, a csucsok torlésével kapott grafokban
Hamilton-kort taldlni pedig nem nehéz. Annak bizonyitdsa azonban, hogy magéanak a grafnak
nincs Hamilton-kore, most is Grinberg tételén [17] alapul. A kovetkezd tétel az 1.5 Tétel 3-
reguldris esetre vonatkozé valtozata.

1.9 Tétel (Araya-Wiener, 2011 [4]) Minden n > 86 pdros szdm esetén létezik n csiicsii, 3-
reguldris, sikbarajzolhato, hypohamiltonian grdyf.

1.10 Kovetkezmény (Araya-Wiener, 2011 [4]) Létezik 340 csiicsi, 3-reguldris, sikbarajzol-
hato, hypotraceable grdf és minden n > 356 pdros szdm esetén létezik n csiicsu, 3-reguldris,
stkbarajzolhato, hypotraceable grdf.

1.11 Kovetkezmény (Araya-Wiener, 2011 [4]) C2 < 2765, PZ < 10902,
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2. fejezet

Masodik téziscsoport: minimalis

levélszamu feszitofak

A MINLST és a MAXIST probléma bemenete is egy 0sszefiiggd graf, a feladat az els6 esetben
egy minimdlis levélszamu feszitéfa megaddsa, mig a médsodik esetben a belsd csticsok (nem
levelek) szdmat kell maximalizdlnunk. Bar a két probléma optimdlis megolddsa ugyanolyan
nehéz, megmutatjuk, hogy szemben a MINLST-vel, a MAXIST j6l approximalhaté.

2.1. Maximalis belso csucsszamu feszitofak

Eldszor leirjuk a linedris futdsidejli ILST (Independent Leaves Spanning Tree) algoritmust,
mely vagy olyan feszit6fat taldl, melynek csak két levele van (vagyis Hamilton-ut) vagy a
levelei fiiggetlen ponthalmazt alkotnak. Az ilyen feszit6fdkrél nem nehéz megmutatni, hogy
legalabb feleannyi belsd csicsot tartalmaznak, mint az optimalis.

Az algoritmus alapja a j6l ismert mélységi bejaras (DFS), a tovabbiakban hasznéljuk a DFS le-
irasaban szerepl0 szokasos elnevezéseket, 1d. pl. [31]. Egy FF DFS-fa egy csucsat d-levélnek ne-
vezziik, ha nincs gyereke. A d-levelek természetesen levelei F'-nek és F egyetlen olyan levele,
amely nem d-levél, a gyokér lehet. Mivel irdnyitatlan graf DFS-fdjahoz nem tartozhat kereszt-
él, a d-levelek fiiggetlenek, el6fordulhat azonban, hogy egy vagy tobb d-levél szomszédos a
gyokérrel. Ilyenkor az algoritmus a DFS futtatdsa utdn két alkalmas él cseréjével gondoskodik
arrdl, hogy a levelek csakugyan fiiggetlenek legyenek:

Algoritmus: ILST (Independent Leaves Spanning Tree)

Input: G = (V,E) irdnyitatlan graf

Output: T feszit6fa, melynek levelei fiiggetlenek

T + DFS (G) ; // G tetszbleges DFS-f4ja
r < T gyokere;

if T nem Hamilton-iit és dy(r) = 1 és 1 d-levél, melyre (r,1) € E(G) then

// r levél és szomszédos egy masik [ levéllel

x < az [-hez legkozelebbi eldgazas (> 3 foku csucs) T-ben;

y < x szomszédja az (/,x) tton;

Adjuk hozza az (I,r) élet T-hez;

Toroljik az (x,y) élet T-bol;

return 7';
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2.1 Allitas Az ILST algoritmus kimenete vagy Hamilton-iit vagy olyan feszitdfa, melynek leve-
lei fiiggetlenek.

s 2

Vilagos, hogy az ILST linedris ideji és nem nehéz belatni, hogy egy fiiggetlen leveld feszitofa
legaldbb feleannyi belsd csticsot tartalmaz, mint az optimum. Mindebbdl mar kovetkezik az
alabbi tétel.

2.2 Tétel (Salamon-Wiener, 2008 [39]) Az ILST algoritmus 2-approximdcio a MAXIST prob-
lémadra.

A mélységi bejaras sordn (és igy persze az ILST algoritmus esetében is) az aktudlis csics még
meg nem l4togatott szomszédai koziil tetszSlegesen vdlasztunk. Az aldbbiakban a DFS egy
olyan finomitését irjuk le, melyben ezen csicsok koziil azt vdlasztjuk, amelyiknek a legkeve-
sebb még meg nem latogatott szomszédja van. Az igy kapott RDFS (Refined Depth First Se-
arch) algoritmus az ILST-nél sokkal jobb approximécids faktort biztosit karom-mentes, illetve
3-reguléris grafok esetén. Az RDFS kimenetét RDFS-fanak fogjuk nevezni.

Algoritmus: RDFS (Refined Depth First Search)
Input: G = (V,E) irdnyitatlan graf
Output: G egy T RDFS-fija
begin
T « (V,0);
foreach v € V(G) do
dfsjy] < 0; // v DFS-széma
actdeg[v] « dg(v) ; // v meg nem latogatott szomszédainak
szama

k<0; // a mar meglatogatott csucsok szama
r <— G egy véletlenszer(ien valasztott csicsa;

RDFSNode (r) ;

return 7

// Bejdrds a v csucsbdl

function RDFSNode (v)

begin

k< k+1;

dfs[v] < k;

foreach v-nek a w szomszédjdra do actdeg[w] < actdeg[w| — 1;
while actdeg[v] > 0 do

// Finomitjuk a DFS-t a cslUcs valasztasaval
// a kovetkezd megladtogatandd csucs.

A w <— v olyan szomszédja, mely még nincs meglatogatva €s minimdlis rd az
actdeg|.] érték;

Adjuk hozzd a (v, w) élet T-hez;

RDFSNode (w);

Konnyen lathat6, hogy az RDFS futdsideje polinomidlis: az algoritmust a szokvanyos DFS-
t6l csak a (A) sor kiilonbozteti meg, ahol legfeljebb A(G) 1épésben megtaldljuk a minimumot
(A(G) a G maximalis fokszama). Ezt a sort legfeljebb egyszer hajtjuk végre G minden élére,
igy az algoritmus teljes futasideje O(A(G)|E|).
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2.3 Tétel (Salamon-Wiener, 2008 [39]) Az RDFS algoritmus %-approximcicio’ a MAXIST
problémdra karom-mentes bemenetek esetén.

2.4 Tétel (Salamon-Wiener, 2008 [39]) Az RDFS algoritmus g—approximdcio’ a MAXIST
problémdra 3-reguldris bemenetek esetén.

Megjegyzés 3-reguldris grafok esetén a fentinél valamivel tobb teljesiil: az RDFS-fak levelei-
nek szdma ilyenkor legfeljebb g + %.

16



3. fejezet

Harmadik téziscsoport: Levél-kritikus és
levél-stabil grafok

3.1 Definicié A G grdf leveleinek szamdt L(G) jeloli. A G graf ml(G)-vel jelélt minimalis levél-
szdma k, ha G-nek létezik k levelii feszitofdja, de nem létezik k-ndl kevesebb levelii feszitdfdja,
sem Hamilton-kore. A Hamilton-korrel rendelkezé grdfok minimdlis levélszama legyen 1.

3.2 Definicié A G grdf [-levél-kritikus, ha ml(G) =1, de barmely v csiicsra ml(G —v) =1 — 1.
A G grdf l-levél-stabil, ha ml(G) =1 és barmely v csiicsra ml(G —v) = 1.

3.1. Konstrukciok

A levél-kritikus és levél-stabil grafok konstrudldsdhoz az aldbbi definicidkra lesz sziikségiink.

3.3 Definicié Egy G grdf (a,b) csiicspdrjdt jé pdrnak nevezziik, ha van a és b kozott Hamilton-
it G-ben. Egy csiicspdrokbdl dllé ((a,b),(c,d)) pdrt pedig akkor neveziink jonak, ha létezik
G-nek olyan feszito részgrdfja, mely egy a és b, illetve egy c és d kozti pontdiszjunkt 1itbol dll.

3.4 Definicié (Hsu, Lin [24]) A (H,a,b,c,d) dtos J-cell, ha H grdf, a,b,c,d pedig H csiicsai
és fenndllnak az aldbbiak.

1. Az (a,d) és (b,c) pdrok jok a H grdfban.

2. Az (@,b), (a,c), (b,d), (c,d), ((a,b), (.d)), ((a;), (b,d)) parok egyike sem jé a H grdf-
ban.

3. Minden v € V(H) esetén létezik jo az (a,b), (a,c), (b,d), (c,d), ((a,b),(c,d)),
((a,c),(b,d)) pdrok kézott a H — v grdfban.

Erdemes megemliteni, hogy a Chvatal 4ltal (4j hypohamiltonian grafok konstrulasahoz) hasz-
ndlt dn. flip-flopok (1d. 6. oldal és [10]) specidlis J-cellek: flip-flopok esetében az ((a,d), (b,c))
par is j6 kell legyen H-ban és minden v € V(H) esetén az (a,c), (b,d), ((a,b),(c,d)),
((a,c),(b,d)) parok kozt kell legyen legalabb egy jo (H — v)-ben. Mar Thomassen megfigyelte,
hogy egy hypohamiltonian graf két szomszédos 3 foku csucsat tordlve J-cellt kapunk [48] (6
nem nevezte el ugyanakkor ezt a graftipust) és nem nehéz belétni, hogy egy J-cellhez egy u
és egy v cstcsot, tovdbbd az (u,a), (u,d), (v,c),(v,d), (u,v) éleket adva hypohamiltonian gra-
fot kapunk (ezt flip-flopokra mutatta meg Chvatal [10], de a bizonyitds J-cellekre is miko-
dik). Mindebbdl kovetkezik, hogy a legkisebb J-cellt (amely egyébként flip-flop is) a Petersen-
grafbol kapjuk, két szomszédos cstcs torlésével (3.1. abra).
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3.1. dbra: A legkisebb J-cell

Legyenek most F; = (H;,a;,bj,c;,d;) J-cellek minden i = 1,2,... k esetén. Legyen G az
a graf, mely tartalmazza a H|,H,,...,H; grifok egy-egy csucsdiszjunkt példdnyéit és a
(bi,ait+1), (ci,dit1) éleket minden i = 1,2, ... k— 1 esetén, tovdbbd a (by,ay), (cx,d ) éleket. A
konstrukci6 a 3.2. dbran lathaté.

3.2. dbra: A Gy, graf konstrukciéja

3.5 Tétel (Wiener, 2015 [57, 58]) Minden | > 2 esetén a Gy grdf (I + 1)-levél-kritikus.
3.6 Tétel (Wiener, 2015 [57, 58]) Minden | > 2 esetén a Go; grdf l-levél-stabil.

Megjegyzés A J-cellek alkalmas valasztdsdval elérhetd, hogy a kapott levél-kritikus és
levél-stabil grafok tovabbi tulajdonsdgokkal is rendelkezzenek. Egy (H,a,b,c,d) J-cellt 3-
regularisnak neveziink, ha az a, b, c,d csticsok foka 2, a tobbi csucs foka pedig 3. Nyilvéanvalo,
hogy ha a G; konstrukciéjdban szerepld 0sszes J-cell 3-reguldris, akkor Gy is az. Szintén ma-
gatol értetddod, hogy ha a J-cellek sikbarajzolhatok, akkor Gy is sikbarajzolhato lesz. Mivel egy
hypohamiltonian graf két szomszédos 3 foku csucsat tordlve J-cellt kapunk és szomszédos 3
foku csucsokat tartalmazé n csicsd hypohamiltonian grafok minden kelléen nagy n esetén 1é-
teznek [60], a fenti konstrukcié segitségével minden kell6en nagy n és tetszdleges [ > 3 esetén
tudunk 7 csicsu sikbarajzolhaté [-levél-kritikus és (I — 1)-levél-stabil grafot taldlni. Mivel 3-
regularis hypohamiltonian grafbdl kapott J-cellek 3-regulérisak és minden kellden nagy paros
n esetén létezik n cstcsu sikbarajzolhatd, 3-reguléris hypohamiltonian graf [4], minden kel-
16en nagy paros n és [ > 2 esetén létezik n csicsu, 3-reguldris, sikbarajzolhat6 /-levél-kritikus
és (I — 1)-levél-stabil graf is. A legkisebb [-levél-kritikus, illetve [-levél-stabil graf, melyet a
konstrukci6 segitségével kaphatunk 16/ — 8, illetve 16/ csucsu (ehhez az Osszes Fi-nek a 3.1.
abran lathato J-cellel izomorfnak kell lennie).

3.2. 2 osszefiiggoségi szamu levél-kritikus grafok

A hypohamiltonian és hypotraceable grafok struktirdjar6l nagyon keveset lehet tudni, ez ter-
mészetesen igaz lesz a levél-kritikus és a levél-stabil grafokra is (bar azt konnyi beldtni, hogy
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minden levél-kritikus graf kétszeresen Osszefiiggd és haromszorosan élosszefiiggd). Ebben az
alfejezetben Thomassen egy lemmadjanak altaldnositdsaként a levél-kritikus 2-toredékek egy
karakterizacigjat adjuk meg.

3.7 Definicié Egy G grdf osszefiiggdségi szama k, ha G k-0sszefiiggd, de nem (k+ 1)-
osszefiiggo.

3.8 Definicidé Legyen a G grdf dsszefiiggdségi szdma k és legyen X = {x1,x2,...,x;} a G egy
vdgasa. Legyen tovdbbd H a G — X grdf komponenseinek egyike. Ekkor a H + X grdfot a G egy
k-toredékének nevezziik.

3.9 Definicié Legyen G egy grdf, a,b € V(G). G egy F részgrdfjdt (G, a,b)-szépnek nevezziik,
ha az aldbbi hdrom tulajdonsdg koziil legaldbb az egyik érvényes rd.

1. F fa, melyre (F) <ml(G—a)— 1.
2. F fa, melyre I(F) <ml(G — a) és a vagy b levele F-nek.

3. F két komponensii erdd, melyre [(F) <ml(G —a)+ 1, a és b F kiilonbozé komponensei-
ben vannak és mindketten levelei F'-nek.

A fentieket haszndlva az alabbi lemma bizonyithat6 a levél-kritikus grafok 2-toredékeirdl.

3.10 Lemma Legyen Gy egy (I + 1)-levél-kritikus grdf 2-tiredéke, mely az {a,b} vdgdshoz
tartozik. Ekkor Gy-nek nincs (Gy,a,b)-szép feszitderddje, de barmely v € V(G1) esetén (G| —
v)-nek mdr van (Gy,a,b)-szép feszitberddje.

A 3.10. Lemmadban szerepl6 tulajdonsag karakterizélja is a levél-kritikus 2-tdredékeket. Ennek
beldtdsahoz meg kell mutatnunk, hogy az emlitett tulajdonsdggal rendelkez6 grafok mind egy
alkalmas levél-kritikus graf 2-toredékei. Az aldbbi lemma ennél picivel tobbet mond ki.

3.11 Lemma (Wiener, 2015 [57, 58, 61]) Legyen a G grdf osszefiiggdségi szama 2 és legyen
{a,b} a G egy vdgdsa. Legyenek G| és G, az {a,b} vdgdshoz tartozo 2-téredékei G-nek. Tegyiik
fel tovabbd, hogy Gi-nek nincs (G, a,b)-szép feszitéerddje, de barmely v € V (G;) esetén (G; —
v)-nek mdr van (Gj,a,b)-szép feszitberddje i = 1,2 esetén. Ekkor a G grdf I-levél-kritikus, ahol
l=ml(G)—a)+ml(Gy—a)—1.

A Thomassen [46] cikkének 5.1 Lemmadjat 4ltaldnosité alabbi tétel mar konnyen kovetkezik a
3.10. és 3.11. Lemmakbdl.

3.12 Tétel (Wiener, 2015 [57, 58, 61]) Legyen G egy grdf, a,b € V(G). G egy levél-kritikus
grdf {a,b} vdgdsdhoz tartozé 2-téredéke akkor és csak akkor, ha G-nek nincs (G,a,b)-szép
feszitberddje, de barmely v € V(G) esetén (G —v)-nek van (G, a,b)-szép feszitberddje.

3.3. Ut-kritikus és pokszerii grafok

3.13 Definicié Egy G grdf 1(G)-vel jelilt utfedési szdma a csiicsok fedéséhez sziikséges pont-
diszjunkt utak minimdlis szdma (az egy csucsu it is titnak szdmit).

3.14 Definicié Legyen 1 > 2 tetszbleges egész. A G grdf w-ut-kritikus, ha u(G) = p és u(G —
v) = U — 1 teljesiil minden v € V(G) esetén.
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3.15 Definicié (Gargano, Hammar, Hell, Stacho és Vaccaro [16]) A G grdf F feszitdfdja
feszitd pok, ha legfeljebb egy olyan csiicsa van, melynek foka nagyobb, mint 2. Ilyenkor F
kozéppontja a 2-nél nagyobb foki csiics (ha van ilyen, egyébként tetszoleges csiics tekinthetd
a kozéppontnak). Egy G grdfot pOkszerlinek neveziink, ha bdrmely v csiicsdhoz létezik G-nek
olyan feszitoé pokja, melynek kozéppontja v.

3.16 Tétel (Wiener, 2015 [59, 61]) Legyen k tetszbleges természetes szam. Ekkor bdrmely v €
V(Gurys) esetén teljesiil, hogy U(Gagss —v) = W(Garrs) — 1 = k+ 1, vagyis a Guys grdf
(k 4+ 2)-tit-kritikus.

A 3.16 tétel segitségével konnyen készithetiink Hamilton-ut nélkiili, nem hypotraceable, pok-
szerli grafokat. Legyen Gi az a graf, melyet Gx-bol ugy kapunk, hogy hozzdvesziink j uj csu-
csot és minden 1j csticsot Osszekotiink Gy Osszes csicsdval.

3.17 Tétel (Wiener, 2015 [58, 59, 61]) Bdrmely k > 1 esetén Glftk 5 olyan pokszerii grdf, mely-
nek nincs Hamilton-iitja és nem is hypotraceable.

Megjegyzés A bizonyitds ismeretében nem nehéz végiggondolni, hogy ha az 1j csicsok kozé
tetszOlegesen éleket hizunk be, akkor a graf tovabbra sem tartalmaz Hamilton-kort és hypo-
traceable sem lesz, ugyanakkor a pokszeri tulajdonsdgot megtartja. I[ly médon kénnyszerrel
konstrudlhatunk olyan Hamilton-ut nélkiili, nem hypotraceable, pokszerd grafot, mely feszitett
részgrafként tartalmaz egy eldre megadott H grafot.

3.4. Adott csiicsokat elkeriilo leghosszabb utak

A Bevezetésben esett mar sz6 Gallai kérdésérdl (igaz-e, hogy minden Osszefiiggd graf leg-
hosszabb utjainak van kozos csucsa) és Walther valaszarol [54], a 12. oldalon pedig az ezekhez

kapcsolodo, T. Zamfirescu altal definidlt [62] C,{ és P,'(i szamokrol 1s. Az 1.1. és 1.2. alfejeze-

tekben 1) fels6 becsléseket adtunk a C%, Cg, P31, P32 szamokra. Jelen alfejezetben a Gallai kér-
déséhez és Walther vdlaszahoz szintén szorosan k6t6dd, Griinbaum dltal definiélt [19] T1(j,m)
grafcsaladokrol lesz sz6. Egy graf akkor tartozik IT(j,m)-hez, ha barmely j darab csticsdhoz
l1étezik olyan leghosszabb ttja, mely az adott j csucsot elkeriili €s a leghosszabb utak pontosan
m csdcsot nem tartalmaznak a grafbél. Igy példaul I1(1,1) a hypotraceable grafok csalddja.
Walther [54] minden m > 4 esetén konstrualt TI(1,m)-beli grafokat, T. Zamfirescu [63] pedig
I1(1,m)-beli kétszeresen Osszefiiggd sikgrafokat, illetve haromszorosan osszefiiggd grafokat
is, minden m > 1-re. S6t, ha T. Zamfirescu konstrukciéjaban a Horton-graf helyett Thomassen
valamely hdromszorosan 6sszefiiggs hypotraceable grafjat [48] hasznaljuk, akkor IT(1,m)-beli,
haromszorosan Osszefiiggd sikgrafokat is kaphatunk. Az aldbbi tétel szerint a 3.1. alfejezetben
megadott levél-kritikus és levél-stabil grafok is IT1(1,m)-beliek.

3.18 Tétel (Wiener, 2015 [58, 61]) G, 4 € I1(1,k) minden k > 1 esetén.

Ha a Gy grafok konstrukcidja sordan mindegyik F; J-cellt a 3.1. dbran lathat6 8 csucsu flip-
flopnak vélasztjuk, akkor a kapott G, grafok a legkisebb ismert példakat adjak haromszorosan
Osszefiiggd I1(1,m)-beli grafokra. Ha az F;-ket a Jooyandeh és szerzGtarsai [26] éltal konstrudlt
40 csdcsd hypohamiltonian grafokbdl kapott J-celleknek valasztjuk, akkor pedig a legkisebb
ismert haromszorosan 6sszefiiggd IT(1,m)-beli sikgrafokat kapjuk.
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4. fejezet

Negyedik téziscsoport: Hipergrafok
nyomai

Az els6 n pozitiv egész szam halmazat [n] jeloli, egy X C [n] halmaz komplementerét pedig X.
A (V,&) par hipergrdf, haV tetsz6leges halmaz (a hipergraf alaphalmaza), & (a hipergraf élhal-
maza) pedig egy olyan multihalmaz, melynek minden eleme V' egy részhalmaza. A hipergrafok
alaphalmaza (hacsak kifejezetten mast nem mondunk) mindig [n]. Egy hipergraf egyszeri, ha
nem tartalmaz tobbszoros €leket, vagyis ha & halmaz is. Az egyszer hipergrafokat halmaz-
rendszereknek is fogjuk hivni, tovabba ha ez nem okozhat félreértést, akkor a hipergrafokat az
élhalmazukkal azonositjuk.

4.1 Definicié Legyen ¢ = ([n],&) hipergrdf. Egy X C [n] halmaz m (X )-szel jelolt multi-
plicitdsa 7 -ban az X megjelenéseinek szdma az & élhalmazban. A € hipergrdf leszallo, ha
A€ & és BC A esetén B € & is mindig teljesiil. Tetszdleges R C [n] esetén a 4 hipergrdf
R-en vett nyoma az a hipergrdf, melynek alaphalmaza R, élhalmaza pedig a {HNR : H € &'}
multihalmaz. 7 -nak az R-en vett nyomdt | jeloli. Egy r elemii halmazon vett nyomot r-
nyomnak is fogunk hivni.

4.2 Definicié (Frankl [14]) Az (n,m) — (r,s) reldcié pontosan akkor teljesiil, ha minden (n
elemii alaphalmazon megadott) m élii, egyszerii hipergrdfnak van olyan r-nyoma, melynek leg-
aldbb s kiilonbozd éle van.

Bondy [7] mutatta meg, hogy (n,m) — (n— 1,m) teljesiil, ha m < n, Bollobés [6] pedig azt
bizonyitotta, hogy (n,m) — (n— 1,m — 1) teljesiil, ha m < (%n} Sauer [40] (és tSle fiiggetle-
niil Vapnik és Chervonenkis [53], illetve Perles és Shelah [41]) igazolta, hogy (n,m) — (r,2")
teljesiil, ha m > f:_& (’Z) Frankl [14] és t6le fiiggetleniil Alon [3] bizonyitotta e hdrom tétel
egy kozos altalanositdsat. Azt mutattdk meg, hogy (n,m) — (r,s) akkor és csak akkor teljesiil,
ha minden (n elemi alaphalmazon megadott) m éld, egyszer(, leszdllo 7¢ hipergrathoz 1étezik
olyan r elemi R C [n] halmaz, melyre .7Z|g legaldbb s kiilonbozs élet tartalmaz. (Alon val6ja-
ban egy picivel még altalanosabb tételt bizonyitott.) Nem nehéz végiggondolni, hogy Bondy,
Bollobads, illetve Sauer tételei csakugyan kovetkeznek a Frankl-Alon tételbdl.

Valamennyi felsorolt tétel a nyomként kapott hipergraf kiilonbozé éleinek szamardl szol, a
nyomok mds fliggvényeirdl keveset tudunk. A kovetkezd alfejezetben megmutatjuk, hogy a
nyomokban szerepld élek maximalis multiplicitdsa karakterizalhaté a Frankl-Alon tételhez ha-
sonldan, leszallo hipergrafok segitségével. Azt is belatjuk, hogy ebbdl a karakterizacidébodl is
azonnal kovetkezik a Bondy- és a Sauer-tétel, illetve megadunk egy tovabbi fontos kovetkez-
ményt is.
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4.1. Elek maximalis multiplicitisa

4.3 Definicié Legyenek n,m,r,s pozitiv egészek. Az (n,m)> (r,s) reldcié pontosan akkor tel-
Jjesiil, ha bdarmely m elemii 7¢ C 2] halmazrendszerhez létezik egy r elemii X C |n| halmaz,
melyre VS C X : m | (S) <s.

Példaul (n,m)r>(1,2) nyilvan teljesiil minden m-re és n-re. S6t, (n,m)r>(1,1) teljesiil minden
m < n esetén, ez éppen Bondy tétele. Azt sem nehéz megmutatni, hogy (n,n+ 1) $#(1,1) (az
egyelemii halmazokat és az iires halmazt tartalmazé rendszer j6 ellenpélda lesz). Altaldnosab-
ban, az (n,m)®> (r,2") és (n,¥i_o (7)) f(r,2" — 1) dllitasok is hasonléan ellendrizhetSk. Az
alabbiakban a > reldcié néhdny tovdbbi, konnyen bizonyithaté tulajdonsdgat adjuk meg.

4.4 Allitas Legyenek n,m,r,s pozitiv egészek.
1. (n,m)>(r,s) = (n,m)>(r,s+1).

2. (nym)>(r,s) = (n,m—1)>(r,s).
3. (nym)p(n—1,m—1). O

A > reldci6 karakterizaldsdhoz az alabbi lemmara lesz sziikségiink.

4.5 Lemma Az (n,m)> (r,s) reldcié akkor és csak akkor teljesiil, ha minden m elemii 7 C 21"
leszdllé halmazrendszerhez létezik r elemii X C [n] halmaz, melyre ¥S C X :m %‘Y(S ) <s.

Erdemes megfigyelni, hogy Bondy tétele mér ebbdl a lemmabdl is azonnal kovetkezik.

4.6 Tétel (Wiener, 2007 [55]) Az (n,m) > (r,s) reldcio akkor és csak akkor teljesiil, ha minden
m elemii A C 21" leszdllé halmazrendszerhez létezik r elemii X C [n] halmaz, melyre J|x
legfeljebb s kiilonbozo élet tartalmaz.

4.7 Kovetkezmény (Wiener, 2007 [55]) Bdrmely r < n pozitiv egészekre teljesiil (n, ¥} (}) —
Do (n2 — 1),

Mir esett arrél sz6, hogy (n, Y1 (7)) #(r.2"—1), igy a 4.7. Kovetkezmény éles. Erdemes azt
is megfigyelni, hogy a 4.7. Kovetkezmény és Sauer tétele ekvivalensek: a 5’|z nyom akkor és
csak akkor tartalmaz 2/¥l kiilsnboz élet, ha a € |g nyom nem tartalmaz 2= IR| multiplicitasu
élet. A 4.6. tétel egy tovabbi egyszerii kovetkeménye, hogy a > reléacid tranzitiv.

Bondy tétele szerint (n,m)> (1, 1) minden m < n esetén teljesiil, ugyanakkor (n,n+1) §(1,1).
A 4.4. Allitds 2. pontja szerint ebbdl (n,m) §(1,1) kovetkezik minden m > n esetén. EbbGl
és az (r,r)>(1,1) 4llitasbdl, a > reldcié tranzitivitdsa alapjan kovetkezik, hogy (n,m) §(r,r)
barmely m > n esetén.

Igy tehdt m > n esetén a legkisebb olyan s, melyre (n,m) > (r,s) teljesiilhet valamely alkalmas
r esetén, s = r+ 1. Ha azon r szdmokat keressiik, melyekre (n,m)> (r,r + 1) teljesiil (rogzitett
m és n esetén, m > n) csak a legnagyobb ilyen r szamot kell megtaldlnunk, hiszen a 4.4. Allitas
3. pontja szerint minden r-nél kisebb pozitiv egészre is teljesiil a reldcié. Az aldbbi tétel erre a
maximumértékre ad becslést, mely végtelen sok m és n értékre lesz éles.

4.8 Tétel (Wiener, 2007 [55]) Legyenek m és n pozitiv egészek, melyekre m > 2n és legyen
2

r = [5-"—|. Ekkor (n,m)>(r,r+1).
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E tételnek egy valamivel er6sebb alakjat is kimondjuk, de ehhez sziikség van a kovetkez6 defi-
nicidra. Egy ¢ hipergraf minimdlis egyszerii hipergraf, ha egyszert, de a csicsok barmely X
val6di részhalmaza esetén .##’-nak az X-re vett megszoritdsa mar nem egyszer(i. Az [n] alap-
halmazon vett m éld minimalis egyszerd hipergrafok halmazat MSH (n,m) jeloli.

4.9 Tétel (Wiener, 2013 [56]) Legyen </ € MSH (n,m). Ekkor létezik olyan ’Vme—isz-‘ elemii
X C [n] halmaz, hogy az </ -bol X elemeinek tirlésével kapott hipergrdfban (vagyis <7 -nak az

X-en vett nyomdban) minden élnek legfeljebb {2 i —‘ + 1 a multiplicitdsa.

m—n—2
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