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A doktori disszertaciéban két grafszinezési problémakort targyalunk. Egyrészt foglal-
kozunk szinezéssel rokon grafparaméterek aszimptotikus vizsgalataval, masrészt élszine-
zésekkel kapcsolatos fedési problémakkal. A tézisfiizetben ismertetem a két témakort, és

az azokban elért eredményeimet.

Grdfparaméterek aszimptotikus vizsgdlata

Szamos grafparaméter esetén igaz, hogy a graf valamilyen szorzas szerinti hatvanyaiban
vizsgalva a paramétert, a kapott értékek megfelel6 normalasaval kapott sorozat konver-
gens, a hatarérték érdekes, 1j grafparamétert ad. Egy graf Shannon-kapacitasa, melynek
informécidelméleti jelentése a csatornakapacitds elméleti felsé hatdara hiba nélkiili kédo-
l4s esetén, szintén ilyen médon szarmaztathat6. A paramétert Shannon vezette be a [35]
dolgozatban (1d. még Korner és Orlitsky [29]). Ez a grafparaméter a térgyalds modjatol
fiiggéen (normalis hatvanyozas esetén) a fiiggetlenségi szam vagy (konormélis hatvanyo-
zés esetén) a klikkszdm aszimptotikus novekedésével definidlhaté. A Shannon-kapacitds
pontos értékének meghatarozasa szamos egészen egyszeri graf esetén is nehéz. Lovasz
[33] egyik hires eredménye a paraméter meghatdrozasa 6t hosszi kor esetén, és tovabbra
is nyitott kérdés az 6tnél hosszabb paratlan korok esete.

Ha a kromatikus szamot vizsgaljuk normélis hatvanyozassal, akkor a sorozat megfeleld
normaldsaval hatarértékként a graf tin. Witsenhausen-ratdjat [40] kapjuk. Ha szintén a
kromatikus szamot tekintjiik, de konormalis szorzassal, és megfelel6en normalunk, akkor
McEliece és Posner [34] ismert tétele alapjan, a megfelel6 hatarérték a graf frakciondlis
kromatikus szama (v6. Berge és Simonovits [12], 1d. Scheinerman és Ullman [36]-ben is).

Rokon kérdések vetddnek fel a graf fiiggetlenségi hényadosa, illetve az tun. Hall-
hanyadosa vizsgalata soran is. Ezen paraméterek ismert korlatokat adnak a kromatikus
szamra az alapjan, hogy a csiicsszam és a fliggetlenségi szam hanyadosa alsé korlatja a
kromatikus szamnak. Aszimptotikus vizsgalatuk soran gyakran taldlkozunk a frakcionalis

szinezéssel, illetve a frakciondlis kromatikus szammal.

1. A fiiggetlenségi hanyados aszimptotikus értéke

kategodriai szorzas esetén

Ez a tézispont az [1] és a [2] dolgozatok alapjdn késziilt.

Egy graf fiiggetlenségi hanyadosa a fliggetlenségi szama és csicsszama hanyadosa,

i(G)-vel jeloljiikk. Tehat i(G) = %



Az F és G grafok kategoriai (vagy mas néven direkt) szorzata az az F' X G graf, melynek
csicshalmaza V(F x G) = V(F) x V(G) és élhalmaza E(F x G) = {{(u1,v1), (ug,v2)} :
{uy, us}y € E(F) és {v1, 12} € E(G)}. A G graf k-adik kategériai hatvanyat, a G** gréifot,
a G graf k példanyanak kategériai Osszeszorzasaval kapjuk. Tehat a hatvanygrafban a
csucsok k hosszi pontsorozatoknak tekinthetok, melyek koziil ketté pontosan akkor van
Osszekotve, ha az adott sorozatok minden koordinataban ¢ssze vannak kotve.

Brown, Nowakowski és Rall a [13] cikkben a fiiggetlenségi hédnyados aszimptotikus

értékét vizsgalta kategoriai szorzas esetén.

Definicié ([13]). Egy G graf aszimptotikus kategdriai fiiggetlenségi hanyadosa a kovet-
kezoképp kaphato.
A(G) = lim i(G**).

k—00
A [13] dolgozat szerz6i belatték, hogy a G graf tetszéleges U fliggetlen halmazara tel-
jesiil az A(G) > % egyenlStlenség, ahol Ng(U) jeloli az U halmaz szomszédsagat
G-ben. Megmutattdk tovabba, hogy A(G) > 1 esetén A(G) =1 &ll fonn.
A témakorrel késébb Alon és Lubetzky [9] is foglalkozott. Bevezették a kovetkezd imax(G)

és i’ .. (G) paramétereket

. U| , ima(G)  ha ima(G) <
imax(G) = max — & i (G) =
U fiiggetlen G-ben |U| —+ |NG'(U>| 1 ha ima)((G) >

NI= N

valamint megfogalmaztak a kovetkezd két kérdést.

1. Kérdés (Alon, Lubetzky [9]). Teljesiti-e minden G grif az A(G) = i

max (

G) egyenld-
séget? Vagy mdsképp fogalmazva, igaz-e minden G grdfra, hogy i¥,,.(G*?) =%, (G)?

max max

2. Kérdés (Alon, Lubetzky [9]). Teljesiil-e minden F és G grifra, hogy i(F x G) <
max{i: . (F),i . (G)}?

max ) Ymax

A [13] cikk fent emlitett eredményeibél adédéan A(G) > i

max

(G) teljestil minden G-re.
Koénnyen lathato, hogy az 1. kérdés két alakja ekvivalens. Valamint azt sem nehéz igazolni,
hogy az 1. kérdésre adott pozitiv valaszbdl ugyanez kovetkezne a 2. kérdésre is (1d. [9]).

Az [13] cikkben meriilt fel a kérdés, hogy milyen G grafokra egyezik meg az A(G) érték
G fiiggetlenségi hanyadosaval, az egyenlOséget teljesito grafokat a szerzok onuniverzalis-
nak nevezték el. Ezek a grafok definiciojuk alapjan kielégitik az 1. kérdésbeli egyenléséget.
Az emlitett cikk szerzéi néhany grafesalddra, példaul Abel-csoportok Cayley grafjaira be-
bizonyitottdk, hogy ilyen tulajdonsdgiak. A szerzé [1] dolgozataban beldtta, hogy a teljes
tobbrészes grafok is onuniverzalisak, kivéve azt az esetet, amikor a graf legnagyobb pont-

osztalyanak mérete meghaladja a csticsszam felét. fgy az 1. kérdésre ezen grafok esetén is
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pozitiv a valasz. (Utébbi esetben A(G) = i, (G) = 1.) A [9] cikkben megmutattédk, hogy

max

a 2. kérdésben 1év6 egyenlGtlenség fennall, ha az egyik graf klikkek, ill. korok diszjunkt

unidja (mig a masik graf tetszoleges).

1.1. Valasz Alon és Lubetzky kérdéseire

A doktori tézisben pozitiv valaszt adunk az 1. kérdésre, melybdl tehat a 2. kérdésre is ado-
dik az igenld vélasz. Az eredmény szdamos tovabbi, a paraméterrel kapcsolatos problémat
megold. A bizonyitas soran Zhu azon 6tletét vissziik tovabb, melyet a Hedetniemi-sejtés
frakciondlis véaltozata, azaz a x ¢ (F'x G) = min{x¢(F), xs(G)} Osszefiiggés igazoldsa soran
hasznélt. (Itt x;(G) a G graf frakciondlis kromatikus szamat jeloli.)

El6szor i(F'x G)-re adunk fels6 korlatot imax(F) €8 imax(G) fiiggvényében. A becslésbdl
rogton addodik a vélasz a 2. kérdésre (hiszen in.(G) < it (G)).

— “max

1. Tétel. Tetszoleges F' és G grifok esetén
i(F x G) < max{imax(F), imax(G) }-

Ezutan megmutatjuk, hogy az elébbi korlat ip,.« (F' X G)-t is feliilrdl becsli a kévetkezd

szitkséges feltételek teljesiilése mellett.

2. Tétel. Ha iyax(F) < % VagY Imax(G) < 5 akkor

1
2
i (F % Q) < max{imax(F), imax(G)1.

Az el6bbi tételbdl mar az 1. kérdésre is megkapjuk a pozitiv valaszt. (Ha iy (G) > %,
akkor it (G*?) = i

 ax *ax(G) = 1. Kiilonben a fenti eredményt F° = G-re alkalmazva

kapjuk, hogy imax(G*?) < imax(G), mig az ellentétes irdnyt egyenl6tlenség trividlis. Tehat
it (GF2) = 0% (G) tetszOleges G-re.)

max

Mint ahogy emlitettiik, az 1. kérdés két alakja ekvivalens. Igy tehdt az i* (G*%) =

max

*

i . (G) egyenléségbdl kovetkezik a kovetkezd tétel. (Ehhez tegyiik fel indirekten, hogy

(G) < A(G), azaz létezik egy olyan k szdm, melyre ¥, (G) <

valamely G grafra i max

* o (GXF). Mivel az {i%, (G*9)}22, sorozat monoton nové, léteznie kell egy

olyan m szdmnak, melyre ¥, (G*™) < %, ((G*™)*?), ez viszont ellentmond4s.)

max max

3. Tétel. Tetszbleges G grdfra teljesiil, hogy A(G) = i,

max (

Q).

1.2. Tovabbi kévetkezmények

Az elobbi eredménybdl tovabbi, az aszimptotikus kategoriai fiiggetlenségi hanyadossal

kapcsolatos nyitott kérdésekre kapunk valaszt.
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Brown, Nowakowski és Rall [13] sejtése szerint A(F W G) = max{A(F), A(G)}, ahol
FWG az F és G grafok diszjunkt uniéjat jelenti. A 3. tételbol azonnal kovetkezik a sejtés
allitasa, hiszen az analég éllitds, if (F'WG) = max{i}, (F), .. (G)} trividlis.

max max ? Ymax

4. Kovetkezmény. Tetszoleges F' és G grafok esetén
A(FYG) =max{A(F), A(G)}.

Megjegyezziik, hogy A(F x G) értéke szintén megegyezik max{A(F), A(G)}-vel (1d. [9]).

A [13] dolgozat szerz6i kérdésként tiizték ki A(G) algoritmikus kiszamithatdsagat,
illetve annak bonyolultsagat. Megmutattak, hogy paros grafok esetén a paraméter po-
linom idében szdmolhaté. (Hiszen paros G graf esetén A(G) = 3 ha G-nek van teljes
pérositasa, kiilonben A(G) = 1.) Tovébbé [9]-ben bebizonyitottak azt is, hogy tetszéleges
G graf esetén annak eldontése, hogy A(G) = 1 vagy A(G) < 3 szintén polinom idében
elvégezhetd. (Ehhez beldttdk, hogy imax(G) < 3 pontosan akkor teljesiil, ha G-nek van
frakciondlis teljes parositdsa.) A 3. tételbdl levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy tetszéleges
G graf és t szam esetén A(G) > t eldontése NP-beli probléma. Azt sem nehéz beldtni,

hogy a probléma val6jaban NP-teljes.

1
’2

lalhaté olyan graf, melyre az aszimptotikus kategériai fliggetlenségi szam értéke éppen az

Egy [13]-beli eredmény, miszerint tetszoleges (0, 5] U {1}-beli raciondlis szdmhoz ta-
adott racionalis szam. A 3. tételbdl adédéan mostmér tudjuk, hogy a paraméter értéke
irraciondlis nem lehet, ezzel egy tjabb, a [13] cikkben megfogalmazott kérdésre kapunk
valaszt.

A fenti tételbdl az onuniverzalis grafok alabbi karakterizacidja is leolvashato. Egy

grafot iiresnek neveziink, ha nincs éle. Minden més G grafra i(G) < 1 teljesiil.

5. Kovetkezmény. Eqy nem tres G grdf onuniverzailis akkor és csak akkor, ha teljesil
1d, hogy imax(G) = i(G) ési(G) < L.

2

U]
[U[+|NG(U)]

kifejezés maximédlis méretii fiiggetlen halmazokra is eléri a maximum értékét, és ez a

Masként fogalmazva, egy nem iires G graf énuniverzélis pontosan akkor, ha az

maximum legfeljebb %

2. A Hall-hanyados aszimptotikus értéke lexikografikus
és kategoriai szorzas esetén
Ez a tézispont a [3] és a [4] dolgozatok alapjén késziilt.

4



A fiiggetlenségi hanyadoshoz hasonlé grafparaméter a Hall-hanyados, melynek beve-
zetését listaszinezési kérdések motivaltak [16, 17]. Egy graf Hall-hdnyadosa a csicsszam
és a fiiggetlenségi szam maximuma a graf dsszes részgrafjara nézve, tehat

o) = {0y )

A paraméter aszimptotikus értékét kiilonbozé grafszorzasokra Simonyi vezette be a [37]
dolgozatban. Normalis, konormaélis, lexikografikus és kategoriai szorzasra is vizsgalta a
Hall-hdnyados (megfeleléen normélt) aszimptotikus értékét.

A G graf fenti hatvanyai mind a G cstcsaibdl képzett k-hosszi sorozatokon defini-
alhaték. A normélis hatvanyban, G®*-ban, két sorozatot akkor kotiink ssze, ha min-
den koordinatdban olyan csicsokat talalunk, melyek vagy megegyeznek, vagy G szerint
osszekotottek. A konormalis hatvanyban, G*-ban, két sorozat akkor szomszédos, ha va-
lamely koordinataban szomszédos csucsok allnak. A Hall-hanyados aszimptotikus értéke
konormalis szorzas szerint h(G) = kh—>I£lo W . Normalis szorzasra a hasonléan defini-
alt aszimptotikus értéket hg (G)-vel jeloljikk. Simonyi megmutatta, hogy h(G) = x¢(G),
ahol xf(G) a gréaf frakciondlis kromatikus szamat jeloli. Tovabba bebizonyitotta, hogy
ho(G) = R(G), ahol R(G) a graf Witsenhausen-ratdja. Mint ahogy mér kordbban emli-
tettiik, utébbi paraméter a kromatikus szam aszimptotikus értékeként definialt. A frak-

ciondlis kromatikus szdm pedig a kromatikus szam frakciondlis relaxaciéja, azaz

X7(G) = inf { Z f(U) : f frakciondlis szinezése G—nek}, ahol
UeS(G)
f frakcionalis szinezése G-nek, ha f: S(G) — [0,1] és Vv € V(G) : Z flU)>1,
veles(G)

ahol S(G) jeloli a G-beli fiiggetlen halmazok halmazat.

Simonyi [37] sejtése szerint lexikografikus, illetve kategdriai szorzésra is a frakciondlis
kromatikus szam adodik a megfelel6 normalt sorozat hatarértékeként. A disszertacidoban

mindkét sejtést igazoljuk.

2.1. Az aszimptotikus lexikografikus Hall-hanyados

Az F és G grafok lexikografikus szorzata az az F o G graf, melynek csicshalmaza V (F' X
G) = V(F)xV(G) és élhalmaza E(FoG) = {{(u1,v1), (uz,v2)} : {ur,us} € E(F), vagy
up = uy és {vy, v} € BE(G)}. A G graf k-adik lexikografikus hatvanyat, a G°F gréfot, a G
graf k példanyanak lexikografikus Osszeszorzasaval kapjuk. Tehat a hatvanygrafban két
cstcs (k hosszu pontsorozat) pontosan akkor van Gsszekotve, ha Osszekotottek az elsé

olyan koordinataban, ahol kiillonboznek.



Definicié ([37]). Egy G graf aszimptotikus lexikografikus Hall-hanyadosa a kovetkezo-
képp kaphaté.

ho(G) = lim {/p(G°F).

k—00

A definiciéikat osszevetve vildgos, hogy egy G graf normalis és konormalis hatvanyara
fenndll az E(G®%) C E(G°*) C E(GF) osszefiiggés, igy a [37]-beli fenti eredményekbdl
kapjuk, hogy ho(G) értéke az [R(G), x;(G)] intervallumba esik. Figyelembe véve, hogy
p(G) is alulrdl becsli ho(G) értékét, és ez a becslés néhol jobb, méaskor rosszabb, mint az

R(G) altal adott als6 korlat (1d. [37]), addédik, hogy
max {p(G), R(G)} < ho(G) < x4(G).

Néhéany grafcsaladra az alsé és a felsé becslés egybeesik, igy az aszimptotikus lexikografi-

kus Hall-hdanyados értéke is a kozos érték. (Példdul, ha G perfekt, akkor x;(G) = x(G) =

w(G) < p(G). Ha G cstcs-tranzitiv graf, akkor x (G) = % < p(@).) Altalaban viszont
a fenti intervallum pozitiv hosszisdgi. (Példaul Wi, az 5-hosszu kerékgraf esetén, melyet

egy H-hosszi korbdl kapunk egy tovabbi pont felvételével, melyet a kér minden pontjaval

dsszekotiink. Erre a grafra p(Ws) = 3, x;(Ws) = £ és R(W5) < V12, 1d. [37].)
A disszertaciéban igazoljuk azt a [37] dolgozatban megfogalmazott sejtést, mely szerint

ho(G) értékére megegyezik a fenti intervallum felsé hataraval.

6. Tétel. Az aszimptotikus lexikografikus Hall-hanyados értéke megegyezik a graf frakci-

onalis kromatikus szdmdval tetszoleges G grdf esetén, azaz

ho(G) = x4(G).

2.2. Az aszimptotikus kategoériai Hall-hanyados

Mint ahogy a korabbiakban definidltuk, egy graf kategériai hatvanyanak csicsai az eredeti
graf csicsaibol képzett sorozatok, és két ilyen sorozatot 6sszekotiink, ha azok koordina-

tanként Osszekotottek.

Definicié. ([37]) Egy G graf aszimptotikus kategoriai Hall-hdnyadosa a kovetkezOképp
kaphaté.
hy(G) = lim p(G**).

k—o0

Vegyiik észre, hogy ezen szorzas esetén nincs sziikségiink a sorozat normalizalasara.
Simonyi [37] megmutatta, hogy a grafparamétert a frakciondlis kromatikus szdm fe-

lilrol becsiili, és megfogalmazta a sejtést, miszerint valdjaban a két paraméter kozott

6



egyenloség all minden graf esetén.

Ez a sejtés konnyen adddik perfekt, illetve cstics-tranzitiv grafokra. A [37] dolgozat sze-
rint az egyenldség un. kerékgrafokra is teljesiil, melyeket egy korbol kapunk egy tovabbi, a
tobbi ponttal 6sszekotott pont felvételével. Utobbi eredmény bizonyitasaban hasznélt ér-
veléshez hasonlé gondolatmenettel a szerz6 a [3] munkaban megmutatta, hogy a kovetkezd
allitas is igaz. Tegyiik fel, hogy a G grafra teljesiil, hogy h«(G) = x;(G). Tovabba legyen
G olyan graf, melyet G-bol kapunk egy tovabbi pont hozzdaddsaval, melyet G' minden

pontjaval osszekotiink. Ekkor az igy kapott grafra is fennall, hogy hy (G) = xf(G).

A disszertdaciéban bizonyitas adunk a fenti sejtésre tetszoleges graf esetén.

7. Tétel. Az aszimptotikus kategoriar Hall-hdnyados értéke megegyezik a grdf frakciondlis

kromatikus szamdval tetszdleges G graf esetén, azaz
h(G) = x¢(G).

A bizonyitds soran Zhu [41] (mar az aszimptotikus kategériai fiiggetlenségi hanyados
kapcsan emlitett) otletét hasznaljuk, melyet a Hedetniemi-sejtés frakcionélis valtozatanak

bizonyitasa soran alkalmazott.



Fedések eqyszini 6sszefiiggo komponensekkel

A Ryser-sejtés Gyarfastol szarmazd ekvivalens alakja szerint egy G graf éleit k szinnel
szinezve mindig taldlhaté legfeljebb a(G)(k — 1) egyszinii Osszefiiggé komponens, melyek
csicshalmaza egytittesen lefedi a graf 6sszes pontjat. (Itt «(G) tovabbra is a graf fiigget-
lenségi szamét jeloli.) Az allitds igaz k = 2 esetén (ilyenkor ekvivalens a Konig tétellel).
27, 38]-beli részeredmények utdn a k = 3 esetre Aharoni [8] adott érdekes topoldgiai
eszkozoket hasznald bizonyitast. A sejtés azon fontos specidlis esete is nyitott, amikor a
G graf teljes, csak k < 5-re bizonyitott az allitas.

Kirdly [28] nemrég bizonyitotta a kovetkezd eredményt, mely a Ryser-sejtés hiper-
grafokra vonatkozo egy analdg valtozatdanak tekinthetd. Legyen r > 3, ekkor egy tel-
jes r-uniform hipergraf éleit k szinnel szinezve mindig talalhaté legfeljebb Léj egyszinl
Osszefiiggd komponens, melyek csicshalmaza egyiittesen lefedi a hipergraf 6sszes pontjat.
A becslés raadédsul éles.

A disszertdaciéban hasonlé fedési problémékkal foglalkozunk.

3. Gallai-szinezések és dominalasi kérdések

Ez a tézispont a Gyarfassal és Simonyival kozos [5] dolgozat és a Gyarfassal, Fujitaval és
Furuyaval kozos [6] dolgozat alapjan késziilt.

Osszehasonlitési grafokat vizsgalva Callai [21] érdekes tételeket bizonyitott olyan él-
szinezett teljes grafokkal kapcsolatban, melyek nem tartalmaznak olyan haromszoget,
melynek a hdarom éle mind kiilonb6z6 szinti. Az ilyen szinezések késébb mas teriileteken
is hasznosnak bizonyultak, 1d. példaul [11, 14, 15, 20, 22, 25, 26, 30, 31]. Kés6bb tel-
jes grafok ezen élszinezéseit Gallai-szinezésnek nevezték el. A fogalmat a [24] munkédban
tetszOleges graf élszinezéseire is kiterjesztették.

Konnyt 1atni, hogy egy teljes graf éleinek Gallai-szinezése esetén valamely egyszinii
osszefiiggé komponens lefedi a graf teljes csicshalmazat. A [24] cikkben Gyérfas és Sar-
kozy megmutattak, hogy tetszoleges graf Gallai-szinezése esetén is taldlhaté egy nagy
egyszini Osszefiiggd komponens, melynek mérete aranyos a graf csucsszaméaval, és ez az
arany csak a graf fiiggetlenségi szamatol fiigg. Gyarfas vettette fel a kovetkezo kérdést,
mely az el6bbi eredmény altaldnositasanak tekintheto, egy 2009 novemberi konferencian
Déniaban.

3. Probléma (Gyérfas). Szinezzik a G grdf éleit igy, hogy ne keletkezzen teljesen tarka
hdromszog. Igaz-e, hogy ekkor G ponthalmaza lefedhetd k eqyszini dsszefliggd komponens

ponthalmazdval, ahol k csak G fiiggetlenségi szamdatol figg?
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A kérdés vizsgalata egy masik, onmagaban is érdekes problémahoz vezetett, mely
iranyitott grafok domindlasi kérdésével kapcsolatos. A disszertacioban az utébbi kérdést

megoldva pozitiv védlaszt kapunk az elobbi problémara is.

3.1. Iranyitott tobbrészes grafok dominalasi problémaja

Legyen D egy iranyitott graf, melynek ponthalmaza az A, ..., A; diszjunkt osztalyokra
van osztva, ugy, hogy élek csak kiilonb6z6 osztalyok kozott futnak. (Itt irdnyitott graf alatt
olyan gréafot értiink, melyben két pont kozott csak az egyik irdnyban lehet él.) Legyen
S C [t], ekkor egy U = U,;csA; halmazt |S| méretli dominalé halmaznak neveziink, ha
tetszoleges v € UjggA; csicsra talalhaté olyan w € U csics, melyre (w,v) € E(D).
A D irdnyitott tobbrészes graf legkisebb méretii domindlé halmazdnak méretét k(D)-
vel jeloljiik. Legyen tovabbd S(D) a D-ben taldlhaté legnagyobb olyan fiiggetlen halmaz
mérete, melynek pontjai kiilonb6z6 osztalyokbdl valék. Abban a specidlis esetben, amikor
|A;| = 1 minden ¢ € [t]-re, (D) értéke a(D)-re egyszertisodik, mig k(D) = (D), ahol
v(D) a graf hagyoméanyos dominéldsi szdma, azaz a legkisebb olyan ponthalmaz mérete
a grafban, mely kiszomszédsagaval egyiitt a graf 6sszes pontjat tartalmazza.

Bebizonyitottuk a kovetkezo tételt.

8. Tétel. Tetszdleges 5 egész szam esetén létezik h = h(B) egész a kivetkezd tulajdonsdg-
gal. Ha D ciklikusan irdanyitott haromszoget nem tartalmazo irdnyitott tobbrészes gradf,
melyre B(D) = 3, akkor k(D) < h. Ha B(D) = 1, akkor k(D) = 1. Ha B(D) = 2, akkor
k(D) < 4.

Az irdnyitott haromszogek kizarasa sziikséges mar abban az esetben is, amikor |4;| = 1
minden i-re és $(D) = 1, azaz amikor D egy irdnyitott teljes graf. Hiszen v(D) még ebben
az esetben is lehet tetszéleges nagy (1d. [10]), igy mar h(1) sem létezne, ha a ciklikusan
haromszogeket nem zarjuk ki.

A 8. tétel bizonyitasaban a h(f) = 35+ (28+1)h(8—1) rekurziv formulabdl faktoriélis
fels6 korlatot kapunk k(D) értékére. Viszont az is elképzelhetd, hogy akar linedris fels6
becslés is adhaté. Ezt abban az esetben sem sikeriilt igazolnunk, amikor minden osztaly
egyelemt, itt szintén faktorialis korlatot tudtunk adni, egy picit jobbat, mint az altalanos
esetben. Egy also korlat %a(D), ezt adja t diszjunkt ciklikusan iranyitott 6t hosszi kor
unidja, melyre a(D) = 2t és (D) = 3t.

Erdekes megjegyezni, hogy a bizonyitasokban valéjaban egy erésebb allitast igazolunk.
Kideriilt, hogy a domindlashoz elegend6 csak néhany pont, melyek a tobbrészes graf
szinte Osszes osztalyat dominaljak, kivéve néhany kiilonleges osztalyt, melyeket bevéve a

dominal6 halmazba mar a teljes graf domindalva lesz.

9



3.2. Gallai-szinezett grafok egyszini komponensekkel valé fedése,

illetve egyszinii komponensekre valé particionalasa

A 8. tételbdl belathatd, hogy a 3. problémara igenld a vélasz. Legyen g(1) = 1 és a > 2-re
legyen g(a) = g(aw — 1) + h(«), ahol h a 8. tételben szerepld fiiggvény.

9. Tétel. Legyen G olyan élszinezett graf, melyben nincs teljesen tarka hdromszog. Ekkor
G csicshalmaza lefedhetd legfeljebb g(a(G)) egyszint dsszefiiggd komponens ponthalma-

zaval. Az o(G) = 2 esetben elegendd legfeljebb ot eqyszind dsszefiiggd komponens.

A 9. tétel allitasat fedés helyett particiondlasra is kiterjesztjiik. Azt mondjuk, hogy
egy élszinezett G graf £ egyszinii 0sszefiiggd komponensre particiondlhato, ha létezik a graf
csucshalmazanak egy {V,...,V;} particidja, melyre minden G[V;] (1 < i < ¢) feszitett
részgraf osszefiiggd valamely szinben. (Fontos 14tni, hogy egyszinii dsszefiiggé komponen-
sek tetszoleges részhalmazai nem feltétleniil hasznalhatoak a particionalds soran, hiszen
nem biztos, hogy a ponthalmaz 6sszefiiggd az adott, vagy akdr més szinben.)

Legyen g(1) = 1 és a > 2-re legyen g(a) = max{h(a)(a® + a — 1),2h(a)g(a — 1) +
h(a) + 1}, ahol h a 8. tételben szereplé fiiggvény.

10. Tétel. Legyen G olyan élszinezett grdf, melyben nincs teljesen tarka hdaromszog.
Ekkor G csucshalmaza particiondlhatd legfeljebb g(a(G)) egyszint dsszefiiggd komponens

ponthalmazdra.

4. Egyszinii fedések teljes paros grafokban

Ez a tézispont a Chennel, Fujitaval, Gyarfassal és Lehellel kozos [7] dolgozat alapjan
késziilt.

A Ryser-sejtés egy specidlis esete szerint tetszoleges r-részes metszo hipergrafnak van
legfeljebb r — 1 méretii lefogé ponthalmaza. Ez a sejtés mar r > 6-tél nyitott. Az allitas
r = 2-re nyilvanvald, az r = 3,4 esetek megolddsa megtalalhaté [23]-ban és [18]-ban,
mig az r = 5 eseté [18]-ban és [39]-ben. A sejtés kovetkezd ekvivalens alakja [23],[19]-bél
szarmazik. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy r > 2.

4. Sejtés ([23], [19]). Egy teljes graf éleit r szinnel szinezve a graf ponthalmaza mindig

lefedhetd legfeljebb r — 1 eqyszini dsszefiiggo komponens ponthalmazaval.

Gyarfas és Lehel [23], [32] a sejtés kovetkezd analdg véltozatét fogalmazta meg paros

grafokra.

10



5. Sejtés (Gyarfas [23], Lehel [32]). Egy teljes pdros grdf éleit r szinnel szinezve a grdf
ponthalmaza mindig lefedhetd legfeljebb 2r — 2 eqyszini dsszefiiggé komponens ponthalma-

zaval.

Gyérfas [23] megmutatta, hogy ha a sejtés igaz, akkor az 4llités éles. Erdemes megje-
gyezni tovabbd, hogy a fentinél eggyel tobb egyszinii 6sszefiiged komponenssel az allitas
konnyen adodik.

A disszertacioban megmutatjuk, hogy az 5. sejtés éllitasat elegendd lenne csak na-
gyon specidlis szinezésekre igazolni. Példaul feltehetd, hogy minden egyszini 6sszefiiggo
komponens maga is egy teljes paros graf az adott szinben, tehédt egy-egy szinosztély teljes
paros grafok diszjunkt unidja. (Ez azért is érdekes, mert nem ismert, hogy hasonlé meg-
kotés a Ryser-sejtés esetén is ekvivalens allitast eredményezne.) A sejtést r = 2,3, 4, 5-re
igazoljuk. A disszertdcidoban szintén vizsgaljuk olyan fedések létezését, melyben az egy-
szinli Osszefiiggd komponensek azonos szintiek. Megfogalmazzuk tovabbé a sejtés dudlis

alakjat, mely hipergrafok lefogé ponthalmazaval kapcsolatos.

4.1. A sejtés egy ekvivalens megfogalmazasa

Legyen G teljes paros graf, melynek élhalmaza a G, ..., G, grafok élhalmazara particio-
néalt. (A G; gréaf élei az i szinii élek.) Ezt a particiét feszité particionak nevezzik, ha G
minden pontja minden G;-nek is pontja (i = 1,...,r). Egy grafot biekvivalencia grafnak
neveziink, ha minden komponense teljes paros graf. (Egy graf ekvivalencia graf, ha minden
komponense teljes graf. Innen az elnevezés.) Legyen a G teljes paros graf particiondlva a
GGy, ..., G, biekvivalencia grafokra. Ha a particiéban résztvevo grafok komponenseinek,
mint paros grafoknak az osztalyai kozott nincs valodi tartalmazasi viszony, akkor azt
mondjuk, hogy a particié kielégiti az antildnc tulajdonsdgot.

Megmutatjuk, hogy a kovetkezo sejtés egyenértékii az 5. sejtés allitasaval.

6. Sejtés. Ha eqy teljes paros graf r biekvivalencia grdfra van particiondlva az antildnc
tulajdonsdgot is kielégité modon, akkor csiucshalmaza lefedhetd legfeljebb 2r — 2 eqyszini

osszefiiggéd komponens ponthalmazdval.

4.2. Kis r értékek

A disszertacioban megmutatjuk, hogy a 6. sejtés allitasa teljesiil r = 2,3,4 és 5 esetén.

Valéjaban a kovetkezo erdsebb allitdsokat bizonyitjuk.

11. Tétel. Legyen 2 < r < 4. Ha eqy teljes pdros grdaf r biekvivalencia grdfra van

particiondlva az antilanc tulajdonsdgot is kielégité maodon, akkor csiucshalmaza lefedhetd
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legfeljebb r azonos szint eqyszini dsszefiiggé komponens ponthalmazdval. Azaz valamely

biekvivalencia grdafnak csak legfeljebb r komponense van.

12. Tétel. Ha egy teljes paros graf 5 biekvivalencia grafra van particiondlva az antildnc
tulajdonsdgot is kielégité modon, akkor csiucshalmaza lefedhetd legfeljebb 8 azonos szini

eqyszini 6sszefiiggd komponens ponthalmazdval.

4.3. Homogén fedések

Chen vetette fel a kérdést 1998-ban, miszerint teljesiilhet-e az 5. sejtés egy ertsebb valto-
zata, igaz-e, hogy adhaté fedés 2r — 2 azonos szinti egyszinii 0sszefiiggd komponenssel. Bar
err6l az er6sebb verziordl kideriilt ([7]), hogy nem lehet igaz tetszbleges szinezés esetén,

esetleg teljesiilhet az antilanc tulajdonsag mellett.

7. Kérdés. Tegyiik fel, hogy eqy teljes paros grdf r biekvivalencia grdfra van particiondl-
va az antildnc tulajdonsdgot is kielégité modon. Igaz-e, hogy ekkor a grdf csiucshalmaza

lefedhetd legfeljebb 2r — 2 azonos szini eqyszinii 6sszefiiggd komponens ponthalmazdval?
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