Grafszorzasokkal és fedésekkel kapcsolatos szinezési problémak
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A doktori disszertaciéban két grafszinezési problémakort targyalunk. Egyrészt foglalkozunk szinezés-
sel rokon grafparaméterek aszimptotikus vizsgalataval, masrészt élszinezésekkel kapcsolatos fedési prob-
lémakkal.

Szédmos grafparaméter esetén igaz, hogy a graf valamilyen szorzds szerinti hatvanyaiban vizsgédlva
a paramétert, a kapott értékek megfelelé normaldsaval kapott sorozat konvergens, a hatarérték érde-
kes, Uj grafparamétert ad. Egy graf Shannon-kapacitdsa is ilyen médon szarmaztathaté, melynek in-
formacidelméleti jelentése a csatornakapacitas elméleti felsé hatdra hiba nélkiili kodolas esetén. Ez a
grafparaméter a fliggetlenségi szam aszimptotikus névekedésével definidlhaté Uin. normaélis hatvanyozas
esetén. A Shannon-kapacitds pontos értékének meghatdrozasa szamos egészen egyszerii graf esetén is
nehéz. Lovasz egyik hire eredménye, a paraméter meghatarozdsa 6t hosszi kor esetén, és tovabbra is
nyitott kérdés az 6tnél hosszabb paratlan korok esete. Rokon kérdések vetédnek fel a graf fliggetlenségi
hényadosa, illetve az un. Hall-hanyadosa vizsgédlata soran is.

Egy gréf fiiggetlenségi hanyadosa a fiiggetlenségi szama és cstucsszama hanyadosa. Egy graf kategoriai
hatvanyaban a cstcsok az eredeti graf cstcsaibol képzett sorozatok, melyek koziil ketté osszekotott, ha
az adott sorozatok minden koordinatdban 6ssze vannak kotve. Brown, Nowakowski és Rall bevezette az
aszimptotikus kategoriai fiiggetlenségi hanyadost, mely az fiiggetlenségi hanyados aszimptotikus értéke-
ként definidlt. Az dltaluk adott alsé becslések alapjan Alon és Lubetzky megfogalmazott egy altaldnos
alsé korlatot a paraméterre, és felvetette a kérdést, hogy vajon a két érték minden grafra megegyezik-e.
A disszertaciéban pozitiv valaszt adunk erre a kérdésre. Az eredménybél tovabbi, az aszimptotikus fiig-
getlenségi hanyadossal kapcsolatos nyitott kérdésre is megkapjuk a valaszt. Példaul Brown, Nowakowski
és Rall sejtését is bebizonyitjuk, miszerint két graf diszjunkt unidjara a paraméter értéke a grafokra kiilon
szamolt értékek maximumaként kaphatd. Belatjuk tovabba, hogy a paraméter algoritmikusan kiszamit-
haté. Az analég kérdés a Shannon-kapacitds esetén nyitott.

A fliggetlenségi hanyadoshoz hasonlé grafparaméter a Hall-hdnyados, melyet a csicsszam és a fiigget-
lenségi szam maximumaként kapunk a graf Osszes részgrafjara nézve. A paraméter aszimptotikus értékét
kiilonb6z6 grafszorzasokra Simonyi kezdte vizsgalni. Normalis, illetve konormdlis szorzas esetén meg-
mutatta, hogy a megfeleléen norméalt aszimptotikus érték megegyezik a kromatikus szam aszimptotikus
értékével az adott hatvdnyozds szerint. A dolgozatban bizonyitdast adunk Simonyi azon két sejtésére,
mely szerint a Hall-hdnyados aszimptotikus értéke lexikografikus, illetve kategériai hatvanyozas esetén
megegyezik a graf frakcionalis kromatikus szaméaval.

Ryser egy hires sejtésének Gyarfas altal megfogalmazott ekvivalens alakja szerint egy « fiiggetlenségi
szamu graf éleit k szinnel szinezve, a graf ponthalmaza mindig lefedheté legfeljebb (k — 1)a egyszini
Osszefiiggd komponens ponthalmazaval. Az &llitas igaz k = 2-re, ilyenkor ekvivalens a Konig tétellel.
A k = 3 esetre Aharoni adott érdekes topoldgiai eszkozoket hasznald bizonyitdst. A sejtés azon fontos
specidlis esete is nyitott, amikor a graf teljes, ebben az esetben is csak k < 5-re bizonyitott az &allitas.
A disszertaciéban élszinezett grafok hasonld fedési problémaéit vizsgaljuk.

Egy graf éleinek olyan szinezését, melyben nincs teljesen tarka haromszog, Gallai-szinezésnek nevez-
ziik. Konnyt 1atni, hogy egy teljes gréaf éleit ilyen mddon szinezve mindig taldlhaté olyan szin, mely
egy egyszinl Osszefiiggé komponenst feszit a graf teljes ponthalmazan. Gyarfas és Sarkozy megmutatta,
hogy tetszoleges graf Gallai-szinezése esetén talalhatd olyan nagy egyszinii sszefiiggd komponens, mely-
nek cstucshalmaza ardanyos a graf pontszamaval, és az ardny csak a graf fiiggetlenségi szamatdl fiigg.
Ezen eredmény ismeretében természetes médon meriil fel a kérdés, hogy vajon a graf teljes ponthalmaza
lefedhetO-e csak a gréf fiiggetlenségi szamatdl fiiggd szamu egyszinii dsszefiiggd komponens csicshalma-
zaval. A kérdés vizsgalata egy masik, irdanyitott grafok domindldsi kérdéseivel kapcsolatos probléméhoz
vezetett. Utobbi kérdés megoldasdval sikertilt pozitiv valaszt adnunk az el6bbi kérdésre.

A dolgozatban foglalkozunk egy Gyarfastol és Leheltdl szarmazé probléméval is, mely a Ryser-sejtés
egy valtozata. A sejtésiik szerint egy teljes paros graf éleit k szinnel szinezve a graf ponthalmaza mindig
lefedheto legfeljebb 2k — 2 egyszinli Osszefiiggé komponens ponthalmazaval. Az allitast k < 5-re sikertilt
bizonyitanunk. Megmutattuk, hogy a sejtést elegend6 lenne csak nagyon specialis szinezésekre igazolni.
A disszertacidban vizsgaljuk még olyan fedések 1étezését, melyben az egyszinli 6sszefiiggd komponensek
azonos szinliek. Megfogalmazzuk tovabba a sejtés dualis alakjat, mely hipergrafok lefogd ponthalmazaval
kapcsolatos.

Az eredmények egy része k6zos munka eredménye G. Chen, S. Fujita, M. Furuya, A. Gyarfds, J. Lehel
és G. Simonyi tarsszerzéimmel.



