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1. Bevezetés

Szamos grafparaméter esetén igaz, hogy a graf valamilyen szorzds szerinti hatvanyaiban vizsgélva a
paramétert, a kapott értékek megfelel6 normélasaval kapott sorozat konvergens, a hatarérték érdekes,
Uj grafparamétert ad.

Egy graf Shannon-kapacitdsa (Claude E. Shannon [19], Id még Janos Korner, Alon Orlitsky [12]),
melynek informaciéelméleti jelentése a csatornakapacitds elméleti felsd hatara hiba nélkiili kodolas
esetén, is ilyen médon szarmaztathatd. Ez a grafparaméter a targyalds modjatdl fliggden (normalis
hatvanyozds esetén) a fiiggetlenségi szdm vagy (konormalis hatvdnyozas esetén) a klikkszdm aszimp-
totikus novekedésével definidlhaté. A Shannon-kapacitds pontos értékének meghatdrozdsa szamon
egészen egyszerl graf esetén is nehéz. Lovasz Laszl6 egyik eredménye, a paraméter meghatarozasa
ot hosszu kor esetén (Lovasz Laszlo6 [13]), €s tovabbra is nyitott kérdés az 6tnél hosszabb paratlan
korokre esete.

Ha a kromatikus szdmot vizsgéljuk normaélis hatvanyozdssal, akkor a sorozat megfelel6 normalasdval
hatarértékként a graf Witsenhausen-sebességét (Hans S. Witsenhausen [20]) kapjuk.

Ha szintén a kromatikus szamot tekintjiik, de konormalis szorzdssal, és megfelel6en normélunk, ak-
kor McEliece és Posner hires tétele alapjan (Robert J. McEliece, Edward C. Posner [16]), a megfeleld
hatarérték a graf frakciondlis kromatikus szdma (vo. Claude Berge, Simonovits Miklés [4], 1d. Ed-
ward R. Scheinerman, Daniel H. Ullman [17]-ben is).

Rokon kérdések vetddnek fel a graf fiiggetlenségi hanyadosa, illetve az un. Hall-hdnyadosa vizsgalata
sordn is. Ezen paraméterek ismert korldtokat adnak a kromatikus szdmra az alapjén, hogy a csicsszam
és a fiiggetlenségi szdm hanyadosa alsé korldtja a kromatikus szdmnak. Aszimptotikus vizsgalatuk
soran gyakran taldlkozunk a frakciondlis szinezéssel, illetve a frakciondlis kromatikus szdmmal.

Egy gréf fiiggetlenségi hanyadosa a fiiggetlenségi szama €s csicsszama hanyadosa. Ebbdl kap-
hatjuk a Pavol Hell, Xingxing Yu és Hui Shan Zhou [10] 4ltal bevezetett aszimptotikus fiiggetlenségi
hdnyadost Ggy, hogy tekintjiik a graf n-edik hatvanyét az dn. kartézidnus szorzdsra nézve és ennek
fliggetlenségi hanyadosat vizsgaljuk, ahogy n tart végtelenhez.

Ezen fogalom 0sztonozte a Jason I. Brown, Richard J. Nowakowski és Douglas Rall szerz6harmast
[6], hogy definidljdk egy madsik, az un. direkt szorzdsra is ezt a mennyiséget, az aszimptotikus direkt
fiiggetlenségi hanyadost. Ezzel a grafparaméterrel foglalkozott Noga Alon és Eyal Lubetzky [3]-ben,
illetve a hatvanygrafban 1évé fiiggetlen halmazok méretével és azok szerkezetével Noga Alon, Irit

Dinur, Ehud Friedgut és Benny Sudakov [2]-ben.



Az [6] cikkben meriilt fel a kérdés, hogy milyen grifokra egyezik meg ez a hatarérték a graf fiig-
getlenségi hanyadosaval, az ilyen grafokat a szerz6k onuniverzdlisnak nevezték el. Az emlitett cikk
szerz6i néhany grafcsaladra, példaul Abel-csoportok Cayley gréfjaira bebizonyitottdk, hogy ilyen tu-
lajdonsagiak. Ugyanezen dolgozat megemliti, hogy sok mas grafcsaldd mellett példdul teljes tobbré-
szes grafokra sem ismert az aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyados értéke. A cikk egyik eredmé-
nyébdl adédik, hogy abban az esetben amikor a teljes tobbrészes graf valamely pontosztdlya nagyobb,
mint a csticsok szaménak fele, a graf aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyadosa egy. Dolgozatom
egyik eredménye annak bizonyitdsa, hogy egy teljes tobbrészes graf minden més esetben, tehéit ami-
kor a graf legnagyobb pontosztdlydnak mérete sem haladja meg a csucsszam felét, onuniverzalis,
aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyadosa megegyezik a fiiggetlenségi hanyadosaval.

Erdekes probléméhoz jutunk akkor is, ha ugyanezen gréfszorzdsra egy mds, hasonlé paramétert,
a Hall-hanyadost [7, 8] vizsgaljuk. Egy graf Hall-hdnyadosa a csticsszdma és a fiiggetlenségi szdma
hanyadosdnak maximuma a graf osszes részgrafjara nézve. Ebbdl kapjuk a Simonyi Gabor [18] cik-
kében bevezetett aszimptotikus direkt Hall-hdnyadost. Az emlitett cikkben sejtésként szerepel, hogy
ez az érték tetszOleges graf esetén megegyezik a graf frakciondlis kromatikus szamaval. A szerzd
a cikkben perfekt és csucstranzitiv grafok mellett kerékgrafokra bebizonyitotta, hogy a sejtés igaz.
Dolgozatomban a kerékgrafok esetének dltalanositasaként beldtom, hogy ha egy grafra igaz a sejtés,
akkor ha a grafhoz hozzavesziink egy pontot, melyet 6sszekotiink a graf 6sszes tobbi csicsdval, a
sejtés a kapott grafra is igaz lesz.

Ugyanezen grafparamétert vizsgalhatjuk az Un. lexikografikus hatvanyozds esetén is. Az ebbdl
szdrmazd, szintén [18]-ban bevezetett normalt paraméter hatarértéke az aszimptotikus lexikografikus
Hall-hdnyados. A cikkben megfogalmazott sejtés szerint ez a grafparaméter is megegyezik a graf
frakciondlis kromatikus szdmaval. Dolgozatomban kerékgrafokra igazolom ezt a sejtést.

A kovetkezd, ismertebb fogalmakat, jeloléseket 0sszefoglald fejezet utdn a harmadik fejezet fog-

lalkozik a fiiggetlenségi hdnyadossal, a negyedik pedig a Hall-hdnyadossal.



2. Definiciok, jelolések

A dolgozatban haszndlt ismertebb grafelméleti fogalmak, jelolések a kovetkezok. A kevésbé ismert,

inkabb a témara jellemz6 fogalmak definiciéi a kés6bbi fejezetekben szerepelnek.

Néhany szokasos grafelméleti jelolés
A dolgozatban V' (G) jeloli a G graf csiicshalmazqt,
E(G) a G graf élhalmazdt,
a(G) a G graf fiiggetlenségi szdamdt (azaz a fiiggetlen pontok maximalis szamat),
w(G) a G graf klikkszdmdt (azaz a legnagyobb teljes részgraf csticsszamat),
X(G) a G graf kromatikus szdmdt (azaz a graf érvényes szinezéséhez sziikséges szinek minimalis
szamat, ahol az érvényes szinezés azt jelenti, hogy két szomszédos csics nem kaphat azonos szint),
dg(v) a G grafban a v csics fokszdmdt és
Ne(I) ={v € V(GQ) : Ju € I,hogy{u,v} € E(G)}, az I halmaz szomszédsdgdt a G grafban.
Két specialis grafosztaly
Grafthatvanyozds sordn a kovetkezd két grafosztaly gyakran ,,sz€pen” viselkedik, sok 4llitas, sejtés
konnyen adddik rdjuk.
A G grif perfekt, ha G minden H feszitett részgrafjara teljesiil, hogy x(H) = w(H).
Perfekt grafok sok szempontbél fontosak a grafelméletben, bdvebben olvashatunk réluk példaul [S]-ben.

A G gréf csiicstranzitiv, ha G automorfizmus csoportja tranzitiv.

Frakcionalis kromatikus szam és frakcionalis klikkszam
Jelolje S(G) a graf fiiggetlen halmazainak halmazat.
A G gréf frakciondlis szinezése egy olyan f : S(G) — R, fiiggvény, melyre
VoeV(G) : Y fU)>1.
veUEeS(G)

A graf frakciondlis kromatikus szdma,

Xf(G) = inf Z f(U) : f aG frakcionalis szinezése
Ues(@)

A G gréf egy frakciondlis klikkje egy olyan g : V(G) — R, ( fiiggvény, melyre

VUeS@G) : Y gl <L

veUES(G)
A G gréf frakciondlis klikkszdma,

wr(G) = sup Z g(v) : g a G frakciondlis klikkje
veV(G)



Ezen fogalmakra igazak a kovetkezd Osszefiiggések (1d. példaul [17]-ben):
A frakciondlis kromatikus szamot adé infimum, illetve a frakciondlis klikkszdmot ad6é supremum fel
is vétetik, ezért a definicidikban irhatunk minimumot, illetve maximumot.
A linedris programozas dualitastételébdl adddik, hogy tetszbleges G graf esetén a graf frakcionalis
kromatikus szdma és frakciondlis klikkszdma megegyezik. Tovabba a definiciokbol kovetkezik, hogy
a frakciondlis kromatikus szam felsé korlatja a kromatikus szadm, a frakciondlis klikkszdm alsé kor-

latja a klikkszam. Képletben:
w(G) S wi(G) = x4(G) < X(G)

Ezen frakciondlis mennyiségekrdl bovebben olvashatunk [17]-ben.

Griafszorzasok
A dolgozatban csak a direkt, illetve a lexikografikus szorzassal foglalkozunk részletesen, ezek defi-
nicioi a megfeleld fejezetekben megtaldlhatok. A csak emlités szintjén szerepld tovabbi harom graf-

szorz4s definicidja a kdvetkezd. (1d. példaul [11]-ben)

2.1. Definicié. Az F és G grdfok normdlis szorzata az az F © G grdf, melynek

csiicshalmaza V. (F © G) = V(F) x V(QG) és

élhalmaza E(F © G) = {{(u1,v1), (ug, v2)} : ({ur,us} € E(F)és{v1, v} € E(G)) vagy
({ur,us} € E(F)ésvy = vq) vagy (ug = ug és {vy, 12} € E(G))}.

A normilis szorzéds asszociativ és kommutativ. A G graf n-edik normalis hatvanyat, a G™ grafot

a GG graf n példanyanak normalis 6sszeszorzdsaval kapjuk.

2.2. Definicio. Az F' és G grdfok konormdlis szorzata az az F - G grdf, melynek

csicshalmaza V(F - G) = V(F) x V(G) és

élhalmaza E(F - G) = {{(u1,v1), (u2,v9)} : {u1,us} € E(F)vagy{vi, v} € E(G)}.

A konormélis szorzds asszociativ és kommutativ. A G graf n-edik konormalis hatvanyat, a G™ grafot

a G graf n példanyanak konormalis 6sszeszorzasaval kapjuk.

2.3. Definicié. Az F' és G grdfok kartézidnus szorzata az az FUG grdf, melynek

csicshalmaza V(FOG) = V(F) x V(G) és

élhalmaza E(FOG) = {{(u1,v1), (ug,v2)} : ({u1,us} € E(F)ésvy = vy) vagy

(up = ug és{vy,v2} € E(G))}.

A Kkartézianus szorzés asszociativ és kommutativ. A G graf n-edik kartézidnus hatvanyat, a GP" grafot

a GG graf n példanyanak kartézidnus 0sszeszorzasaval kapjuk.

Grafszorzasokrol bévebben olvashatunk [11]-ben.



3. Aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyados

Ebben a fejezetben a fliggetlenségi hanyados aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk direkt szorzas

esetén.

3.1. Definicio. Az F' és G grdfok direkt (vagy kategdriai) szorzata az az F' x G grdf, melynek
csicshalmaza V(F x G) = V(F) x V(G) és
élhalmaza E(F x G) = {{(u1,v1), (ug,v2)} : {us,us} € E(F) és {v1,v2} € E(G)}.

A direkt szorzas asszociativ és kommutativ.
A G griaf n-edik direkt hatvanyét, a G*" grafot a G graf n példanydnak direkt Gsszeszorzasaval

kapjuk. (Tehat a hatvanygrafban két csucs (n hosszu pontsorozat) pontosan akkor van 6sszekotve, ha

VAN

FxG

minden koordinatdban Gssze vannak kotve.)

1. abra. Két graf direkt szorzata

Az F x G szorzatgraf azon pontjai, melyek els6 koordinétdja egy F'-beli fiiggetlen halmazba esik,

egy a(F)|V (G)| méreti fiiggetlen halmazt alkotnak, igy igaz a kovetkez6 Lemma.
3.1. Lemma. ([6]) Legyen F és G két grdf, ekkor o(F x G) > max{a(F)|V(G)|, a(G)|V(F)|}.

3.2. Definicié. Egy G grdf fiiggetlenségi hanyadosa:

o)
)= 1wer

Az el6bbi lemma miatt az {Z(Gk) }2021 sorozat monoton novo, és mivel feliilr6l korlatos, konver-
gens. Ezért a kovetkez6 definicidban szerepl6 hatarérték mindig l1étezik. A fogalmat Brown, Nowa-

kowski és Rall [6]-ban vezette be €s [2, 3]-ban is vizsgaltak.
3.3. Definicid. ([6]) Egy G grdf aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyadosa:

A(G) = lim i(G").

k—oo



Ennek a grafparaméternek az el6zménye az Un. aszimptotikus fiiggetlenségi hanyados, amely egy
mdsik grafszorzatra, az dn. kartézidnus szorzdsra van definidlva: 1(G) = lim i(G™"). Errél a pa-
raméterrél bévebben a [9, 10] munkdkban olvashatunk. A két paraméter bérrl_f)((;;mailag hasonlo, sok
szempontbdl masképp viselkedik.

Az aszimptotikus direkt fiiggetlenségi hanyadossal kapcsolatban a kdvetkez6k eredmények ismer-
tek.

3.2. Tétel. ([6]) Ha G reguldris grdf, akkor A(G) < 3.
3.3. Tétel. ([6]) Ha a G grdf felbonthaté H U K,,,, U - -- U K, alakban iigy, hogy az utébbi grdfok
unidja G egy feszitd részgrdfjdt adja és x(H) < my < mg < --- < m,, akkor A(G) < A(H).

3.4. Kovetkezmény. ([6]) Ha A(G)-re szeretnénk felsé korldtot kapni, akkor tekintsiik G komple-
menterének Osszes szinezését, nézziik meg, hogy ezekben a legkisebb szinosztdly mérete legfeljebb

mekkora, jeloljiik ezt a szdmot c-vel. Ekkor A(G) < 1.
3.5. Tétel. ([6]) Ha i(G) > 1, akkor A(G) = 1.

3.6. Tétel. ([6]) Legyen I fiiggetlen halmaza G-nek, ekkor A(G) > %

3.7. Tétel. ([6]) Legyen G olyan grdf, melyre o(G) = W(Z—G)' Ekkor ha G-ben van teljes pdrositds,
akkor A(G) = 3, egyébként A(G) = 1.

Altalanos gréfra nyitott, hogy A(G) algoritmikusan kiszdmithaté-e, és ha igen, akkor mi a bo-
nyolultsaga. Paros grafokra viszont egyszerd a kérdés. Ha G komponenseinek mérete nem egyezik
meg, akkor a 3.5. Tétel miatt A(G) = 1. Ha a komponensek nagysdga egyenld és G-ben nincs teljes
pérositds, akkor is A(G) = 1; ha van teljes pdrositas, akkor A(G) = %, a 3.7. Tételbsl adodban. Az,
hogy egy péros grafban van-e teljes parositas, polinom iddben eldonthetd (1d. példdul [14]), ezért igaz

a kovetkezd 4llitas.
3.8. Kovetkezmény. ([6]) Pdros G grdf esetén A(G) polinom idében szdmolhaté.

Szintén a [6] dolgozatban meriilt fel a kérdés, hogy milyen grafokra egyezik meg az aszimptotikus

direkt fiiggetlenségi hdnyados €s a fiiggetlenségi hdnyados értéke.

3.4. Definicio. ([6]) Egy G grdfot onuniverzdlisnak neveziink, ha A(G) = i(QG).



Ilyen grafokra adnak példat a kovetkezd tételek.

3.9. Tétel. ([6]) Ha a G*? grdf felbonthaté G UG U ---U G alakban (G n példdnydnak unidja) iigy,
hogy az utobbi grdfok unioja G egy feszitd részgrdfjdt adja, akkor G onuniverzdlis.

Ennek kovetkezménye a kovetkez két allitas.
3.10. Tétel. ([6]) Ha G egy Abel-csoport Cayley grdfja, akkor G donuniverzdlis.

(Egy G csoporthoz és egy S general6 halmazhoz tartozé Cayley graf az a graf, melynek csicshalmazat

a G csoport elemei adjak, és két ilyen g, g, pontot pontosan akkor kotiink dssze, ha g; *gs € S.)

3.11. Tétel. ([6]) Ha G egy n-csiicsu grdf és van olyan automorfizmusa, ami éppen egy n elemii orbit,

akkor G onuniverzdlis.
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Fourier analizis segitségével bizonyitotta Alon, Dinur, Friedgut és Sudakov [2] a kdvetkezd tételt.

Az emlitett cikkben olvashatunk a hatvanygraf fiiggetlen halmazainak struktirdjardl is.

3.12. Tétel. ([2]) Legyen G Osszefiiggd, r-reguldris, n-csiicsu grdf, legyenek r és q a G szomszédos-

a _ .
@) _ ﬁ, akkor G onuniver-

oy =

sdgi mdtrixdanak legnagyobb, illetve legkisebb sajdtértékei. Ekkor ha
zdlis.

Tehdt a 3.9. TételbS] adodoan a teljes grafok Snuniverzlisak, A(K,) = i(K,) = +.
Teljes paros GG graf esetén, ha a két pontosztaly mérete azonos, akkor a 3.7.Tételbdl kovetkezik, hogy
A(G) = 3, azaz ekkor G onuniverzalis; ha pedig az egyik pontosztdly nagyobb a mdasikndl, akkor
a 3.5.Tétel szerint A(G) = 1, igy ebben az esetben G nem 6nuniverzdlis. Ezekutan természetesen
adédhat a kérdés a teljes tobbrészes grafok esetre.

A [6] cikk megemliti, hogy sok mas grafcsaldd mellett, a teljes tobbrészes grafokra sem ismert,
hogy mennyi az aszimptotikus direkt fiiggetlenség hanyados értéke.

Teljes tobbrészes grafok esetén ha a legnagyobb pontosztdly mérete tobb, mint a cslicsszdm fele,
akkor a 3.5. Tétel szerint A(G) = 1. Jelen dolgozat els§ eredményeként beldtjuk, hogy minden més
estben, azaz ha a teljes tobbrészes graf legnagyobb pontosztdlydnak mérete nem haladja meg a csucs-
szam felét, akkor n-nel jelolve a graf csticsszamdt, (-lel pedig a legnagyobb pontosztily méretét,
A(G) =i(G) = £, azaz a gréf Snuniverzdlis.

Ennek bizonyitdsdhoz némi el6késziiletre lesz sziikségiink.



A teljes tobbrészes grafok fontos tulajdonsdga az allitds szempontjdbol, hogy ha a csicshalma-
zukbol a fiiggetlenségi szamuknal tobb pontot valasztunk ki, akkor ezen pontok szomszédai kozt a
graf 6sszes csucsa el6fordul. Ezen Osszefiiggést teljesitd grafokat tetsz6leges graffal direkt szorozva
a szorzatgraf fliggetlen halmazai specidlis alakiva bévithetdk anélkiil, hogy a ponthalmaz szomszéd-
sdga novekedjen. Ezért elég lesz csak az ilyen specidlis stuktirdju fiiggetlen halmazokat vizsgélni.

Pontosabban fogalmaz a kdvetkezd lemma.

3.13. Lemma. Legyen F' egy olyan grdf, melyre teljesiil, hogy
VP CV(F),|P| > a(F)—re: Np(P)=V(F)

és legyen H egy tetszbleges grdf. Tovdabbd legyen K az F' x H szorzatgrdf tetszoleges fiiggetlen
halmaza.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Vi(H) = {v e V(H) | KN (V(F) x {v})| > a(F)},

Vo(H) = Ny(Vi(H)),

Va(H) = V(H)\ (Vi(H) U V(H)),

K;=Kn((V(F)xVi(H)),1€{1,2,3} és

K, =V(F) x Vi(H).

Ekkora K = K, U K3 ponthalmaz fiiggetlen halmaz, K C K és prH(K) = Npyxu(K). Tovdbbd
Vi(H) fiiggetlen halmaza H-nak.

H
Vi(H) Vo(H)

2. dbra. Az abran a sotét négyzetek jelolik K pontjait a szorzatgrafban.

Bizonyitds. Az F graf tulajdonsdga miatt Npy g (K
Va(H) = Ny (Vi(H)) miatt Vi(H) NV (H) = 0,
prH(Kl) tehat K fiiggetlen I’ x H-ban, K C

1) =V(F)x Ny(Vi(H)), igy K fiiggetlensége és
Vi(H) fiiggetlen H-ban, Ky = () és Npyy(K;) =
K NFXH(K) = NFXH(K)'



A kovetkez6 4llitds mar 1ényegében az, amire sziikségiink van; ebbdl mér konnyedén fog adédni a
teljes tobbrészes grafok onuniverzalis tulajdonsdga abban az esetben, amikor a legnagyobb pontosz-

taly mérete nem haladja meg a csticsszam felét.

3.14. Lemma. Legyen G olyan grdf, melyre teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
(1) VP CV(G),|P|> a(G)-re: No(P) = V(G)
(2) YveV(G)redw) > |V(G)| — a(G)
(3) i(G) <3
Ekkor ¥t € N-re: i(G*") = i(G).

Bizonyitds. (A bizonyitasban G*"-et egyszertien G"-nel jeloljik.)
Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel tehdt, hogy nem igaz az allitds, és igy létezik egy olyan legkisebb

t > 2 index, hogy t — 1-ig az allit4s igaz, de t-re mar nem. Azaz

i(GY) > i(G),de Vr < t: i(G") = i(G).

Tehat G'-ben kell lennie egy [ fiiggetlen halmaznak, melyre |V|(%)I > i(Q).

Ekkor G' = G x G'~'-re alkalmazva a 3.13.Lemmit (F' = G, H = G'™', K = I szereposztassal)
kapjuk, hogy 37 és a hozzd tartozé V(GI™1) = Vi(G'™1) U Va(GE1) U Va(GH1) partici6, hogy
I fiiggetlen halmaza G'-nek, I C I és Net(I) = Nee(I).

3. 4bra. I pontjai G*-ben

A G teljes ponthalmazan az I-beli pontok és a csticsszam ardnya nagyobb, mint i(G), mert [ va-
cosaz1 ] 11| .
lasztdsdbol wrmy = ey > HG)-

De (V(G) x V3(G*~1)-ben ugyanez az ardny nem nagyobb, mint i(G), mert V;(G~!) definiciéja mi-
att Vo € V3(G1)-re IOWGAD] < (@) g5 fgy LOWIEIAE D) < (@),

[V(G)x{v}| V(G xV5(GE1)]
Ezért V(G) x (Vi(G*1) U Vo(G'1)-ben az ardny nagyobb kell, hogy legyen, mint i(G). Azaz
i(G) < IN(V(G)x (Vi (G HUVa(G1))) ViG]
V(G x(A(GEDHUR(GEL)]  — WV(GEDHUuk (G
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, hiszen

Ez viszont azt jelenti, hogy 3.J fiiggetlen halmaza G*~!-nek, melyre 7] > o)

|[JUNge-1 (1)) 7 [V(G)]
J = Vi(G'1) j6 vélasztas. (Ez persze nem jelenti azt, hogy % > i(G) lenne, sGt azt sem, hogy

J kiegészithetd lenne ilyen tulajdonsdgu fiiggetlen halmazz4.)

4. dbra. J pontjai G*~'-ben

Most G*~! = G x G*2-re alkalmazva a 3.13.Lemmit (F' = G, H = G'72, K = J szereposztés-
sal) kapjuk, hogy 3.J és a hozza tartozé V (G'=2) = V1 (G12) U Va(G'2) U V5(G'2) partitid, hogy
J fiiggetlen halmaza G'~'-nek, J C J és Ngxi—1)(J) = Ngxo—n (J).

X|/|X U Nge-1(X)]| ardnyokat kapjuk, hogy a .J-hez tartozé

Most is megvizsgédlva a megfelel

; -y 1J 7] :
ardny nagyobb, mint i(G), mert TN O] > TN > i(G).

De a .J;-hez tartoz6 ardny nem nagyobb, mint i(G), azaz < i(G). Ugyanis
|[J1IUNGe—1(J1)]
i(G) < B _ V(G)x Vi (GP2)] B Vi (G2)
[Ti0NGe ()] VE@XW(G UG 2] — V(G 2)0V(G72)]
M = (V(G) x Vi(G*?)) U (L x V3(G'"?)), ahol L a G (egyik) (G) méretd fiiggetlen halmaza.
|M]

Ekkor M fiiggetlen lenne G~ !-ben és ‘3((%:11))' > GET)] > i(@) lenne, ami ellentmondana ¢ va-

esetén legyen

lasztdsénak.
Ezért a V(G) x V3(G'%)-ba es§ J3-hoz tartozé ardnynak nagyobbnak kell lennie, mint i(G). Azaz

| /5] ; |/ _ | J1|+|J5]
|J3U(Ngt—1(JB)O(V(G)XVB(Gt72)))‘ > Z(G) (Mert |jUNGt—1(j)\ o |j1UNGt—1(j1)\+|J3U(NGt—1(Jrs)ﬁ(V(G)XV:s(Gt’%))\ )

Legyen A és B a V3(G'?)-beli pontok két halmaza, gy, hogy
A={veV(G™?) : Jsn(V(G) x {v}) # 0} és

B = Ngia(A) \ Va(G*2).

Az éllitdsbeli (2)-es feltétel miatt Vw € B-re igaz, hogy (Nge—1(J3)N(V(G) x V3(G2))) N (V(G) x
{w}) > |V(G)| — a(G), hiszen Yw € B cstcs szomszédja valamely v € A csticsnak.
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,mert |A] < |B| esetén (J; definici6jabdl) | J5| < |Ala(G) és
(az el6z6 megéllapitdsbol) |(Nge-1(J3) N (V(G) x V3(GF2)))| > |BI(]V(G)| — a(G))-bdl

| /3] |Ala(G) a(G) .. .
|3 Z(G) _ne

[J3U(Ngt—1(J3)N(V(G) V@]~

Tovébba A \ B fiiggetlen Ngi—2(A\ B) C B\ Aés |A\ B| > |B\ 4|, igy

BT > 3 2 e 6t N = (V(G) x (A\ B)) U (L x (V(G'?)\ (A\ BUB\ A)))

(G IN\ o(G) < £ o4
esetén V(GET)] > VGET] > Vo) de ez ellentmond ¢ valasztasanak.

Ellentmondasra jutottunk, ennek oka, hogy az indirekt feltevésiink hamis volt, tehédt valéban igaz,
hogy Vt € N-re i(G") = i(G).

U
Végiil megkaptuk a vart allit4st:
3.15. Tétel. Legyen G = Ky, 4, 4, teljes tobbrészes grdf, n = Z l;, 0 = 1max l;.
1=1

Ekkor ha ¢ < n — {, akkor A(G) = i(G) = £, azaz G onuniverzdlis; egyébként A(G) = 1.
Bizonyitds: Ha { > n — (, akkor i(G) = £ > 1, {gy a 3.5.Tételbdl adédéan A(G) = 1.
Ha pedig ¢ < n — ¢, akkor el6z6 lemma mindhdrom feltétele teljesiil, igy A(G) = HO/‘((g))' =L

U

Tovébba azt is kaptuk, hogy a 3.8. Kovetkezményben emlitett paros grafok mellett A(G) értéke
teljes tobbrészes grafok esetén is polinom idében szdmolhatd. (Hiszen csak a pontosztdlyok méretét

kell meghatarozni.)

3.16. Kovetkezmény. Teljes tobbrészes G grdf esetén A(G) polinom idében szdmolhato.
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4. Hall-hanyados

A fiiggetlenségi hanyadoshoz hasonlé grafparaméter a kezdetben listaszinezéssel kapcsolatban beve-
zetett Hall-hdnyados is [7, 8].

4.1. Definicio. ([7, 8]) A G grdf Hall-hdnyadosa a csiicsszdam és a fiiggetlenségi szdam hdnyadosdnak
maximuma a grdf osszes részgrdfjdra nézve, képletben:

p(G) = max{“of((g))‘ HC G} |

A Hall-hanyadosra igazak a kovetkez6 0sszefiiggések.

Tetszoleges G grifra w(G) < p(G), hiszen a H részgrafot valaszthatjuk G egy maximalis klikkjének.
Tovabba p(G) < xf(G) < x(G); ez abbdl adddik, hogy G barmely H részgrafjara igaz, hogy
() 2 xs(H) = .

Simonyi [18] dolgozata azt vizsgélja, hogy ezen grafparaméter a kiillonbozé grafhatvanyozasok
soran hogyan viselkedik; megfeleld normalizalassal aszimptotikusan milyen értékhez tart. Az ered-
mények a kovetkezok [18]:
A konormadlis és a normadlis hatvdnyozdsra ismert a paraméter viselkedése. Konormalis hatvanyo-
zésra a nh_)nolo 3/p(Gn) értéke x;(G). Normdlis hatvanyozdsra a megfelels hatérérték, nh_r)rgo Y p(G™)
egyenld a graf Witsenhausen sebességével, ami R(G) = lim W . (A Witsenhausen sebesség-
16l és annak informacidelméleti vonatkozasarél [20]—ban?ﬁl§>tve [1]-ben olvashatunk.)
A kartézidnus szorzést tekintve a lim p(GP") hatérértékrsl annyi ismert, hogy megegyezik az el6z6
fejezetben emlitett aszimptotikus ?l:aﬁéziénus) fliggetlenségi hanyados reciprokdval. Tovdbba [9, 10]
alapjéan a hatdrérték y(G) és x;(G) kozott van, és [21] alapjan megegyezik a lim y ;(G™") kifejezés
értékével. T
A direkt (vagy mds néven kategdriai) szorzdsra a lim p(G*") hatdrérték csak bizonyos specidlis gra-
fok esetén ismert, a sejtés az, hogy x s(G) az eredmény. A lexikografikus hatvanyozésra vizsgalva is
csak korlatok ismertek, lim W pontos értékére [18]-ban leirt sejtés, hogy a hatarérték ebben
az esetben is x r(G). o

A kovetkez6 két alfejezetben tovabb vizsgdlom a Hall-hdnyados aszimptotikus viselkedését a di-

rekt, illetve a lexikografikus hatvanyozas esetén.
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4.1. Aszimptotikus direkt Hall-hanyados

Ebben a fejezetben a Hall-hdanyados aszimptotikus viselkedését vizsgalom direkt szorzds esetén.
4.2. Definicié. ([18]) Egy G grdf aszimptotikus direkt Hall-hdnyadosa:

hx(G) = lim p(G™")

n—oo

A hatérérték 1étezik a {p(G?)}22, sorozat monotonitdsa és korlatossdga miatt [18].
Ezen grafparaméterre vonatkozéan a x s (G*") = xf(G) egyszer( 6sszefiiggésbdl (indokldsat 1d. pél-

ddul [18]-ban) adddik az a [18]-ban szerepld megéllapitds, miszerint
hy(G) < x¢(G).
Kérdés, hogy igaz-e a masik irdnyd egyenlGtlenség is.

4.1. Sejtés. ([18])
hx(G) = x;(G)

Ahhoz, hogy h(G) > x;(G) is teljesiiljon, a monotonitds miatt elég, hogy egy tetszéleges k-
ra fenndlljon a p(G**) > x;(G) egyenlStlenség. Ebbdl az észrevételbsl néhdny grafra beldthat a

sejtés:
4.2. Allitas. ([18]) Ha G perfekt vagy csiicstranzitiv grdf, akkor h, (G) = x;(G).

Jeloljiik a tovdbbiakban IW,,-nel az n+1 csuicsu kerékgrafot, azaz azt a grafot, melyet egy n hosszu

korbdl kapunk egy cstics hozzdaddsaval, amit 0sszekotiink a kor dsszes cstcsdval.
4.3. Tétel. ([18]) hyx(W,,) = xs(W,,).
Ezen tétel kicsit dltalanosabb form4jat sikeriilt belatnom a bizonyitds némi véltoztatasdval.

4.4. Tétel. Ha egy G grdfra igaz a sejtés, azaz hy (G) = x¢(G), akkor arra a G grdfra is igaz lesz,

melyet G-bél kapunk egy olyan pont hozzdaddsdval, melyet osszekotiink G dsszes csucsdval.

Bizonyitds. Tegyiik fel tehdt, hogy G-re igaz a sejtés, azaz hy(G) = lim p(G*") = x;(G). Ez a

definici6 és a {p(G*")}32, sorozat monoton ndvS tulajdonsaga miatt azt jelenti, hogy
Ve > 0-radng(e), hogy Vn > ngesetén p(G*") > x¢(G) —e. (1)

A 4j, w cstcs hozzavételével a frakciondlis kromatikus szdm 1-gyel nd, hiszen ez a cstcs nincs G

egyetlen csicsdval sem kozos fiiggetlen halmazban. Részletesebb indoklas a kovetkezd.
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Egyrészt G egy adott frakciondlis klikkjébdl kaphatunk G-nek egy wy(G) + 1 értékii frakciondlis
klikkjét, gy, hogy az GG cstcsain vessziik GG frakcionalis klikkjének az értékét, a w-hez pedig 1-et

~

rendeliink. Ebb6l w;(G) > wy(G) + 1 adédik.
Masrészt G egy adott frakciondlis szinezésébdl kaphatunk G-nek egy Xf(G) + 1 értéki frakciondlis
szinezését, tgy, hogy a G fiiggetlenjein vessziik G frakciondlis szinezésének az értékét, a {w} fiig-
getlen halmazhoz pedig 1-et rendeliink. Ebbdl x ;(G) < x;(G) + 1 adédik.
Osszevetve az alsé és felsd becslést, és felhaszndlva, hogy a frakciondlis klikkszdm megegyezik a
frakcionalis kromatikus szdmmal, megkapjuk, hogy x ;(G) = x#(G) + 1.

Tehit azt kell beldtnunk, hogy 7, (G) = nh_)rgo p(G*™) = x4(G) = x4(G) + 1, azaz barmely
¢ > 0-ra létezik 72(¢), hogy barmely n > 71y esetén p(G*™) > x;(G) + 1 — . Ehhez a monotonitds
miatt elég barmely e-hoz egy alkalmas 7n-t taldlni, melyre p(@ *0) > v p(G) + 1 —e.

A (1) megéllapitasbol kovetkezik, hogy barmely € > 0-hoz 1étezik ny és H C G*™°, melyre fenndll a
[V (HD)|
a(H)

a fiiggetlenségi szamat és a vy, vy, . .. v, csucsok alkossak a G egy maximadlis fiiggetlen halmazat.

> x¢(G) — € egyenl&tlenség. Jeloljék vy, vg, . .. v, a H graf csucsait, k a cstcsszdmat, o pedig

Legyen H a G*?"0 graf feszitett részgrafja a P, U P, U Q csticshalmazon, ahol
Py = {(v1,w"), (v2, w™), ... (va,w™)},

Py ={(w",vy), (W, v9), ... (w", v,)}és

Q = {(Uoc-i-la Ua+l)> (UOH-Qa 'UOH-Q)? s (Ukv Uk)}

Az igy kapott H graf csicsszdma k + «. Fliggetlenségi szdma pedig legfeljebb «, hiszen a P, U P,
halmazon kapott graf egy teljes paros graf, igy H egy tetszOleges fliggetlen halmaza vagy csak P;-beli
vagy csak P»-beli cstcsot tartalmazhat; de a P, U Q illetve a P, U () halmazon kapott graf tartalmazza
a H gréfot részgrafként.

Kovetkezik tehdt, hogy 'Zéﬁﬁi}’)" > kto — kg = B > x(G)+1—e.Tgy g = 2ny j6 vélaszids.

Tehdt h, (G) = lim p(G*") = x;(G), ahogy Allitottuk.

n—~o0
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4.2. Aszimptotikus lexikografikus Hall-hanyados

Ebben a fejezetben tovdbb vizsgdlom a Hall-hdnyados aszimptotikus viselkedését lexikografikus szor-

zas esetén.

4.3. Definicié. Az F' és G grdfok lexikografikus szorzata az az F o G grdf, melynek
csicshalmazaV(F o G) = V(F) x V(G) és

élhalmaza E(F o G) = {{(u1,v1), (ug,v2)} : ({ur,us} € E(F)) vagy

(uy = ug és {v1, 12} € E(G))}.

A lexikografikus szorzds asszociativ, de az emlitett tobbi szorzdssal ellentétben, nem kommutativ.
A G graf n-edik lexikografikus hatvanyat, a G°" grafot a G graf n példanydnak lexikografikus 6ssze-
szorzdsaval kapjuk. (Tehat a hatvanygrafban két csucs (n hosszu pontsorozat) pontosan akkor van

0sszekotve, ha 6ssze vannak kotve az elsd olyan koordinatdban, ahol eltérnek.)

5. édbra. Egy graf lexikografikus szorzds szerinti masodik hatvanya

4.4. Definicié. ([18]) Egy G grdf aszimptotikus lexikografikus Hall-hdnyadosa:

ho(G) = lim {/p(Gon)

n—oo

A hatarérték 1étezik és a kovetkezd korlatok kozé szorithatd. ([18])

4.5. Tétel. ([18])
max{p(G), R(G)} < ho(G) < x;(G),

ahol R(G) a G grdf Witsenhausen-sebessége.

(A Witsenhausen-sebesség definicigjat 1d. a 4. fejezet bevezetésében.)



Az el6bbi tételben szerepld egyik alsé hatdr sem jobb a madsikndl ([18]), el6fordulhat, hogy
p(G) > R(G), mint példdul Cjs esetén: p(C5) = 2 > /5 = R(C;) (utébbi egyenldség [13] és
[20] eredményeibdl adédik), de az is lehet, hogy p(G) < R(G), mint példdul W esetén: p(W5) =
= 3 < 1++/5 < R(Ws) (utébbi egyenldtlenség R(G) > C(G), C(Ws) = 1 + v/5-bl kovetke-
zik, ahol C'(G) a G graf Shannon-kapacitasat jeloli; ezen Osszefiiggések [15]-ben, illetve [19]-ben

szerepl6 eredményekbdl adédnak).

V(G|
CM(GO")

gélndnk, akkor konny{ dolgunk lenne, hiszen |V (G°")| = |V( )™ és a(G°") = (a(G))™ is teljesiil
n/ V(G

értéket vizs-

Ha a p(G°") Hall-hdnyados helyett a fiiggetlenségi hanyados reciprokat, az

(utdbbi Osszefiiggés indokldsat 1d. [11]-ben), igy a {

EED) }°°1 sorozat konstans ‘Z((g))l Ezzel

on e8] V(G =
szemben a { {/p(G°")}>° | sorozat nem lehet minden GG grafra konstans (G » mert a 4.5. Tételben

szereplé R(() alsé becslés bizonyos grafokra erGsebb, mint a p(G) korlat.

Kérdés, hogy mi h,(G) pontos értéke. [18]-beli sejtés, hogy a 4.5.Tétel felsd korlatja pontos.

4.6. Sejtés. ([18])
ho(G) = x4(G)

Néhdny specidlis grafra mar a 4.5.Tétel altal adott korlatokbdl is igazolhat6 a sejtés. Ilyenek a

perfekt grafok, hiszen ezen grifokra x ;(G) = w(G) < p(G); és ilyenek a csicstranzitiv grafok is,

hiszen ezen gréfok esetén x ((G) = ‘V(( )) | < p(G) (a cstcstranzitiv grafokra fennall6 x 7(G) = |Z((g))‘

egyenldség indokldsa megtaldlhat6 példaul [17]-ben).
Viszont példdul a W kerékgrafra csak annyit kapunk, hogy 1++v/5 < ho(W5) < I. A kbvetkezok-

ben bebizonyitom, hogy a pontos érték Z, illetve, hogy tetsz8leges kerékgrafra fenndll a 4.6. Sejtés.
4.7. Allitas. ho(Wy,) = x;(Wy), ahol Wy, a k + 1 csiicsii kerékgrdfot jelili.

(A kerékgrafok definicigjét 1d. az el6z6 alfejezetben.)

Az éllitasnak csak azon része érdekes, amikor k£ > 5 és paratlan, hiszen a tobbi esetben W), perfekt
graf, igy a 4.5. Tételbdl adédik az Osszefiiggés. Ezért a tovabbiakban feltehetjiik, hogy £ = 2/ + 1,
(> 2.

A bizonyitashoz fel fogjuk hasznalni a kdvetkezd egyszerii Osszefiiggéseket:
4.8. Lemma. o(G") = a(G)" és w(G") = w(G)".
A bizonyitast 1d. példaul [11]-ben.

4.9. Lemma. (W) = 2, 1> 2
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Bizonyitdas. Wo,,, egy frakciondlis klikkjét kapjuk, ha a kerékgrafban a kor csicsaihoz %—ed ren-
deliink, a k6z€ps6, hozzavett csicshoz pedig 1-et; konnyen ellendrizhetd, hogy igy Wap, 1 barmely
fliggetlen halmazéra Osszeadva a benne 1év$ csicsokhoz rendelt szamokat legfeljebb 1-et kapunk.
Ezért wy(Waeyq) > 2L,

Waeiq egy frakciondlis szinezését kapjuk, ha a kerékgrafban a kor egy ¢ eleml maximadlis fiiggetlen
halmazédhoz és annak 2¢ + 1 elforgatottjdhoz %—et rendeliink, a k6z€ps6, hozzavett csticsbdl all6 egy-
elemi fiiggetlen halmazhoz pedig 1-et; konnyen ellen6rizhetd, hogy igy Wo,. ;1 barmely cstcsdra
Osszeadva az Ot tartalmazoé fliggetlen halmazokhoz rendelt szdmokat legaldbb 1-et kapunk. Ezért

X (Wapgr) < 2L

Felhaszndlva, hogy w;(Wap11) = xf(Waei1) megkapjuk az allitast.
0]

A 4.7. Tétel bizonyitdsa. Lattuk, hogy az allitas csak k = 20+ 1, £ > 2 esetén nem trivialis, ezért elég
csak erre az esetre bizonyitani.

Mivel ho(Warr1) < x5(Waey1) adédik a4.5. Tételbdl, elég beldtni, hogy ho(Warr1) > xr(Waetr),
azaz a 4.9. Lemma miatt, hogy ho(Wa1) > # Ehhez vezessiink be el6szor néhdny jelolést.
Legyen

pa(n,a) =max{|V(H)| : H C G, a(H) < a},

ao(n.o) = max{ DL g1 € o () < ),

— y4e] (TL,O[)
~a

ahol n és « pozitiv egész szamok. Azaz qg(n, o)
A Hall-hényadossal val6 kapcsolat:
p(G°") = max{q(n,a) : « € Z;}
ho(G) = Tim {/p(G™) = lim max{{/q(n,a) : a € Zy}

Tovabbd G = Wy q-re a pe(n, a) értékek kozott a kovetkezd azonossag is fennall:

szz+1(n7 ga) 2 pW2g+1 (n - 17 ga) + (2€ + 1)pW2[+1(n - 17 OZ)

Ugyanis Wy, 1 n-edik lexikografikus hatvanydban (« fiiggetlenségi szamu részgrafot kapunk, ha az
eggyel kisebb hatvanyban 1év6 o és o fiiggetlenségi szamu részgrafokat a 6. dbra szerint elhelyezziik
Waeiq csicsaiban. Wy, egy frakciondlis klikkjét kapjuk, ha a kerékgrafban a kor pontjaihoz %—et
rendeliink, mig a kozépsd ponthoz 1-et. Ugyanezek az ardnyok teljesiilnek a csticsok helyébe képzelt
részgrafok fiiggetlenségi szamai kozott is, ezért a frakciondlis klikk definicidja miatt a kapott graf
fiiggetlenségi szdma legfeljebb (o lesz.

Ebbdl felhasznélva a pg(n, a) és qg(n, a) kozti kapcesolatot is kapjuk, hogy:

20+ 1
/ szzH(n - 170‘) =

AWop 11 (n7 go‘) > AWoyyq (n -1, ZOC) +
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6. dbra. A konstrukcié W esetén (¢ = 2)

/ <3€+ 1QW2@+1(” 7&1) + 301 1pW2H1(n ,a)) ,

azaz qw,,, ,(n, lo) az eggyel kisebb hatvanyban 16v6 gy, (n — 1,4a), qw,, ,(n — 1, «) értékek
57+ a0t stlyokkal vett konvex kombindcidjanak (25 )-szeresével alulrdl becsiilhetd.

Tehdt a g, , (n, ') egy alsé becsléséhez csak a gy, , (n— 1, 0%) és qu,,,, (n — 1, 07") értékeket
kell ismerni. Ezért érdemes csak a {qw,,,,(n, o) : n=1...00, « = 1,(,£?, ... ("} értékekbdl 4116

"hdromszoget" vizsgalni.

o1 213|415 j
1 3009 |27 |243

A BEEE

4 9 | M

8 27

16 243

2 q(.2)

7. abra. q(n, «) értékei Wy-re
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A "hdromszog széleit" konnyen meghatirozhatjuk:
AWaers (1, 1) = p(n,1) = 3", mert (pe(n, a) definiciéjabol) pg(n,1) = w(G"), (4.8. Lemmabol)
w(G") = w(G)" és w(Waps1) = 3.
AW,y (0, 07) = (2F2)", mert (4.8. Lemmdbdl) a(G") = a(G)" és a(Wary1) = £, igy
a(Wgi ) = ", amibdl py,,,  (n, ") = |V (W3 )| = (20 4+ 2)", tehdt qu,,,, (n, £") = (%7”)"
A kozbiils6 értékeket pedig megkaphatjuk a gy, , (n, for)-ra kapott rekurziobol.

A rekurziébdl adédéan a "haromszog j-edik oszlopéanak", azaz a {q(j, ) : o = 1,0,0% ... 07}
elemeknek az Osszege aszimptotikusan egyenld (%)j—nel, hiszen mint ahogy mar emlitettiik, a

QWi (0, Lar) érték az eggyel kisebb hatvidnyban 16v6 qy,,, (n — 1, ), quw,,,, (n — 1,{a) értékek

341
l

polinomja a j-nek. Ezért az "oszlopok" maximalis elemei, azaz a max{q(j,a) : o = 1,£,02, ... 07}

értékek aszimptotikusan (2.:1)7-nel egyenl6k.

Tehat ho(Wars1) = lim max{ {a(n, o) : a € Z,} > 3L ahogy dllitottuk.

konvex kombindciéjanak ( )-szerese. A j-edik "oszlopban" 1év6 elemek szdma csak j + 1, azaz

O

341
l

A bizonyitds csak a végtelenben garantdlja a érték elérését. Viszont elképzelhetd lenne,

hogy mér valamely véges no-ra teljesiil, hogy ¢/p(Wy,) = 3kl Koénnyen meggondolhatd, hogy

ez nincs igy. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik ilyen ng, ekkor egy H C W, | gréfra ‘Z((g)) =
(FH)" = (34;{))”0 kellene, hogy teljesiiljon; de |V (H)| < (20 +2)" és a (3(;%)110 tort nem egysze-

risithetd, ezért ez lehetetlen.

A kerékgrafokra vonatkozo bizonyités édltalanosithaté tetszoleges gréfra.

4.10. Tétel.
ho(G) = x4(G)

Bizonyitds.
Mivel ho(G) < x¢(G) adddik a 4.5. Tételbdl, elég belatni, hogy h.(G) > xf(G).
Legyen
pa(n,a) =max{|V(H)| : HC G a(H) < a},

ahol n tetszdleges pozitiv egész szam, « tetszbleges pozitiv valds szam. Természetesen teljesiil, hogy
pa(n, o) = pa(n,|a]), ennek ellenére mégis érdemes nem csak egész « értékekre definidlni ezt a

mennyiséget.
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Legyen tovabba

qga(n,a) = max{W(H)‘ : HC G a(H) <a}l,
a
azaz
dc(n,a) = 2=,
«

Az el6bbi megéllapitasbol adéddan gg(n, o) < ga(n, (o).
Ezen mennyiségekkel a Hall-hanyados és az aszimptotikus lexikografikus Hall-hdnyados a kovet-
kez6képpen irhaté le.
p(G°") = max{q(n,a) : a € R;}.

A maximum mindenképpen felvétetik, mégpedig pozitiv egész « helyen, hiszen pg(n, «) korlatos,
monoton novd, 1épcsds fiiggvény, mely csak egész helyeken szakad; g (n, «) pedig ennek a fiigg-
vénynek €s a monoton novo identitas fliggvénynek a hanyadosa.

Ebbdl kapjuk, hogy

ho(G) = lim {/p(G°") = lim max{{/qc(n,a) : a € Ry}

n—oo

A pa(n, a) értékek kozott az alabbi rekurzids osszefiiggés frhato fel.
Legyen g : V(G) — Ry o a G gréf egy optimalis frakcionalis klikkje, azaz teljesiiljon, hogy

VU € S(G)re >, gv)<1lés >  g(v)= xr(G).Ekkor teljesiil, hogy
velUeS(Q) veV(G)

pa(n,a) > ZPG (n—1,9(v)a).
veG
Hiszen a G graf n-edik lexikografikus hatvanyanak egy részgrafjat kapjuk, ha G csucsai helyére
G°"=1) részgrafjait képzeljiik; a kapott részgraf egy tetszSleges fiiggetlen halmaza pedig vgy all
eld, hogy tekintjilkk G egy fliggetlen halmazat és ennek csicsaiba irt részgrafok fiiggetlen halmazait
nézziik. Ezért ha a G graf v csicsa helyébe egy legfeljebb g(v)a fiiggetlenségi szamu részgréfot frunk,

akkor a kapott graf fiiggetlenségi szdma legfeljebb max > g(v)a < a max > g(v) < a.
UES(G) uclr UES(G) uclr
Ebbdl a g¢(n, o) értékek definicidja szerint kapjuk, hogy

ga(n,a) = 290 > 150 po (n = 1,g(v)a) = 3 earelitable) — 57 g(v)gq (n— 1,9(v)).
N veG veG veV(G)
Tehat

d(n,@) 2 ) g(v)ag (n—1,9(v)a).

veV(G)
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Vezessiik be a kovetkezs gg(n, o) fiiggvényeket!

R cg, hal<a<m=|V(G)
QG(17Q> = 112
0, egyébként.

ahol c¢ olyan pozitiv konstans, mely alulrél becsli a g (1, ) értékeket 1 < o < m = |V(G)] esetén;
ilyen c¢ 1étezik, példaul ¢ = % jO vélasztas. Tovabba n > 2 — relegyen

da(n,a)= Y g(v)ic(n—1,9(v)a).

veV(G)
Ja(1, ) konstrukcidjabdl adéddan barmely pozitiv egész n és barmely nem negativ valds « esetén
teljestiil, hogy
4c(1,a) < ge(1, a).
A kovetkezS8kben belétjuk, hogy 1étezik olyan {cv,}32, valds szdmokbdl 4ll6 sorozat, melyre
lim {/da(n, a,) = x¢(G). EbbSl mar az el6zdek alapjan adédni fog a tétel allitasa.
Ehhez transzformdljuk at a ¢ (n, ) fiiggvényeket. Legyen

A

TG(nv 6) = QG(nu mﬁ)v

ahol n pozitiv egész szdm, 3 valés szam. (o = m”®, 3 = log,, a)
Mivel a transzormdcio a fiiggvény maximuman nem véltoztat (csak a maximum helyén), elég belatni,

hogy 1étezik olyan {3, }°° ; valds szamokbdl 116 sorozat, melyre lim {/rq(n, 8,) = xf(G).
Felhaszndlva r¢(n, 3) definiciéjat kapjuk, hogy

cg, ha0 < <1
0, egyébként

veV(G)
= > g(wre(n—1log,(g(v)m”)) = > g(v)re(n—1,log,,(9(v)) + 5))
VeV (G) veV(G)
Azaz
ra(n, 3) = g(v)ra (n — 1,log,,(g(v)) + 3))
veV(Q)
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Szamoljuk ki a rg(n, 3) fiiggvények integraljat a szamegyenesen!

o

/ re(1, 8) = co

B=—00

gjo ra(n, B) = jo S g()rg (n—1,1og,,(g(v) + 5) =

B=—00 vEV(G)

= Y gw) [ ren-Lloga(g)+f = ¥ <g<v> i m(n—l,m):

VeV (G) B=—o0 veV(G) B=—00
= (ZveV(G) g(U)) ﬁ:foo ra(n —1,0) = Xf(G)Bjoo ra(n—1,05)
Igy N
| rotn.) = cotasi@y
B=—o0

Hatdrozzuk meg azt a halmazt a szimegyenesen, melyen a ¢ (n, 3) figgvények nulldtdl kiilon-
bozd értéket vesznek fel, azaz a fiiggvények tartdjat!
T(ra(1,0)) = [0,1]
T(rg(n,B)) € [0,1 — (n— 1)gg], mert go < log,,(g(v)) < 0. Ahol g¢ alulrdl becsli log,,(g(v))-t
barmely v EOOV(G)—re; ilyen g¢ 1étezik, példaul g = min{log,,(g(v)) : v € V(G)} jo6 vilasztas.

Mivel [ rg(n, () aszimptotikusan egyenld (x s(G))™-nel, de a r¢(n, ) tartdja része egy olyan
B=—00
intervallumnak, melynek hossza polinomja az n-nek, igy 1étezik olyan {3, }5° , val6s szdmokbdl 4ll6

sorozat, melyre lim {/rq(n, 8,) < x;(G).

Az ebbdl a {3,}°°, sorozatbdl a,, = m”» transzforméacios szabéllyal kapott {c, }°°, sorozatra igaz
lesz, hogy llm Via(n, a,) < x4(G).
Igy ez el6z%el:,t felhasznélva ho(G) = lim max{{/qez(n,a) : a € Ry} <
< nhj& max{ {/ja(n,a) : « € Ry} SanOE)G).
Tehat
ho(G) = x¢(G).

Ezzel a 4.6.Sejtés igazolast nyert.
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5. Osszefoglalas, tovabbi kutatasi lehetgségek

Dolgozatomban el6szor direkt grafszorzasra vizsgalva a fiiggetlenségi hanyados értéket bebizonyitot-
tam, hogy a teljes tobbrészes grafok pontosan akkor 6nuniverzélisak, ha a legnagyobb pontosztalyuk
mérete nem haladja meg a csticsszam felét. Erdekes tovabbi kérdés tdjabb 6nuniverzalis grafok kerése,
a fliggetlenségi hanyados méllyebb vizsgélata.

Ezutdn direkt szorzasra a Hall-hdnyadost tanulmanyoztam. Belattam, hogy ha egy grafra igaz,
hogy az aszimptotikus direkt Hall-hdnyadosa éppen a frakciondlis kromatikus szdma, akkor arra a
grifra is igaz lesz ez, melyet tigy kapunk, hogy a grathoz hozzdvesziink egy pontot, és azt 6sszekotiink
a graf minden csdcsdval. Tovabbra is nyitott kérdés, hogy tetszbleges gafra is igaz-e az a sejtés, hogy
a graf aszimptotikus direkt Hall-hdnyadosa és frakcinonalis kromatikus szdma megegyezik.

Végiil lexikografikus szorzdasra vizsgalva a Hall-hanyasost el6bb kerékgrafokra, majd tetszéleges
grifra igazoltam azt a sejtést, miszerint az aszimptotikus lexikografikus Hall-hdnyadosa értéke éppen

a graf frakcionalis kromatikus szama.

6. Koszonetnyilvanitas

Ko6szonom szépen témavezetdmnek, Simonyi Gdbornak a kutatdshoz nyujtott sok segitséget.
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