Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. FEBRUAR 14.
1. gyakorlat: Fuler- és Hamilton bejdrdsok

Informécidk: http://www.cs.bme.hu/~tothagi

1. Elkészithet6k-e a ceruza felemelése nélkil az
alabbi dbrak dgy, hogy minden vonalon pon-

tosan egyszer haladunk végig?

2. Hényszor kell minimalisan felemelni a ceruzat

az alabbi graf lerajzolasa soran?

3. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak
a foka 4, akkor élei szinezhetOk piros és kék
szinekkel 1gy, hogy minden ponthoz két piros

és két kék él illeszkedjék!

4. Mutassuk meg, hogy ha G-ben van Euler-kor,
akkor minden vagasaban paros sok él van!
Igaz-e ez visszafelé, ha tudjuk, hogy a graf

Osszefiiggd?

5. Van-e abban a grafban Euler-ut, melynek

fokszamai a kovetkezok: 4,4,4,4,4,3,3,2,2,27

6. Egy egyszertt G graf csucsait az 1,2,...,100
szamok jelolik. Az i és j cstucsok kozott pon-

tosan akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2.

(a) Tartalmaz-e G' Euler-kort, illetve utat?

(b) Hamilton-kort, illetve utat?

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Van-e a kovetkezo grafokban Hamilton-kor, il-
letve ut?

Be lehet-e jarni 16val egy 4 x 4-es sakktablat?

Legaldbb hany éle van egy olyan hat pontu
grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Legfeljebb hany éle van egy olyan hat pontu
grafnak, melynek nincs Hamilton-kore?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerti grafnak
n—1

2
nem biztos, hogy tartalmaz Hamilton-kort, de
ha ennél 1 éllel tobb, akkor mér biztosan lesz
benne.

n csicsa és + 1 éle van, akkor még

Mutassuk meg, hogy n > 5-re igaz az aldbbi
két allitas!

(a) Létezik olyan n csicst G graf, hogy G is
és G is tartalmaz Hamilton-kort.

(b) Létezik olyan n csicst graf, hogy sem G,
sem G nem tartalmaz Hamilton-kort.

Lassuk be, hogy egy 2n — 1 pontd grafban,
ahol minden csics foka legaldbb n — 1 létezik
Hamilton-t!

Egy hotelba egy 100 f0s tarsasag érkezik, akik
koziil kezdetben barmely két ember jéban van
egymassal. Esténként egyetlen nagy kerek asz-
tal koriil il le mindenki. Sajnos egy vacsora
alkalmaval az egymas mellé keriilt emberek
Orokre Osszevesznek egyméssal. A tdrsasag
minden vacsora el6tt ugy il le, hogy min-
denki a szomszédjaival jéban legyen. Ha ez
lehetetlen, akkor az Gsszes résztvevo még az-
nap este haza megy. Bizonyitsuk be, hogy le-
galabb 25 éjszakat a hotelban tolt a tarsasag!
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2. gyakorlat: Szinezések

Informécidk: http://www.cs.bme.hu/~tothagi

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

Hany szin sziikséges az aldbbi graf pontjainak
kiszinezéséhez?

Legyen V(G) = {1}1, NN 7’0100}7 ahol V; és Uj
kozott akkor és csak akkor megy él, ha 7 >
|i — j|. Mennyi G kromatikus szdma?

A sakktdbla mez6i alkossdk most a grafunk
pontjait. Koztiik él pontosan akkor menjen, ha
az egyik mezOrdl a masikra bastyaval el tudunk
lépni. Hany szinnel szinezhet6 ez a graf?

G csicsai legyenek az természetes szamok, és
legyen az n és m csics Osszekdtve pontosan
akkor, ha n + m pératlan. Hatarozzuk meg

X(G)-t!

Mutassunk egy olyan grafot, melyben nincs
teljes 4 pontu részgraf, de nem szinezheté ki
3 szinnel.

Legyen G és H két kiilonbozé graf (dis-
zjunkt ponthalmazokkal). Készitsiink bel8liik
egyetlen F' grafot igy, hogy G minden pontjat
0sszekotjiik H minden pontjaval. Bizonyitsuk
be, hogy X (F) = x(G) + x(H).

Bizonyitsuk be, hogy minden gréafnak sor-
barendezhetdk gy a csicsai, hogy ha ebben
a sorrendben szinezziik a grafot moho algorit-
mussal, akkor x(G) szint hasznalunk.

Bizonyitsuk be, hogy a(G) - x(G) > |[V(G)|!

Bizonyitsuk be, hogy x(G) - x(G) > |V (G)|!

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

. Ha tudjuk, hogy két szinnel szinezheté az n

csucsu G graf, akkor mennyi lehet legfeljebb
az élek szama?

Tegyiik fel, hogy a G grafot megszineztiik x(G)
szinnel; legyen ezek koziil a szinek koziil kettd
a piros és a kék. Bizonyitsd be, hogy ekkor
talalhato a grafban két szomszédos csics, ame-
lyek koziil az egyik piros, a masik kék.

Lassuk be, hogy |E(G)| > (X&)

A G egyszeri grafban 2006 darab kivételes
ponttdl eltekintve minden pont foka legfoljebb
2005. Bizonyitsd be, hogy x(G) < 2006.

Hatarozzuk meg az 0Osszes olyan 10 csicsi
egyszeri G grafot, amelyre x(G) = 2, de
barhogy hiizunk be G-be egy 1j élet (két nem-
szomszédos csiicsa kozé), a kapott G’ gréfra
x(G') > 2!

Egy G graf csticshalmaza legyen a V(G) =
{1,2,3,...,100} halmaz. Egy z € V(G) cstics
akkor legyen szomszédos az y € V(@) csticesal,
ha x # y és 100 < z-y < 400. Hatdrozzuk meg
X(G) értékét!

Legyen G olyan graf, melyre x(G) = k. Bi-
zonyitsuk be, hogy G élei iranyithaték tugy,
hogy a leghosszabb iranyitott ut legfeljebb k
pontot tartalmazzon! (Az élek irdnyitdsa azt
jelenti, hogy minden él egyik végére egy nyi-
lat tesziink. Irdnyitott 1t azt jelenti, hogy gy
tesziink meg egy utat a grafban, hogy a nyi-
lakkal szemben nem haladhatunk.)

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek
pontjai szamozhatdak gy, hogy minden pont
legfeljebb ketté nala nagyobb sorszamuval
szomszédos. Igazoljuk, hogy x(G) < 3.

Adott a sikban néhany egyenes ugy, hogy
semelyik hdarom nem megy &t egy ponton.
Legyen G az ezek dltal meghatarozott graf: G
csucsai az egyenesek metszéspontjai, két csiics
pedig akkor szomszédos, ha ez egyik egyenesen
szomszédos metszéspontok. Mutassuk meg,
hogy x(G) < 3!
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3. gyakorlat: Elszinezés, perfekt grafok, PERT-mddszer

33

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Mennyi a Petersen-graf élkromatikus szdma (x.)?

A G péros, egyszerii grafban minden pont foka
r (r > 2). Osszuk fel G egy tetszbleges élét
egy ponttal. Mennyi a keletkezett G’ graf x.(G')
élkromatikus szama?

Egy kormérkézéses bajnoksdgot hany forduld alatt
tudunk lejatszani, ha

(a) pdros szamu jatékos
(b) pératlan szamu jatékos van a bajnoksdgban?

Mennyi (Ko, — {n darab fiiggetlen é1})?

Mely n-ekre lesz L(K,,), az n-szbgpontu teljes graf
élgrafja perfekt?

Léssuk be, hogy egy paratlan kor komplementere
nem perfekt!

Bizonyitsuk be, hogy egy péaros graf komplementere
perfekt!

A G graf csucsai legyenek a 8 x 8-as sakktabla mez6i,
és két mez6 akkor legyen szomszédos G-ben, ha egy
l6ugrasnyira vannak egymastol.

(a) Hatdrozzuk meg G kromatikus szamdt, x (G)-t!
(b) Bizonyi{tsuk be, hogy G perfekt!

Legyen G 0Osszehasonlitasi graf (két cstcs pontosan
akkor van Gsszekotve benne, ha egy rendezés szerint
az egyik nagyobb, mint a mésik), és legyenek az
élei tigy iranyitva, hogy a rendezés szerint mindig
a nagyobb felé mutassanak. Minden csics mellé
irjuk oda a beldle indulé leghosszabb irdnyitott 1t
csucsainak szamat.

(a) Bizonyitsuk be, hogy szomszédos csicsok mellé
nem irtuk ugyanazt a szamot!

(b) Bizonyitsuk be, hogy G perfekt!

Bizonyitsuk be, hogy egy intervallum graf komple-
mentere 0sszehasonlitasi graf!

Jelolje Dg azt a 18 éli grafot, amit dgy
kaphatunk egy 9 hosszusdgia korbdl, hogy a
koérben masodszomszédos pontokat is Gsszekotjiik.
Allapitsuk meg, hogy Dy perfekt graf-e!

Legyenek egy G graf csticsai azok a 10'°°-nal nem
nagyobb pozitiv egész szdmok, amelyeknek van 20-
nal kisebb primosztéja. G két csicsa pontosan
akkor alkot élet, ha a megfelel6 pozitiv egészek
relativ primek.  Allapitsuk meg G kromatikus
szamanak értékét! Igaz-e hogy perfekt-e?

46.

47.

48.

49.

50.

. Hatarozzuk meg a mellékelt PERT-diagrammokhoz

tartozo 0Ossz-id6t és kritikus tevékenységeket.
mésodik példdban az x véltozé fiiggvényében.)

(b)

Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez minimélisan
sziikséges id6 hosszat az alabbi PERT diagramon:

(A

B ) E | H
1 21 1 4 1
E 5 I3
A K
3 c 5
2 5 1
h 2 4
D 1 G 2 1

Allapitsuk meg, hogy a p paraméter fliggvényében
mennyi a feladat elvégzéséhez minimalisan
sziikséges id6 az aldbbi PERT diagram altal
leirt munkafolyamatnal! Melyek a kritikus
tevékenységek?

A @G irdnyitott graf csicsai legyenek egy n elemii
halmaz Osszes részhalmazai. Az A részhalmazbdl
akkor vezessen egy iranyitott él a B részhalmazba,
ha A C B, de A # B. Az A-bdl B-be vezetd élhez
rendeljiik hozzd az |A| + |B| értéket. Hatdrozzuk
meg az igy kapott PERT feladatban a sziikséges id6t
és kritikus tevékenységeket!

Mutassuk meg, hogy egy hurokmentes iranyitott
graf  élhalmaza  felbonthaté  két  diszjunkt
részhalmazra 1gy, hogy egyik sem tartalmaz
irdnyitott kort!

A G irdnyitott grafbdl legfoljebb k él kitorlésével
elérhet6, hogy a maradék griafban ne legyen
irdnyitott kor. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-
ben legfoljebb k él iranyitasanak megforditdsaval is
elérhetd, hogy a kapott graban ne legyen irdnyitott
kor.



51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

o8.

Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2007. MARCIUS 7.
4. gyakorlat: Pdrositasok, Kénig és Gallai tételei

Van-e teljes parositas az alabbi grafban?

Bizonyitsd be, hogy egy reguldris paros grafban
mindig létezik teljes parosités!

Lassuk be, hogy egy regularis paros graf élhalmaza
particionalhaté teljes parositdsokra! (Tehdt az élek
kiszinezhetéek r db szinnel ugy, hogy mindegyik
egyszin(i élhalmaz egy teljes parositdst adjon.)

Valaki véletlenszertien szétosztott egy pakli fran-
cia kartyat 13 darab 4 lapbdl all6 csomagba. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor mindegyik csomagbdl
kivalaszthato egy lap ugy, hogy a kivalasztott lapok
kozott mindegyik fajta figurabodl éppen egy legyen
(vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy
darab A). (A francia kdrtydban 13 fajta figura van:
2,3,4,5 6,7 8,9, 10, J, Q, K, A. Minden
figurabol 4 darab van egy pakliban.)

Adott egy n X n -es maétrix, amelynek minden
soraban, és oszlopaban pontosan k darab egyes van.
Bizonyitsd be, hogy ekkor kivélaszthaté n darab
egyes ugy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan
egy darab egyest valasztottunk ki!

Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fii van jelen.
E tarsasagban minden lany ismeretségben van le-
galabb 13 fitval és minden fiti legalabb 13 ldnnyal.
Bizonyitsuk be, hogy paros tancra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en tgy, hogy az egymaéssal
téancoldk ismerik egymast!

Egy {innep alkalméval torok szultdn udvaraban a
férfiak két-két haremholgyet valasztanak. Min-
den férfinek legalabb 2 haremhdlgy tetszik. Mi a
feltétele annak, hogy minden férfi neki tetsz6 két
haremholggyel tolthesse az éjszakéat?

Hatarozzuk meg az aldbbi
(@), v(G), p(G) és a(Q) értékeket!

grafokban a

(a) (b)

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Hatérozzuk meg az aldbbi gréfokra a(G), v(G),
p(G) és 7(G) értékeit?

(a) K3,
(b) Ks
(C) V(G) = {1}1,1)2, . ,1)2004} és (vi,vj) S E(G),
ha ¢ + j harommal osztva 1 maradékot ad.

(d) Petersen-graf

Legyen V(H) = {v1,v2,...074}. A v; és vj (i #
j) csicsok kozott akkor menjen él, ha i + j és 74
relat{v primek. Hatdrozzuk meg az a( H) — fiiggetlen
pontok maximdlis, v(H) — fiiggetlen élek maximalis,
p(H) — alefogé élek minim4lis, 7(H ) — lefogd pontok
minimalis szamat!

Legyen G egy 2n pontid graf, mely egy 2n — 1 ponti
L atbdl és egy ¢ pontbdl 4ll, ami L minden pontjaval
Gssze van kotve. Mennyi 7(G)?

Lassuk be, hogy egy n pontu egyszerti G grafban
7(G) =n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K,,

Igazoljuk, hogy minden egyszer(i G grafban 7(G) <
2v(G) és létezik olyan graf is, melyre az egyenléség
teljesiil.

Jelolje A(G) a G graf maximalis fokszdmadt, 7(G)
pedig a lefogé pontok minimalis szamat.  Bi-
zonyitsuk be, hogy A(G) - 7(G) > |E(G)|.

Jeldlje w(G) a G graf egyik maximalis klikkjének
méretét. Mutassuk meg, hogy: a(G) + w(G) <
V(G) +1

Igazoljuk, hogy tetszOleges n csicsu G egyszeri
grafra fenndll, hogy a(G) > n — 2v(G).



67.

68.

69.

70.

Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. MARCIUS 14.
5. gyakorlat: Folyamok

Egy vallalatnél hét pélyazo jelentkezett hat iires munkahelyre (szdmozzuk ezeket 1-tél 6-ig), egy ember tobb
helyre is: Aladar az 1-es; Béla az 1, 3-as; Csaba a 2, 4, 6-os; Dani a 2, 5-6s; Erzsi a 3, 4, 5, 6-os; Feri az 1,
3-as; Géza a 3-as munkahelyre.

(a) Dontsd el, hogy betoltheté-e mind a hat munkahely (egy ember csak egy helyre keriilhet)! Ha nem,
akkor hany tolthet6 be?

(b) Valtoztat-e valamin, ha Feri meggondolja magét és a 2-es munkahelyet is hajlandé elfogadni?

Egy 2n ponti egyszerl grafban minden pont foka legalabb n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van benne teljes
parositas!

Egy kirdanduldson n hazaspar vesz részt. El kellene osztani kozottiik 2n kiilonb6z6 fajta csokit gy, hogy
mindenki egyet-egyet kapjon. Tudjuk, hogy mindenki legaldbb n fajtat szeret a csokik koziil. Tovabba
minden emberre teljesiil, hogy ha 6 valamelyik fajta csokit nem szereti, akkor a hazastdrsa ezt a fajtat
biztosan szeretni fogja. Bizonyitsd be, hogy a csokik szétoszthaték gy, hogy mindenki olyat kapjon, amit
szeret!

Szamitsuk ki a maximalis folyam értékét és bizonyitsuk be, hogy az tényleg maximalis!

72. Az aldbbi graf élei koziil irjunk hatra 1 és hatra 2 kapacitdst gy, hogy a maximalis folyam a leheté legnagyobb

illetve a leheto legkisebb legyen.



73.

4.

75.

76.

7.

Keressiink maximalis folyamot x fiiggvényében!

5
8 X ” 10
S 10 10 t
15 7 X /5
5

Igazak-e az alabbi éllitasok? Nemleges valasz esetén mutassunk ellenpélddt, igenlo vélasz esetén pedig iga-
zoljuk az allitast!

(a) Egy folyam élein a kapacitdsok egész szamok. Létezik-e olyan maximaélis folyam, aminek minden élén
egész a folyam értéke?

(b) ugyanaz a feladat, csak most nem egész, hanem pdros

(c) ugyanaz a feladat pdratlan esetre

Adott két halozati folyam, melyekben a minimalis vagas értéke c; illetve co. Mekkora lesz a maximalis folyam
értéke abban a halézatban, amit a két folyam soros illetve parhuzamos egymaéshoz kapcsoldasaval kapunk?

c
1 c
‘ c, 2
¢

A G irdnyitott graf cstcsai legyenek az 1,2, ..., 2k egész szdmok. Az a szambdl b-be vezessen irdnyitott él,
ha b > a. Az a-bdl b-be vezet§ él kapacitdsa legyen 1, ha a pératlan és legyen 2, ha a paros. Mennyi az igy
kapott halézatban az 1-bél 2k-ba vezeté maximalis folyam értéke?

Egy irdnyitott grafban nincs (irdnyitott) kor = van forrds és nyeld a gréfban. Igaz-e az 4llitds? Es a
megforditasa?
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6. gyakorlat: Osszefiiggéség, Menger-tételek

Hényszorosan pont- illetve élosszefiiggdek az alabbi grafok:

(a)

Petersen-graf

A~
o

NN

n hosszu kor
Kn,n

)

d) végtelen négyzetrics
)
)

Hényszorosan Osszefliggbek az alabbi grafok?

Mutassuk meg, hogy a k-szoros pontosszefiiggésbol kovetkezik a k-szoros élosszefliggés, de ugyanez visszafelé
mar nem teljesiil!

Bizonyitsuk be, hogy minden héromszorosan 6sszefiiggd grafban van péros hosszisagu kor!

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguléris graf pont- és élosszefiiggbségi szdma megegyezik! Mi van, ha a graf 3-
vagy 4-reguldris?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n pontu G graf n-szeresen élosszefiiggd, akkor kétszeresen pontosszefiiggo is!

Legyen A és B a G graf csucsai halmazénak két diszjunkt, egyenként legalabb k elemi részhalmaza. Tegytiik
fel, hogy barhogyan hagyunk el G-b&l k-nal kevesebb pontot, a maradék grafban van olyan 1t, amely A és
B-beli pontokat kot dssze. Bizonyitsd be, hogy ekkor létezik G-ben k darab (teljes egészében) pontdiszjunkt
Ut gy, hogy mindegyik A és B-beli pontokat kot Gssze!

Egy n x n-es négyzetrdcs n? darab csicsabol m-et pirosra festettiink. Szeretnénk minden piros csticsot vonallal
Osszekotni a racs szélének valamelyik pontjaval gy, hogy a vonalak csak a racs élein haladjanak és semelyik
kettd ne messe egymast. Adj (hatékony) algoritmust, amely eldonti, hogy ez lehetséges-e!

A G(V, E) Osszefliggd grafban minden v € V' ponthoz és e € E élhez van olyan kor, amely v-n is és e-n is
atmegy. Mutassuk meg, hogy a G graf kétszeresen Osszefiiggo!

Legyenek A, B és C diszjunkt, r elemli halmazok. Készitsiink egy G grafot ugy, hogy a csicsainak halmaza
legyen AU B U C és két csuicsot akkor kossiink Ossze éllel, ha nem ugyanabba a halmazba esnek. Hatarozzuk
meg azt a maximalis k szamot, amelyre a G graf k-szorosan 0sszefiiggo.

Legyen k < n — 1. Bizonyitsd be, hogy ha egy n pontd egyszerii grafban minden pont foka legalabb
akkor a graf k-szorosan 6sszefiiggd!

n+k—2
5

Legyen G regularis paros graf, amelyrdl tudjuk, hogy Gsszefiiggd és legaldbb harom csticsa van. Mutassuk
meg, hogy ekkor G 2-szeresen is 0sszefiiggo.

Bizonyitsuk be, hogy ha G egy egyszerii sikgraf, akkor nem lehet hatszorosan pontosszefiiggd!
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7. gyakorlat: Turdn tételek, Szamelmélet I.

Legyen G a 3 osztalyt, 12 pontt Turdn-graf. Allapitsuk meg 7(G) értékét!

Egy 30 f6s tarsasagban barmely 4 ember kozott van kettd, akik kezet fogtak egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a tarsasdg tagjai kozott legalabb 135 kézfogas tortént!

Egy 49 csucsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szdma legalabb 8, és hogy
pontosan 8 is lehet.

Minimélisan hény éle kell legyen egy 2000 csicsi G grafnak, ha a(G) = 5 teljesiil?

Legyen adott a térben 100 tetszOleges pont. Bizonyitsd be, hogy ezek kozil kivalaszthatd, éppen egységnyi
tavolsagra 1évé pontparok szama legfeljebb 3750!

Legyen a = 50700 és b = 111384. Végezziik el a két szam primtényezds felbontdsat, majd ezen kanonikus
alakok segitségével szamitsuk ki a legnagyobb kozos osztét, a legkisebb kozos tobbszorost, és mondjuk meg
azt is, hogy hdny olyan szadm van, amely osztéja a és b koziil legaldbb az egyiknek!

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bérténében is épp 100 rab sinylédik, 1-t61 100-ig szamozott cellikban. A
bortoncelldk zarjai “kétallasiak”: ha egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajté bezarddik.
A sah sziiletésnapjan a 100 feleség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak. Az els6 feleség minden
zaron egyet fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zdrjan egyet fordit, stb., a k-adik feleség minden
k-adik ajto zarjan egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja nyitva van,
kiszabadulnak. Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?

A sah kévetkez§ sziiletésnapjan a feleségek megint rosszalkodnak. Most az elsé feleség minden zaron egyet
fordit, a masodik feleség minden mésodik ajté zarjan kettot fordit, sth., a k-adik feleség minden k-adik ajto
zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig. Most milyen sorszamu celldk lakéi szabadulnak?

Legyen a és b két paratlan szdm. Mennyi (a? + b2,4)?
Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot adnak!
Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+10 és p+ 14 is prim,
(b) p% + 2 is prim,
(c) p?+4 és p*> + 6 is prim?

Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-szamok relativ primek! De vajon mennyi a mésodszomszédos
Fibonacci-szamok legnagyobb kozos osztéja?

Péter a XX. szdzad masodik felében sziiletett, éppen nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejiik sziiletési évszamai
nem relativ primek. Hany éves Péter?

Léassuk be, hogy 6t egymés utdn kovetkezd természetes szam szorzata mindig oszthaté 120-szal!

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdm egyértelmiien felirhaté n = k2q alakban, ahol k természetes,
q pedig négyzetmentes szam.

Bizonyitsd be, hogy ha 2" — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthaté szam, melynek 15 osztdja van?
Hany olyan haromjegyli szam van, melynek osztéinak szama oszthato 11-gyel?
Melyek az n* + 4 alakd primszadmok?

Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2100 — 1 s 3100 —1 7
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
2007. APRILIS 4.
8. gyakorlat: Szamelmélet 1., Kongruencia

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében
is épp 100 rab sinylodik, 1-t6l 100-ig szamozott
cellakban. A bortoncelldk zarjai “kétallasiak”: ha
egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a ny-
itott ajté bezarddik. A sah sziiletésnapjan a 100 fe-
leség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak.
Az els§ feleség minden zdron egyet fordit, a masodik
feleség minden maésodik ajté zarjan egyet fordit,
stb., a k-adik feleség minden k-adik ajté zarjan
egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a
rabok, akiknek az ajtaja nyitva van, kiszabadulnak.
Milyen sorszamu cellakban laknak a szerencsések?

A sah kovetkezd sziiletésnapjan a feleségek megint
rosszalkodnak. Most az els6 feleség minden zaron
egyet fordit, a masodik feleség minden masodik ajto
zarjan kettot fordit, stb., a k-adik feleség minden k-
adik ajté zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig.
Most milyen sorszamu celldk lakoéi szabadulnak?

Legyen a és b két paratlan szdm. Mennyi (a?+b2,4)?

Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem
csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot ad-
nak!

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,
(b) p? + 2 is prim,
(c) p? +4 és p? + 6 is prim?

Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-
szamok relativ  primek! De wvajon mennyi
a masodszomszédos Fibonacci-szdmok legnagyobb
koz0s osztoja?

Péter a XX. szdzad méasodik felében sziiletett, éppen
nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejik sziiletési
évszamai nem relativ primek. Hany éves Péter?

Lassuk be, hogy 0t egymds utdn kovetkezd
természetes szam szorzata mindig oszthato 120-szal!

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam
egyértelmiien felithaté n = k2¢ alakban, ahol k
természetes, ¢ pedig négyzetmentes szam.

Bizonyitsd be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthatd szam,
melynek 15 osztdja van?

Héany olyan haromjegyi szadm van, melynek

osztoinak szdma oszthato 11-gyel?

Melyek az n* + 4 alaki primszéamok?

110.

111.

112.

113.
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119.

Relativ prim-e a kovetkezd két szam: 2190 — 1 és
3100 17

Bizonyitsuk be, hogy a paratlan négyzetszamok nem
csak néggyel, de nyolccal osztva is 1 maradékot ad-
nak!

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,

(b) p?+ 2 is prim,

(c) p* +4 és p* +6 is prim?
Bizonyitsd be, hogy ha 2™ —1 prim, akkor n is prim!
Hatarozzuk meg a 3,8,17,—17,120, 54, —40, 236,
227 szdmok

(a) legkisebb nem negativ maradékait,

(b) abszulutértékben legkisebb maradékait,

(c) koziil melyek kongruensek egyméssal
modulo 11!
Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(a) 112 =12 (mod 18),
(b) 5z =5 (mod 35),
(¢) 6z =5 (mod 35),
(d) 7z =5 (mod 35),
(e) 6z+1=10 (mod 15),
(f) 14z — 4 =80 (mod 21).
Oldjuk meg minél egyszeriibben az alabbi kongru-
enciakat:
(a) 202z = 157 (mod 203),
(b) 309z = 451 (mod 617),
(¢) bz =561 (mod 1968),
(d) 105z = 761 (mod 809),
Milyen maradékot adhat egy egész szdm 92-vel os-

ztva, ha az 54-szerese 24 maradékot ad 92-vel os-
ztva?

Egy x egész szam ugyanannyi maradékot ad 98-cal
osztva, mint 68 — 23x. Mi lehet ez a maradék?

Melyek megoldhatdak az alabbi szimultan kongru-
encidk kozil? Oldjuk is meg Sket!

(a) =3 (mod 5) (c) 3z =2 (mod 4)
=4 (mod 7) 2z =3 (mod 5)

(b) x =3 (mod 6) (d) 5z =3 (mod 7)
2 =6 (mod 8) 42 =5 (mod 10)
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Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében
is épp 100 rab sinylédik, 1-t61 100-ig szamozott
celldkban. A bortoncelldk zéarjai “kétalldstiak”: ha
egyet forditanak rajtuk, a bezart ajto kinyilik, a ny-
itott ajté bezarddik. A sah sziiletésnapjdn a 100 fe-
leség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak.
Az els6 feleség minden zaron egyet fordit, a masodik
feleség minden masodik ajté zarjan egyet fordit,
stb., a k-adik feleség minden k-adik ajté zarjan
egyet fordit, egészen a 100. feleségig. Végiil azok a
rabok, akiknek az ajtaja nyitva van, kiszabadulnak.
Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?

A sah kovetkezo sziiletésnapjén a feleségek megint
rosszalkodnak. Most az els6 feleség minden zaron
egyet fordit, a masodik feleség minden mésodik ajtoé
zarjan kettot fordit, stb., a k-adik feleség minden k-
adik ajt6 zarjan k-t fordit, egészen a 100. feleségig.
Most milyen sorszamu cellak lakéi szabadulnak?

Melyek azok a p primszamok, melyre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim,

(b) p% + 2 is prim,

(c) p?+4 és p*> + 6 is prim?
Bizonyitsd be, hogy a szomszédos Fibonacci-
szamok relativ  primek! De vajon mennyi

a mésodszomszédos Fibonacci-szamok legnagyobb
koz6s osztoja?

Bizonyitsd be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n is prim!

Melyik az a legkisebb 3-mal nem oszthatd szam,
melynek 15 osztdja van?

Hany olyan haromjegyli szdm van, melynek

osztoinak szdama oszthatd 11-gyel?

Oldjuk meg minél egyszeriibben az aldbbi kongru-
encidkat:

a) 202z = 157 (mod 203),

b) 309z = 451 (mod 617),

¢) bz =561 (mod 1968),

d) 105z = 761 (mod 809),

A~ o~ N~

Melyek megoldhatdéak az alabbi szimultan kongru-
encidk koziil? Oldjuk is meg Oket!

(a) =3 (mod 5) (c¢) 3z =2 (mod 4)

z=4 (mod 7) 2z =3 (mod 5)

(b) 2 =3 (mod 6) (d) 5z =3 (mod 7)
=6 (mod 8) 4x =5 (mod 10)

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

(a) Egy szazldbi meg akarja szdmolni a
labait. Azt tudja biolégidbdl, hogy min-
den szazlabunak legféljebb 344 laba van. Ha
13-asdval szamolja a ldbait, akkor 3 marad ki,
ha 17-esével szamolja, akkor viszont 10 marad
ki. Hanylabu a szézlabu?

(b) Egy madsik szdzldbi is megirigyli ezt a
modszert. Neki 16-osaval szamolva 5 marad
ki, 20-asaval szamolva pedig 15 marad ki. Bi-

zonyitsd be, hogy elszdmolta magat!

A szazlabuak kiralyahoz is eljut a moddszer.
Neki 6-osaval szamolva 5 marad ki, 7-esével
szamolva 6, 8-asaval szdmolva pedig 7. Neki
hény laba van?

Egy haromjegyli szamrdl tudjuk, hogy 23-mal os-
ztva 4 maradékot ad, tovabba hogy a szdm 16-
szorosanak utolsé két szamjegye 28. Mi ez a szam?

Oldjuk meg a megoldhatéakat az alabbi linearis dio-
fantikus egyenletek koziil!

(a) 152 +13y =19 (c) 12z + 30y = 26
(b) 17z + 11y =22 (d) 18z + 28y = 10

(a) Milyen szdmok allithatdk el§ 20z + 51y alak-
ban, ahol x és y egész szdmok?

Milyen szamok allithatok el 170x 4 51y alak-
ban, ahol = és y egész szamok?

Milyen szamok allithatok elé 21x 4+ 33y + 77z
alakban, ahol z, y és z egész szamok?

(b)
()

Bizonyitsuk be, hogy 1-19-37-55-73-...-271+1
oszthat6 17-tell

Pataki Ferenc fejszamolomiivész egyszer a tévében a
kovetkezo tritkkot mutatta be: felkért a kozonségbol
valakit, hogy gondoljon egy haromjegyii szamra,
szorozza meg 6561-gyel, majd az eredmény utolsé
harom jegyét kozolje. Ebbdl 6 pillanatok alatt ki-
taldlta a gondolt szamot. Hogyan csindlta? Utana
tudnéad-e csindlni, ha hasznédlhatsz szdmologépet, de
csak nagyon roévid ideig?

Legyenek k és n olyan pozitiv egészek, amelyekre
k < n. Mi a legnagyobb kozos osztdja az n! + k és
az (n 4+ 1)! + k szdmoknak?
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10. gyakorlat: Szamelmélet, csoportelmélet

128. Szamitsuk ki az alabbi értékeket:
(a) d(12), ¢(12), o(12),
(b) d(2004), $(2004), o:(2004).
129. Mennyi ¢(9), ¢(133), ¢(540), ¢(7)?
130. Milyen n értékekre igaz, hogy ¢(n) paratlan? (és milyen n-ekre lesz d(n) péaratlan?)
131. Az Euler-féle ¢ fiiggvény tulajdonsdgait felhasznalva,

(a) bizonyitsuk be, hogy 11 | n! + 10n,
(b) igazoljuk, hogy ha n nem oszthaté 17-tel, akkor n® 4+ 1 vagy n® — 1 biztosan oszthaté 17-tel,
(c) szdmitsuk ki 10882 ill. 57 maradékét 19-cel osztva,
(d) bizonyitsuk be, hogy 42 | n” — n.
132. Bizonyitsuk be, hogy
(a) 39'* — 1 oszthat6 5-tel,
(b) 333444 4 444333 oszthaté T-tel,
(c) 4% 4 1 oszthatd 17-tel!
133. Kiszdmitandé (((43)%3)*3)43 modulo 49.
134. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(a) 49%* =2 (mod 15),
(b) 38%2 =23 (mod 100).

135. Hatarozzuk meg az utolsé
(a) harom jegyét szdmjegyét 403492 nek,
(b) két szamjegyét 2939" nek,

32

4
(c) szédmjegyét 76" _nek!

136. Mi az utolsd két szamjegye az aldbbi szamoknak?

717

1717 — 177 17

137. Bizonyitsuk be, hogy a ﬂg—ig tort semmilyen nemnegativ egész n-re sem egyszertisithetd!

138. Legyen n paratlan egész szam, amely nem oszthatoé egyetlen primszam négyzetével sem. Bizonyitsuk be, hogy
n pozitiv osztdéinak atlaga egész szam!

139. Legyen n pozitiv egész szdm, melynek ismerjiik n = Hle py* primtényezds felbontdsdt. Mennyi a
>4

érték, vagyis hogyan szamithaté ki az n szam osztéi reciprokanak az 0sszege?



140.

141.

142.
143.

144.

145.

146.

147.

Csoportot alkotnak-e az aldbbi halmazon definidlt miiveletek? Ha igen, akkor vizsgaljuk meg, hogy a csoport
kommutativ-e?
(a) {egész szamok, osszeadds},
(b) {pératlan szdmok, 6sszeadds},
(c) {pdros szdmok, Gsszeadds},
(d) {2 x 2-es métrixok, métrixszorzas},
(e) {n-edik komplex egységgyokok, szorzds},
(1)
()
(h) egy tetszbleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok szimmetrikus differencidja. (Az
A és B halmazok szimmetrikus differencidja alatt definicié szerint az AAB = (A\ B) U (B \ A) halmazt
értjiik.)

a sikvektorok halmaza; a sikvektorok Gsszeadasa.

egy tetszOleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok unidja.

Csoportot illetve félcsoportot alkot-e az aldbbi H halmaz a % miivelettel?

(a) H az egész szamok halmaza és az a, b € H szdmokra axb = a+b+ 1, ahol a szokdsos Osszeadds szerepel;
(b) Legyen m egy rogzitett szdm és H = {1,2,...,m — 1}. Tovdbba a * b = ab (mod m);

(¢) H azon f figgvények halmaza, melyek f(x) = cx + d alakdak, ahol ¢ # 0. A x miivelet pedig a
fiiggvények egymas utdn valé alkalmazdsa (kompozicié, jelélése analizisben f o g);

(d) H a valds szdmok halmaza és a xb=a + b + ab;
(e) H a 2002 pozitiv osztéinak halmaza és az a,b € H szamokra a b = (a,b), azaz a és b legnagyobb kozos
osztdja.
Bizonyitsd be a? =1 Va € G-re => G — Abel-csoport!

A G véges Abel-csoport Gsszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy eredményiil
G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze énmagal

Az n-ed rendii ciklikus csoport Gsszes elemét négyzetre emeljiik, majd az igy kapott elemeket Gsszeszorozzuk.
Mivel egyenls ez a szorzat?

Tekintsiink egy pdratlan rendi Abel-csoportot (G), ahol a miivelet az Osszeadds. Bizonyitsuk be, hogy

> a=0.

acG

Legyen n > 4. Az n hosszu 0-1 sorozatok H; halmazéan jeldlje @ a bitenkénti modulo 2 Gsszeadast. Alljon
H> azokbdl a sorozatokbdl, melyekben az egyesek szama kettdvel oszthatd. Hs pedig azokbdl, melyekben az
egyesek szama oszthaté hdrommal. Az el6bb definidlt miivelettel csoportot alkot-e Ho? Csoport-e Hs?

frjuk fel az aldbbi csoportok Cayley-tablazatdt! Melyek izomorfak egymassal?

(a) {mod 4 maradékosztdlyok, 6sszeadds}
(b) {mod 8 redukdlt maradékosztalyok, szorzds}

(c¢) A téglalap szimmetriacsoportja:
(szimmetriacsoport = a rajzot 6nmagdba vivl egybevigdsigi transzformécidk halmaza a kompozicidra,
mint miiveletre nézve!)

(d) A “fiiles négyzet” szimmetriacsoportja:
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Bizonyitsd be a> =1 Va € G-re => G Abel-csoport!

A G véges Abel-csoport Gsszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy eredménytil
G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze onmagal!

Az n-ed rendii ciklikus csoport Osszes elemét négyzetre emeljiik, majd az igy kapott elemeket 6sszeszorozzuk.
Mivel egyenlo ez a szorzat?

Tekintsiink egy pédratlan rendii Abel-csoportot (G), ahol a miivelet az Osszeadds. Bizonyitsuk be, hogy

> a=0.

acG

Legyen n > 4. Az n hosszi 0-1 sorozatok H; halmazén jelolje @ a bitenkénti modulo 2 Gsszeaddst. Alljon
Hjy azokbdl a sorozatokbdl, melyekben az egyesek szama kett6vel oszthatd. Hs pedig azokbodl, melyekben az
egyesek szdma oszthaté hdrommal. Az el6bb definidlt miivelettel csoportot alkot-e H2? Csoport-e H3?

frjuk fel az alabbi csoportok Cayley-tédblazatét! Melyek izomorfak egyméssal?

(a) {mod 4 maradékosztélyok, tsszeadds}
(b) {mod 8 redukalt maradékosztélyok, szorzas}

(c) A téglalap szimmetriacsoportja:
(szimmetriacsoport = a rajzot énmagdba vivé egybevigdsagi transzformaciok halmaza a kompozicidra,
mint miiveletre nézve!)
1

(d) A “fitles négyzet” szimmetriacsoportja:

a
S\

Mi az egyes elemek rendje Cyo-ben (a 12 rendii ciklikus csoportban)?

Legyen a G csoport elemeinek halmaza {1,2,3,4,5,6}, a miivelet a mod 7 szorzas. Igazoljuk, hogy a G
csoport ciklikus!

|G| =81 és Ja € G: a®" # 1 = a csoport kommutativ.

Jelolje a és b egy csoport két tetsz6leges elemét. Bizonyitsuk be, hogy b rendje megegyezik a~tba rendjével!
Mely csoportokra igaz, hogy (ab)~! = a=1b=1?

Bizonyitsuk be, hogy egy csoport nem &allhat el6 két valodi részcsoportjanak inidjaként.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoportban minden egységelemtdl kiilonb6z6 elem rendje ugyanaz, akkor ez a
rend primszdam!

Bizonyitsuk be, hogy ha a G csoport rendje 55, akkor minden a € G elemére teljesiil, hogy az a és az a®

elemek rendje azonos.

Van-e olyan 20 rendi csoport, melyben van 5 rendii elem, de nincs 20 rendii elem?
Es van-e olyan 20 rendii csoport, melyben van 20 rendii elem, de nincs 5 rendii elem?

A D,, diédercsoport elemei koziil legyen t az egyik tiikrozés és f az egyik forgatés. Igaz-e, hogy t- f = f~1-¢?
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
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12. gyakorlat: Szimmetrikus csoport, normdaloszto

frjuk fel a kovetkez6 permutaciokat diszjunkt ciklusok szorzataként!
1 2 3 45 6 7 8
a= ( 3298 1 6 2 4) ,b = (456)(567)(671)(123)(234)(345)

frjuk at a kovetkezd két permutaciét ciklikus alakra, majd szadmitsuk ki a szorzatukat! Mi a kapott per-

mutacié fixpontja?
(1 2345\, (12345
“=\2 5 43 1)°" 5 41 2 3

Hatérozzuk meg a kovetkezé két elem rendjét az Sg szimmetrikus csoportban!
712345678()7123456 8
"3 2415628 7)7°" 56874312

frjuk fel a szabdlyos haromszog és a szabdlyos nyolcszog szimmetriacsoportjat! (Ds, Dg diédercsoport)

Milyen egybevagdsagi transzforméciét jelent az (123) illetve az (18)(27)(36)(45) permutdcié? (Mindkét
sokszogben a cstcsok 1-t6l n-ig szdmozottak.)

— =

Vegyiik a {0,1,2,3,...,11} szdmokat a (mod 12) dsszeadédsra nézve.
Normadlosztéja-e ennek a csoportnak a 4-gyel oszthaté szamok halmaza?
Ha igen, akkor mik a velik képzett faktorcsoportok?

Mik lehetnek a Ci9 ciklikus csoport tovabbi normélosztéi? Mik a velitk képzett faktorcsoportok?

Tekintsiik az egész szamokat az Gsszeadds miivelettel, és rendezziik a szdmokat a paritasuk szerint! A paratlan
vagy a paros szamok osztalya lehet-e normaloszt6 a csoportban? Mi a hozza tartozoé faktorcsoport?

Tekintsiik a nemnulla komplex szamokat a szorzas miivelettel, és rendezziik a szdmokat mellékosztdlyokba a
hosszusdguk szerint! Melyik osztdly lehet koziiliikk a norméloszt6? Mi a faktorcsoport?

Tekintsiik a 2 x 2-es invertdlhaté matrixokat a matrix-szorzas mivelettel, és tegyiik egy osztdlyba azokat a
matrixokat, melyeknek egyenlé a determindnsuk! Melyik osztaly lehet koziiliik norméloszté a csoportban?
Mi az ezzel képzett faktorcsoport?
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13. gyakorlat: Csoportelmélet

167. Végezd el az aldbbi miiveleteket az S,, szimmetrikus csoportban. Add meg az eredmény ciklusfelbontasét és
hatdrozd meg a rendjét!

123456\ (123456
532 1 46 2 16 5 4 3
5)(1432)(35)(1234)

3
[(134)(342)] "
[(34)(23)(12)]**

168. Hatarozd meg a megadott G csoportok H részcsoportja szerinti baloldali és jobboldali mellékosztalyait, majd
dontsd el, hogy H norméloszté-e? Ha igen, hatdrozd meg a G/H faktorcsoportot!

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

(a) G az otdimenzids valds vektorok az Osszeadédssal, H azokbdl a vektorokbdl 411, amelyeknek az utolsé két
koordinétaja 0;
(b) G a nemnulla valds szdmok a szorzassal, H = {—1,1};
(c) G=Ss3, H={I,(12)};
(d) G a nemnulla determindnsi n X n-es métrixok a métrixszorzassal; H az 1 determindnst matrixok.
)
)

e) G az egész szamok az Osszeadassal, H a 2005-tel oszthaté egészek;

(
(f) G az {1,2,...,10} halmaz Osszes részhalmazainak halmaza a szimmetrikus differencia miiveletével; H
azokbdl a részhalmazokbdl 4ll, amelyek a 9-et és a 10-et nem tartalmazzak.

169. Legyen G véges csoport és N < G norméloszté. Mutasd meg, hogy a G/N faktorcsoport gNN elemének rendje
a legkisebb olyan k pozitiv egész, melyre g* € N.

170. Dontsd el, hogy a megadott csoportokban baloldali mellékosztélyt alkotnak-e (valamilyen részcsoport szerint)
a megadott részhalmazok.

(a) az egész szamok csoportja az Osszeaddssal; a 8k + 5 (k € Z) alaku egészek.
(b) az egész szamok csoportja az Osszeaddssal; a primszdmok.

) Dis; {t1foa,t1f144,t1 f264}-

) S

n; azok a permutdciok, amik 1-hez 2-t rendelnek.

(c
(d

171. Déntsd el, hogy az aldabbi G csoportok megadott H részcsoportjai normaloszték-e? Ha igen, hatdrozd meg a

D
G/H faktorcsoportot!

a) G a nemnulla komplex szamok a szorzassal, H az 1 abszolutértékii komplex szamok;

(a)

(b) G a nemnulla determindnsi n X n-es métrixok a métrixszorzassal, H a +1 determindnsi méatrixok;
(¢) G=D,, H={I,t1 };

(d) G = D,,, H a forgatdsokbdl és az identitdsbdl 4ll;

(e) G = Ds, H={I, foo, f1s0, foro}.

172. Mutasd meg, hogy ha egy G csoport azon elemei, melyek 6nmaguk inverzei, részcsoportot alkotnak, akkor ez
egyben normaloszté is. Igaz-e mindig, hogy ez a részhalmaz részcsoport?

173. Legyen H a G csoport tetszileges, N pedig a G csoport normalis részcsoportja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
H N N normadlis részcsoportja H-nak.

174. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szdm, amire az S, szimmetrikus csoportnak van Dy4-gyel, vagyis a
negyedfoku diédercsoporttal izomorf részcsoportja?

175. Bizonyitsd be, hogy egy csoport elemeinek nemiires részhalmaza akkor és csak akkor baloldali mellékosztaly
(valamely részcsoport szerint), ha jobb oldali mellékosztdly (egy — esetleg — mdsik részcsoport szerint).



176.

177.

178.
179.
180.

181.
182.
183.
184.

185.

186.
187.
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Gyfirit, testet vagy ferdetestet alkotnak-e az alabbi halmazok (a szokdsos Osszeaddssal és szorzassal)?

egész egyiitthatds polinomok,
{0,1} a modulo 2 Gsszeaddssal és szorzéssal,

)
)
)
)
e) a4 X 4-es matrixok,
)
)
)

Egy x # 0 gylrielem baloldali nulloszté, ha Jdy # 0, hogy zy = 0. Legyen z; és xo baloldali nulloszté.
Bizonyitsuk be, hogy x1x2 is baloldali nulloszt6, de 1 + x2 nem feltétleniil az!

A mod 12 maradékosztalyok gytirijében mely elemeknek van multiplikativ inverziik? Melyek a nullosztok?

Adjunk példat az n x n-es matrixok gytlrijében nullosztokra!

Legyen R egy nullosztémentes gyfirii. Bizonyitsuk be, hogy ha egy a elemre a?

Mutassuk meg, hogy egy nem nullosztémentes gytiriiben a fentiek nem igazak!

= a, akkor a = 0 vagy a = 1.

Lassuk be, hogy minden ferdetest nullosztémentes!
Igazoljuk, hogy ha egy testben a + a = 0 teljesiil valamely a # 0 elemre, akkor minden elemre teljesiil!

Oldjuk meg az 22 + 2z + 3 = 0 egyenletet GF(11)-ben!

Szdmitsuk ki, hogy 15-el osztva mennyi maradékot ad 3209°.

(Kettes szamrendszerben 2005 = 11111010101.)

A primtesztels algoritmusnak inputként a 15-6t adtuk be. Teszteléskor el6szor az a; = 4, majd az ax = 7
szamokat valasztotta ki véletlenszeriien a gép. Melyik szam lett aruldja, és melyik lett cinkosa a 15-nek?
Ezek utan szamolas nélkiil mondjuk meg, hogy a 13 vajon aruld-e?

Lassuk be, hogy 3-11-17 = 561 egy Carmichael szdm!

Sikeriilt elfognunk Szeszlér tanar ur e-mailjét, amit Recski tanar urnak kiildott, és leirja benne, hogy mi lesz
a kérdés a vizsgan. Sajnalatos médon a levél az RSA algoritmussal titkositva van, de az ismeretes, hogy
Recski tandr r nyilvdnos kulcsa (85,43). Az eredeti {izenetben a szdmok jelentése:

A=2 | D=6 | G=11 | J=21 | M=26 | P=31 | S=36 | V=41 | Y=46
B=3 | E=7 | H=12 | K=22 | N=27 | Q=32 | T=37 | W=42 | Z=47
C=4 | F=8 | I=13 | L=23 | O=28 | R=33 | U=38 | X=43 | =48

A titkositott tizenetben a kovetkez6 szamok szerepelnek: 8, 27, 58, 48, 22, 81, 48, 76, 27, 8, 3, 6, 8, 46.
Prébéljuk meg dekddolni a levelet!



