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1. gyakorlat
Koordinatageometria, vektorterek

. Hol dofi a 3z + y + 5z = 4 sikot az az egyenes, amelyet az  + 4y = 1 és az x — 3y + z = 6 egyenletek hataroznak

meg?

. Legyen A = (1,0,0) és B = (1,—2,4), az e egyenes egyenlete pedig (z —1)/5 = (y +2)/3 = z — 3. Keressiik meg

az e egyenesen azon C' pontot, melyre |AC| = |BC| teljestil!

(a) [rd fel a P(1,4,—1) ponton atmend és az 252 = ¥=10 — Zgg egyenletrendszer(i egyenesre merdleges sik

2 =)
egyenletét!

(b) Ird fel a Q(2,—5,—2) ponton dtmend és a z = 4z + 7 egyenlet(i stkra meréleges egyenes egyenletrendszerét!

Hatérozzuk meg a hirom koordindtatengellyel vett metszéspontjait annak a sfknak, mely dtmegy a (3,4,5)
ponton és merdleges az origébdl a (3,4, 5) koordindtaji pontba mutaté vektorral

Dontsd el, hogy a t paraméter milyen valés értékére

(a) parhuzamos az 5z — 6y + 2z = 10 egyenletii sik a to — 3y + z = 7 egyenleti sikkal;

(b) mer6leges az %‘5 = yfzg = % egyenletrendszer(i egyenes a 8z + ty + 12z = 19 egyenletii sikra;

(c) metszi az £5° = y_—+29 = % egyenletrendszer(i egyenes a 8x + ty + 12z = 19 egyenletii sikot.

Az u, v és w vektorok elemei, W pedig altere egy V vektortérnek. Tudjuk tovabba, hogy u+v € W, 3u+w € W,
de v+ 2w ¢ W. Mutassuk meg, hogy 6u+3v+w € W, de bu+3v+w ¢ W.

Dontsiik el, hogy az Gsszes valds szamon értelmezett valos értékil fiiggvények aldbbi részhalmazai vektorteret
alkotnak-e a valds szamok teste felett?

(a) folytonos fiiggvények

b
c
d

e

—~

legfeljebb 6t pontban szakadé fliggvények

paros fiiggvények

{17(5) <0}

{F17(5) = f(8)}

Legyen V az egész szamok halmaza. Jelolje @ az egész szdmok Osszeaddsat és minden A € R skalar, valamint

minden v € V esetén legyen A®v = v. Dontsd el, hogy a V halmaz a most definidlt @ és ® miivelettel vektorteret
alkot-e!

—~ T~ —
NN NN

Dontsd el, hogy az alabbiakban megadott V alaphalmaz a @-vel jelolt vektordsszeadassal és a O-vel jelolt
skalarral val6 szorzassal vektorteret alkot—e?

(a) V araciondlis szdmok halmaza; @ a raciondlis szdmok Gsszeaddsa; A©Ov = [A-v], ahol a [ | egészrészt jeldl.
(b) V a pozitiv valds szdmok halmaza; u @ v = u - v (azaz a & a pozitiv valds szdmok szorzdsal); A @ v = v,
1 0 2 1
Legyen a haromdimenziés térben (R3-ban) u= | 2 |, v= 1 |, w=][ 0 |Jése=1] 0
0 2 1 0

(a) Kifejezheté-e (skaldrral vald szorzés és Osszeadds segitségével) az u, v és w vektorokbdl az e vektor?

(b) Milyen a, b és c esetén fejezhetd ki az (a,b,c)T vektor az u és v vektorokbél?

(c) Milyen a,b és c esetén fejezhet6 ki az (a,b, c)” vektor az u, v és w vektorokbdl?

Az R* vektortér mely vektorai fejezhetSk ki az u = (1,1,0,0), v = (0,1,1,0), és a w = (0,0,1,1) vektorok
segitségével?

Mi a tagaddsa az aldbbi allitdsoknak? (Két allitds akkor tagaddsa egymadsnak, ha a két &llitas koziil minden eset-
ben pontosan az egyik igaz.) Prébéljuk gy megfogalmazni a tagaddsokat, hogy ne szerepeljen benniik tagaddszo.
Igazak ezek az allitasok?

(a) Minden szerdén van BSZ gyakorlat.

(b) Ha van BSZ eléadds, akkor aznap van BSZ gyakorlat is.

(¢) Minden olyan hallgatd, aki jar BSZ gyakorlatra, az dtmegy a vizsgén.

(d) Minden olyan 17 14bu zsirdf, aki jar BSZ gyakorlatra, az dtmegy a vizsgén.
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2. gyakorlat
Vektorterek: altér, fliggetlenség, generalds, bazis, dimenzid

. Dontsd el, hogy az R* vektortérben alteret alkotnak-e az aldbbi részhalmazok!

T1 T1 1
(a) 20y =0 ; (b) 2l a, =1, (c) Y2 gt as o >0
T3 T3 T3
Ty Ty T4
1 1 0 2
Legyen a szokésos 3 dimenziés térben (R3-ben) a = 1 1,0=(0],c={1 és d = 3
0 1 1 -1

Déntsd el az aldbbi dllitasokrdl, hogy igazak-e ! (a) a, b, ¢ linedrisan fiiggetlen. (b) a, b, d linedrisan fiiggetlen.

Dontsd el, hogy az aldbbi 4llitdsok igazak-e a 2. feladatban bevezetett R3-beli vektorokra!
(a) d € {(a,b,¢) (b) a, b, ¢ generdtorrendszer.
(c) a, b, c bazis. (d) b, ¢, d linedrisan fiiggetlen.
(e) a,b,d generdtorrendszer.

Legyen R*-ben

1 0 0 -1
—1 1 0 0
a= o |"2= -1 |r¢= 1| &d= 0
0 0 -1 1
Dontsd el az aldbbi allitasokrol, hogy igazak-e!
(a) d € {a,b,¢) (b) a,b, ¢, d generdtorrendszer
(¢) a,b, ¢, d linedrisan fliggetlen (d) a,b,c,d bézis
(e) a, b, ¢ linedrisan fiiggetlen (f) a,b, ¢ bazis

Tegyiik fel, hogy egy (tetszbleges) V' vektortér a, b, ¢ és d elemeire a + b + ¢ + d = 0. Melyek igazak mindig az
alabbi allitdasok kozil? (a) (a,b) = (a,c); (b) {(a,b,c) = {(a,c,d); (¢) {(a,b,¢c)={a,d).

Legyen a, b, c linedrisan fuggetlen (egy tetszéleges vektortérben). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az a — b, a — ¢,
b + ¢ vektorrendszer is linearisan fiiggetlen!

Legyenek a, b, ¢ egy vektortér olyan vektorai, melyekre a + b, b + ¢, ¢ + a linedrisan fliggetlenek. Linedrisan
fliggetlen-e ebben a térben a,b, c?

Adjuk meg R? (a haromdimenziés valés tér) alabbi alterének egy bazisat:

x
y | :3z+2y+2=0
z
Bizonyitsuk be, hogy ha a V' vektortérben az a,,a,,...,q; egy linedrisan fiiggetlen rendszer és by,b,,..., by,

pedig egy generatorrendszer, akkor a két vektorrendszer koziil pontosan az egyik bazist alkot V-ben.

Legyenek vy, v,, . . ., v, linedrisan fiiggetlen vektorok. Adjuk meg a ¢ paraméter Gsszes olyan valds értékét, melyre
a V] — Vg, Uy — Vs, ..., Up_q — Uk, Vs — cUq vektorok linedrisan fiiggetlenek!
Tegyiik fel, hogy v; +vy+v3+... 4000 =085 vo+v,+ v+ ... +1100 = 0 teljesiil a V' vektortér vy, v,,..., 0500

vektoraira. Jeloljiikk a (vy,vs,...,0100) generdlt alteret W-vel. Bizonyitsd be, hogy dim W < 98.

Legyenek aq, a,, ..., a; egy vektortér linearisan fiiggetlen vektorai és legyen z = Zle Aig;. Bizonyitsuk be, hogy
a; € (2,09, ..,q;) akkor és csak akkor teljesiil, ha A; # 0!
Bizonyitsuk be, hogy egy 99 dimenziés vektortér két, 50 dimenzids alterének mindig van a nullvektortdl kiilonb6z6

ko6z0s eleme.
Tudjuk, hogy (a,b) = (¢,d, e). Linedrisan fliggetlenek-e az a, ¢, e vektorok?

Az aq,a2,a3 és a by, ba, b3, by vektorok generaljak ugyanazt a V' linearis teret. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az
alabbi négy vektorbdl allé vektorrendszer linedrisan Osszefiiggd: ai + ag, az + b1, a3 + ba, by + by.

Déntsiik el, hogy a P(1,4,4) és a Q(3,12, —2) pontokon dtmené egyenes metszi-e a koordindtatengelyek valame-
lyikét! Ha a vdlasz igen, adjuk meg a metszésponto(ka)t!
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3. gyakorlat
Gauss-eliminacié

. Harom testvér, Anna, Baldzs és Cili szamolésat jatszanak tgy, hogy Osszeadogatjak és kivonogatjak az éveik

szamat. Elfszor Anna és Baldzs életkordanak 6sszegébdl vonjak ki Ciliét, és 11-et kapnak. Anna és Cili kordanak
Osszegébdl Balazsét kivonva 1-et, végiil Balazs és Cili kordnak 0sszegébdl Annaét kivonva 5 jon ki. Hany évesek
a gyerekek?

Oldd meg az alabbi linearis egyenletrendszereket! Hasznald a Gauss-eliminédcié médszerét!

_ _ r+3y+2z = 3 r+3y+2z = 3
x3:iyy+fz _ i 3 +5y+102 = 5 3v+5y+102 = 5
2% —2y+32 = 10 3r+2y+13z = 2 3r+2y+132 = 2

6x + 13y + 17z 13 6+ 13y +172 = 11

Oldjuk meg a Gauss-féle elimindcié mddszerével a kovetkez6 linedris egyenletrendszereket.

a) —zr+3y+3z = 2 b) 2x+3y+z = 11 c) 2x+3y+z = 11
3x+y+2z = 4 r—y—22z = -7 r—y—22 = =T
2r —2y+32z = 10 3x+2y—2 = 2 Jx+2y—2 = 4

Déntsiik el, hogy a ¢ valdés paraméter milyen értékeire van megolddsa az alabbi egyenletrendszernek! Ha van
megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

-z + 3y — z — 3w = =2
2 — 6y + 5z + 12w = T
3r — 9y + 5z + cw = 9

. Dontsiik el, hogy a ¢ valés paraméter milyen értékeire van megolddsa az aldabbi egyenletrendszereknek! Ha van

megoldéas, adjuk is meg az Osszeset!
2x+6y+ z =—6 —x1 —3x0+ 23 — 44 =1
2e+11y+ 11z =14 5x1 + 15x9 — 223 + 2604 = 4

(a) 4x+10y+ cz =-20 (b) 201 + 622 +c-x4 =4
22+ 9y +(c+ 10)z= 6 dry + 1229 + 23+ (¢ + 14) - 24 = 11
. Adjuk meg a t valés paraméter fiiggvényében az alabbi linearis egyenletrendszer megoldésait!
r+2y—z = t
r—8y+9z = 10
2t —y+3z = 6
. Hatarozzuk meg az a és b paraméterek fiiggvényében az aldbbi egyenletrendszer megoldasainak szamaét.
Ty +2x9+3x3 = 4
201 + 620+ 723 = 9
31 +6z2+axs = b
. Adjuk meg a térben az aldbbi egyenletekkel megadott S1, So és S3 sikok (Osszes) metszéspontjét!
S T+y+z = 6 Sy 2r—y+5z = 3
(a) So: 2043y—2z = 0 (b) Sa: 3x+2y+6z = 4
S3: br4+T7y—3z = 6 S3: 4dr—9y+13z = 9
. A t paraméter mely valds értékeire lesz az alabbi harom siknak egynél tobb kozos pontja?
Si: w+2y+z = 4
Sy 2x+y+8 = 5
S3: br4+y+itz = 11

Adjuk meg a p paraméter Gsszes valos értékét, melyre az x +y + 2z = 1 és 2x + y = 3 egyenletekkel megadott
egyenes egy pontban metszi az 5x + 3y + pz = 11 sikot!

Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorrendszerek?

1 3 2 1 1 1 1
3 5 10 3 4 4 4

@ s || 2 || 13 ol T R B B O K
6 13 17 1 2 4 5
1 1 1 1 7 33 —51 2 1
3 4 4 4 9 V2 19 9 3

@ 3] |5 ]]s Wl Pl 5 || v [ o] ] s
1 2 4 4 3 V7 44 4 5
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Tekintsiink egy egész egyiitthatds linedris egyenletrendszert (az egyenletekben a véltozdk egyiitthatdi és a jobb
oldalon all6 szdmok is egészek). Melyek igazak az alabbi allitdsok kozil?

(a) Ha van megoldds a raciondlis szdmok korében, akkor van az egész szamok korében is.

(b) Ha van megoldés a valds szdmok kérében, akkor van a raciondlis szdmok korében is.

Tegyiik fel, hogy adott egy linearis egyenletrendszer, amelyrdl tudjuk, hogy megoldhato és a megoldas egyértelmii.
Ha most megvéltoztatjuk az egyenletek jobb oldaldn allé szdmokat (de csak azokat), eléfordulhat-e, hogy a kapott
egyenletrendszernek

(a) nincs megoldésa;

(b) végtelen sok megolddsa van?

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszerekt!

a) x+9y+22—5u—3v = 9 b) 2x—y+3z = 3

29y+3u = 5 3z+y—5z = 0

—2x—4z+u+6v = 3 dr—y+2 = 3
3x+5y+62+6u—9v = 8
8y—6u = 8

Oldjuk meg a kiévetkezd egyenletet:

x—1978+x—1980+x—1982+x—1984 _ x—28+x—26+x—24+x—22
28 26 24 22 1978 1980 1982 1984

Legyenek u, v és w a V' (tetsz6leges) vektortér linedrisan fliggetlen vektorai. A p valés paraméter milyen értékeire
teljesil, hogy aza =u—v, b=u+w,c=u+v—w,d=p-u+ v+ w vektorok szintén linedrisan fliggetlenek?

Tudjuk, hogy egy vektortérben a wvy,u,,...,019 vektorok bézist alkotnak. Hény dimenziés a (v, + vq, vy +
U3, - -+ Ugg + V190, V1o + 1) albér?
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4. gyakorlat
Determinans

1. Szdmold ki csak a definicid felhaszndldsdval az alabbi determinans értékét!

00 0 7 2 0 00 01 000 06
00 0 9 3 01 0 0 4 70 0 70
(a) |0 0O 0 5 8 (by 10 3 0 1 7 (c) |8 8 000
7 2 9 8 6 150 2 9 07 7 00
31 4 55 6 8 1 4 7 009 90
2. Mennyi az 1,2,...,n elemek alabbi permutécidinak inverzidészama?

(a) 1,3,5,7,9,8,64,2 (n=09)
(b) 100,101,98,99,96,97,....2,3,1 (n = 101)

3. Allapitsuk meg, hogy n-t8l fiiggben mi lesz egy n x n-es matrix determindnsénak felirdséban a mellékatloban
allo elemek szorzatanak eléjele.

4. Szamitsuk ki az aldbbi determinansok értékét! (A (d) pontban a,b, ¢ és d valés szdmokat jelolnek.)

4 4 4 4 (b) cos¢ —sing 1 2 3 1 a b c+d
(a) 3 6 9 12 sin¢g cos¢ ()]2 3 1 (d) 1 b ¢ a+d
Yl2 6 12 20 31 2 1 ¢ d a+b
1 4 10 20 1 d a b+e
5. Szamold ki az alabbi determinansokat!
2 =2 4 6 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6
(a) 1 1 0 7 1 2 1 1 1 1 3 5 7 9 11
2 0 4 8 1 1 3 1 1 () 1 4 7 10 13 16
4 1 6 20 M1 1 1 4 1 P15 9 13 17 21
. 1 6 11 16 21 26
1111 n 1 7 13 19 25 31
6. Szamold ki az aldbbi determindnsokat!
1 2 3 4 ..oon 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
2 4 6 8 ... 2n 1 2 2 2 2 1 0 1 1 1
3 6 9 12 ... 3n 1 2 3 3 3 1 1 0 1 1
@4 8 12 16 ... 4an| M1 2 3 4 4 1 1 1 0 1
n 2n 3n 4n ... n? 1 2 3 4 ... n 1 1 1 1 ... O

7. A 101 x 101-es A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezddésében allé elem

[ 3%%.nck a (26 + j)-edik szdmjegye, ha i - j péros,
=0, ha i - j paratlan.

Hatérozzuk meg A determindnséit!
8. Szamitsd ki az A méatrix determinansat, ha
(a) a;j=thai=jésa;;=1hai#}j
(b) a;; = min(i, j)
(c) aij=i+j

9. Milyen valés A paraméterre lesz a kovetkezd determinans 0 7

1-A 2 0 16
0 2—-A 4 0
0 0 4-) 8

0 0 0 8—A
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Bizonyitsd be, hogy

1849
1490
1342
1242

1444
1703
1566
1552

Egy n X n-es matrix minden eleme oszthaté kettével

1896
1790
1541
1382

1222
1526
1514
1825

£0

. Igaz-e, hogy ekkor a determinédnsa is paros?

Az A n x n-es matrix minden eleme 4-1. Igazold, hogy ekkor 2"~ !|det(A).

Az n X n-es A métrix minden eleme egy 3-mal osztva 1 maradékot add egész szam. Bizonyitsuk be, hogy A

determindnsa oszthaté (3"~ 1)-nel!

Egy n x n-es matrix minden eleme paros, és tudjuk, hogy a determinansa oszthaté 64-el, de nem oszthat 128-al.

Mennyi lehet n ?
Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a

o

o
NN N N

o,

0 legyen.

Ha egy n x n-es métrixnak legaldbb n? — n 4 1 eleme 0, akkor a métrix determindnsa 0.
Ha egy matrix determinansa 0, akkor a matrixban el6fordul a 0 elem.
Ha egy n x n-es matrixban van egy k X l-es csupa 0 téglalap, és k 4+ [ > n, akkor a determinans 0.

Barmely n x n-es matrixban van olyan elem, melyet megvaltoztatva elérhet6, hogy a matrix determinénsa

Hogyan véltozik egy n X n-es matrix determindnsa, ha minden elemét az ellentettjére cseréljiik?

Legyen A egy n x n-es matrix, és jeloljik a i-edik sordnak j-edik elemét a; j-vel. Legyen B olyan n x n-es métrix,
melyre b; j = Sa;; (1 <i,j <n). Mennyi B determindnsa, ha tudjuk, hogy det(A) =17
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5. gyakorlat
Vektorialis szorzat, matrixok

. Szémold ki a kifejtési tétel felhaszndldsdval az alabbi determindnsok értékét!

1 4 1 1 0 2 0 3
020 3 301 0
@] 5 1 1 ™o 01 3
002 7 8 1.0 0

. Egy n x n-es A matrix minden elemét megszorozzuk a hozza tartozo elGjeles aldetermindns értékével. Mi lesz az

igy kapott n? darab szorzat osszege?

. Van egy n X n-es matrixunk, melynek az elemei egy kivételével rogzitettek. Igaz-e, hogy a hidnyzdé elem mindig

megvalaszthatd ugy, hogy az igy kitoltott matrix determinansa 0 legyen?

. A (100 x 100)-as A métrixra teljesiil, hogy minden sordban az elemek Osszege 1. A (100 x 100)-as B métrix

minden eleme 2. Hatdrozzuk meg az A - B szorzatot!

. A (100x100)-as A matrix els6 50 oszlopanak minden eleme 3, az utolsé 50 oszlop minden eleme 2. A (100x 100)-as

B matrix minden oszlopéra teljesiil, hogy abban az elsé 50 elem Gsszege 2, az utolsé 50 elem 6sszege 3. Hatarozzuk
meg az A - B szorzatot!

. Szamold ki az aldbbi matrixokat!

o (33 e el e(iy)

. A 100 x 100-as A matrix f6atldjaban és a 100-adik sordban mindenhol 1-es 4ll, az Gsszes t6bbi (9801 darab) eleme

0. Hatdrozzuk meg az A'% méatrixot!

. Dontsiik el, hogy az aldbbi allitdsok kozil melyik/melyek igaz(ak) tetszOleges A négyzetes matrixral (0-val

jeloltiik a csupa nulla métrixot.)
(a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A¥ = 0, akkor det A = 0.
(b) Ha det A = 0, akkor van olyan k > 1 egész szdm, amelyre A¥ = 0.

. Legyen A n x n-es matrix, z,y € R" pedig n magas oszlopvektorok. Bizonyitsd be, hogy ha x # y, de Az = Ay

akkor det A = 0.

Legyen A olyan n x n-es métrix, melyre A = AT és A? féatléjaban csak nulldk dllnak. Igazoljuk, hogy A a nulla
métrix (minden eleme 0).

Legyenek A, B € R™™ ™ (n X n)-es matrixok. Bizonyitsd be, hogy ha A oszlopai linearisan fiiggetlenek és B
oszlopai is linedrisan fiiggetlenek, akkor az A - B matrix oszlopai is linedrisan fiiggetlenek!

Adjuk meg az Gsszes olyan B matrixot, amire az A = ( 1 8 ) méatrix esetén AB = BA teljesiil.
Megoldhaté-e a kétszer kettes valés métrixok korében az X2 = —F egyenlet? (X az ismeretlen matrix.)

Hatirozd meg az 6sszes olyan 2 x 2-es X métrixot, amelynek minden eleme racionalis szdm és amelyre X2008 =

1 3 Lo
( 9 8 ) teljesiil.

Az n x n-es A és B métrixokra AB = A és BA = B. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A? = A és B? = B.
Igaz-e, hogy ha A, B és C' n x n-es matrixok, A # 0, valamint AB = AC, akkor B = C?

Bizonyitsuk be, hogy ha a kvadratikus A méitrixra és a vele azonos rendii E egységmétrixra A2 + A+ E = 0,
akkor A nem szinguldris. Szamitsuk ki A2904-t.

Ird fel az A(1,1,7), B(3,2,8), C(8,4,8) pontokon dtmend sik egyenletét!
r—2 z-11

Ird fel annak a sfknak az egyenletét, amely dtmegy a P(1,2,6) ponton és tartalmazza az 5 = 10 y=1

egyenletrendszerdi egyenest!

Tekintsiik az A = (2,1,4), B =(1,1,6), C = (3,0,1), D = (0,1,1), E = (7,1, 3) pontokat a szokdsos 3 dimenzids
térben. Hatdarozzuk meg az A, B és C, illetve C, D és F pontok altal meghatarozott stkok metszetegyenesének
irdnyvektorat!
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6. gyakorlat
Matrix inverze, rangja

1. Szédmold ki az aldbbi métrixok inverzét, amennyiben léteznek!

1 2 5 1 3 2 0 1 2 3 (d) 1 2
@ |1 2 4 W [0 0 © |45 6 3 4
1 3 7 0 0 2 1 7 8 9
0 0 01
1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 1
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11 1 ... 2 Do 000 1
1 2 3 4 ... n
2. Szamitsd ki az aldbbi matrixok rangjat! (A (c) és (d) részben a c¢ valds paraméter fiiggvényében.)

1 23 4 5 1 2 3 c 2 3 1 1 -1
135 7 9 2 5 6 (c) 21 12 18 4 1 -2
@11 4710 13|®]3 59 1 -8 —12 ) @ 3 2 -1
1 5 9 13 17 0 1 0 2%+7 3¢—2 —5

3. A ¢ valds paraméter milyen esetén lesz az alabbi métrix rangja minimalis?

3 6 -3 1
6 18 -3 —4
3 6 3¢ ¢

0 2 & 2

4. Az A és B n x n-es matrixokrdl tudjuk, hogy det A # 0, valamint hogy A - B = 0. Hatdrozd meg a B matrixot!
(Itt 0 a csupa nulla matrixot jeldli.)

5. Az n x n-es A métrixra A% = 0. Lehet-e A rangja n?

6. Legyen A és B n x m-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy r(A + B) < r(A) + r(B) (ahol r-rel a métrixok rangjat
jeloltiik).

7. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges (de egymadssal Gsszeszorozhat6) A és B métrixra r(AB) < min{r(A),r(B)}.

8. Legyen A tetszOleges m X n-es métrix, B pedig olyan n X n-es matrix, melyre det(B) = 0. Bizonyitsuk be, hogy
r(AB) < n.

9. Az (n x n)-es A métrixot akkor nevezziik nulloszténak, ha létezik egy olyan (n x n)-es B # 0 mdtrix, amelyre
A - B =0 (ahol 0 a csupa nulla méatrixot jeloli). Dontsiik el, hogy igazak-e az aldbbi dllitasok:
a) Ha A nullosztd, akkor det A = 0.
b) Ha det A = 0, akkor A nulloszté.

10. Tegyiik fel, hogy az A mdtrix minden sora szamtani sorozat. (Vagyis barmelyik sor elemein balrél jobbra
végighaladva egy-egy szdmtani sorozat tagjait kapjuk.) Bizonyitsuk be, hogy r(A) < 2 (ahol r a métrix rangjét
jeldli).

11. A és B két n x n-es métrix. Melyek igazak az aldbbi allitdsok koziil?

a) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor AB-nek is.

b) Ha AB-nek létezik inverze, akkor A-nak és B-nek is.

c) Ha A + B-nek és A — B-nek létezik inverze, akkor A? — B2-nek is.
d) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor A + B-nek is.

12. Legyen A egy 6 x 5-0s valés métrix. Melyek igazak az alabbi dllitasok koziil?
a) Ha az els§ harom sor linedrisan 0sszefiiggd, akkor a bal fels6 3 x 3-as aldetermindns 0.
b) Ha a bal fels6 3 x 3-as aldetermindns 0, akkor az els hdrom sor linedrisan sszefiiggd.
c¢) Ha az els6 hdrom és az utolsé hdrom oszlop is linedrisan Gsszefiiggd, akkor a r(A) < 3.

d) Ha az els6 két és az utolsé két oszlop is linedrisan Gsszefliggd, akkor a r(A) < 3.



13. Melyek igazak az aldbbiak koziil?
a) Ha az A métrix oszlopai linedrisan fuggetlenek, akkor az Ax = b egyenletrendszer megoldhaté.
b) Ha az A matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor az Az = b egyenletrendszer megoldhato.
¢) Ha az Az = b egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van, akkor A oszlopai fiiggetlenek.
d) Egy métrix egy elemét megvaltoztatva a rang legfeljebb 1-el véltozik.

e) Barmelyik métrixban van olyan elem, amelyet alkalmasan mddositva a métrix rangja megvaltozik.

14. Mennyi s és t értéke, ha a kévetkez6 egyenletrendszer megoldédsa egyértelmii:

st+tz = 2
sx+sy+4z =
sy+2z = t
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7. gyakorlat
Linearis leképezések

. Legyen A : R? — R? az a fiiggvény, amely a tér (r,y, z) vektordhoz a sik (z —y + 2,2 — y + z) vektorat rendeli.

(a) Mutasd meg, hogy A linedris leképezés!

(b) Hatérozd meg Ker A-t és Im A-t!

(¢) Legyen B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a tér, C = {(1,0),(0,1)} pedig a sik ,szokdsos” bazisa. Ird fel A
matrixat a B és C bézisok szerint!

. Legyen V = R? a sikvektorok szokdsos vektortere. Dontsd el, hogy az aldbbi V-1l V-be mené hozzarendelések

linearis leképezések-e? Ha igen, add meg a kép- és magteriiket! Minden v vektornak feleltessiik meg
(a) az x tengelyre vett tiikorképét;

(b) azt az x tengelyre esé vektort, amelynek elsé koordindtdja a v koordindtai koziil a nagyobb;

(c) azt az x tengelyre esé vektort, amelynek els§ koordinataja a v koordindtdinak Osszege;

(d) a +90°-kal val elforgatottjét.

Ird fel az alabbi A : R? — R? linedris leképezések matrixat a ,szokésos” {(1,0), (0,1)} bézisban!
(a) az y tengelyre valé tiikrozés;

(b) az origé koriili +60°-o0s forgatas;

(c) elébb egy y tengelyre valé tiikrozés, majd egy origé koriili +60°-os forgatds.

Milyen leképezésekhez tartoznak az alabbi matrixok a sik vektorterén?

1) o) o G2 ) Go) (Bo) Grs )

Déntsd el, hogy az aldbbi R3-16] R%-be (vagyis a szokdsos térrél a szokasos sfkba) mend hozzarendelések linearis
leképezések-e? Ha igen, add meg a kép- és magteriiket, ezek dimenzidjit, valamint {rd fel a maétrixukat a
,»Sz0kdsos” bézisok (azaz R3-ben az {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)}, R% ben az {(1,0), (0,1)}) szerint!

A (xayaz) - (J?,Z) B : (l‘,y,Z) - (.’IJy,J}Z) C: (Q},y,Z)—>(.’B+y,J}+2)

Jelolje V' a valds szédmparok (azaz a sikvektorok) szokdsos vektorterét. Egy A : V' +— V linedris transzformdciorol
tudjuk, hogy az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort, a (—1,2) vektorhoz pedig a (8,9) vektort rendeli. Irjuk fel A
métrixat a ,,szokdsos”, vagyis az (1,0) és (0, 1) vektorokbdl 4116 bézisban!

Legyen V = R? a sikvektorok szokédsos vektortere és legyen A : V' — V egy linedris transzformacié. Az A matrixa
T

a b, = (1,1) és by = (1,—1) vektorokbdl &ll6 bézisban felirva a kovetkezd: 1

). Hatéarozzuk meg x és y
értékét, ha tudjuk, hogy (3,1) € Ker A.
Lassuk be a kévetke%(')'ket:
(a) cos¢p —sing _ coskp —sinke
sing  cosgp sink¢y  cosko
(b) {z-tengelyre tiikriizés} x {y-tengelyre tiikkrozés} = {kozéppontos tiikrozés}

Legyen A : V +— V olyan lineéris transzformacid, amire Im A C Ker A. Bizonyitsuk be, hogy az A transzformécio
(tetszdleges bazisban felirt) A matrixdra A? = 0.

Legyenek A és B egy vektortér olyan linedris transzformécidi, amelyekre AB az identitds (helybenhagyds). Igaz-e,
hogy BA is az identitas?

Mi a magtere és képtere az alabbi leképezésnek: f — f(1), ahol a valds fiiggvények terébdl a valdsok terére
képeztink.

A legfeljebb 6todfoku valds egyiitthatés polinomok vektorteret alkotnak R felett. Mutassuk meg, hogy a derivélas
ennek a térnek egy ® linedris transzformécidja. Irjuk fel & matrixat egy tetszolegesen megvalasztott bazisban.
Mi ® magtere és képtere?

. . . 4
Adjuk meg a p paraméter fiiggvényében a < 2 2p

1 p 2 > matrixa linedris leképezés képterét és magterét.

Legyen A linearis leképezés V1-r6l Va-be, v; € vy. Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?
(a) Ha A(yy) = A(u,), akkor y; — v, € Ker A.

(b) Ha vy, ..., v, generdtorrendszer Vi-ben, akkor A(v,),...,A(v;,) generdtorrendszer Va-ben.
(c) Ha vy, ..., v, generdtorrendszer Vi-ben, akkor A(v,),..., A(v;) generdtorrendszer Im A-ban.
(d)Ha A(v;),...,A(v;,) generdtorrendszer Im A-ban, akkor v, ...,v; generdtorrendszer V;-ben.
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8. gyakorlat
Sajatérték, sajatvektor, dimenzidtétel

1. Keresd meg a az alabbi matrix minden sajatértékét 2. Keresd meg az aldbbi matrix Osszes sajatértékét és a

és sajatvektorat! legnagyobb sajatértékhez tartozé Gsszes sajatvektort is!
1 1 0 0 0
-3 5 3 4 1
6 2 5

3. Hatdarozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy az aldbbi A matrixnak a 0 sajitértéke legyen! A kapott
matrixnak keressiik meg a tobbi sajatértékét is és a legnagyobb sajatértékhez adjuk meg a sajatalteret!

1 2
0 -2
p 4

h
I
oo

4. Az alabbi A matrixrél és v vektorrdl tudjuk, hogy v sajatvektora A-nak.
(a) Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét!
(b) Hatdrozzuk meg A egy sajdtértékét!

1 2 3 p
A= 0 6 6 , v= 1
1 -2 -1 -1

5. Legyen V a sikvektorok szokdsos vektortere és A : V +— V az a linedris transzformécié, amely minden v vektorhoz
az x tengelyre vett tiikorképét rendeli. Hatdrozd meg A minden sajatértékét és sajétvektorat!

6. Legyen V a sikvektorok szokdsos vektortere. Hatarozd meg V aldbbi linedris transzformadciéinak sajatértékeit,
sajatvektorait!
(a) az a leképezés, amely minden vektorhoz a 0-t rendeli;
(b) az a leképezés, amely az (z,y) vektorhoz az (x + y,0) vektort rendeli;
(c) az origd koriili +90°-os forgatas.

7. Tekintsiik a legfeljebb harmadfoku, valés egyiitthatés polinomokat (azaz ax® + bz? + cx + d alaki kifejezéseket,
ahol a,b,c,d, € R). Ezeket értelemszertien ossze tudjuk adni, vagy meg tudjuk szorozni egy valds szdmmal. Igy
egy V vektorteret kapunk (ezt érdemes ellendrizni). Mutasd meg, hogy az aldbbi A : V — V fiiggvények linedris
transzformécidk és hatarozd meg az Osszes sajatértékiiket és sajatvektorukat! Minden polinomnak feleltessiik
meg
(a) a derivaltjét;

(b) a derivéltjanak x-szeresét.

8. Tekintsiik azt a linedris transzformécidt, amely a négydimenzids tér bazisvektorait ciklikusan egymdasba viszi at.
Mik ennek a transzforméciénak a sajatértékei és sajatvektorai?

9. Tegyiik fel, hogy az A : V + V linedris transzformdciénak a A = —1 sajatértéke. Igaz-e, hogy a A = —1 az A3
transzformacionak is sajatértéke?

10. Legyen A linedris transzformécié egy 2006 dimenziés V' vektortéren és legyen A az A leképezésnek egy B bazisban
felirt matrixa. Bizonyitsuk be, hogy ha dimIm .4 = 2000, akkor det A = 0 teljesil!

11. Legyen V tetszoleges (legaldbb 1, de véges dimenzids) vektortér és A : V +— V linedris transzformécié. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha Im A C Ker A teljesiil, akkor A-nak a 0 sajatértéke.

12. Az A: V) — V, linedris leképezésrdl tudjuk, hogy teljesiil ra az aldbbi két feltétel:
(a) TetszOleges 7 elem képe linedrisan Osszefliggd.
(b) Tetsz6leges 8 linearisan fliggetlen Vi-beli elem kozott van olyan, amelyiknek a képe nem 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor dim V; < 13.

13. Melyek azok a véges dimenzids valés V' vektorterek, melyeken létezik olyan A : V +— V linedris transzformdcio,
amelyre dim Ker 4 = 2dim Im A teljestil?

14. Bizonyitsuk be, hogy ha az A invertilhaté matrixnak sajatértéke a A valds szam, akkor A\ # 0 és az A matrix

A~ inverzének sajitértéke lesz az % Szam.
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9. gyakorlat
Komplex szdmok

1. Végezd el az alabbi miiveleteket!

4+1
5—2

(8) (4+0)(5-20) + (4i— 1) (b) e
(@ @—1*  (h)Vi
2. 0ldd meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halmazén!
(a) 22 —iz+2=0 (b) 22=7z (c) |z| =2z +1 (d) 22 -5+12i =0 (e) 22 —=322—-1=0
f) z+2z=2|z| (g) z = 22006 (h) 22 =122+ 13—-4i =0 (i) z2(1414) — 2(1 —i) = 2i

©|

(
3. (a) Mennyi az n. egységgyokok Gsszege?
(b) Mennyi az n. egységgyokok szorzata?
4. Mennyi v/2i — /127
5. Add meg algebrai alakban az (1 — 4)2%90 — (1 + 4)2992 kifejezést!
6. Oldd meg az aldbbi egyenleteket a komplex szamok halmazén! Az eredményt algebrai alakban add meg!
(a) 2i-2%=(1+1i)8
(b) 5(2%+ (2)?) = 2(12 — 6i)
1, V3
2t

3

7. Legyen z; = 768 29 = 5= %z Milyen pozitiv n-ekre lesz z1™ + z3™ valés?

8. Milyen n-ckre lesz valés a (v/3 — i)™ komplex szam?

.\ 2003
9. Szamitsuk ki ($55) értekat!

10. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ egy 10-edik és &’ egy 25-0dik egységgyok, akkor - &' egy 100-adik egységgyok!
11. Bizonyitsuk be, hogy a 2004. egységgyokok koziil kivalaszthaté 876, melyek Gsszege 0.

12. Van-e a kilencedik egységgyokok kozott pontosan hat, melyek sszege zérus? Es pontosan hét?

13. A hatvanadik egységgyokok koziil hany olyan van, melynek az tizedik hatvanya is eggyel egyenl$?

14. Hol van a hiba a kovetkezé , levezetésben”? 1 =+/1=/(-1)(-1) =v/—1y/—-1=i-i= -1

15. (a) Tiz gyerek hanyféleképpen &allithaté igy sorba, hogy Jancsi és Juliska egymds mellett dlljanak?
(b) Egy gimnaziumban 16 osztdly van, az osztdlylétszim mindentitt 40. Mindegyik osztély 5 tagu kiildottséget
kiild az iskolai didkbizottsadgba. Hanyféle lehet a didkbizottsag Osszetétele?

16. (a) A biciklis klub tagjai négyjegyti tagsdgi szdmokat kapnak. De a biciklistdk babondsak, félnek a 8-astél. Hany
olyan tagségi szam lehet, amiben nincs 8-as (de 0-val kezdddhet)?
(b) A hét térpe minden este méds sorrendben szeretne sorban éllni, amikor Héfehérke a vacsordt osztja. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg?
(c) Egy versenyen 57-en indulnak; az ijsdgok az els6 6 helyezettet kozlik. Hényféle lehet ez a lista?
(d)Egy kisvéros 57 {6s 6nkorményzati képviselStestiilete 6 f&s delegaciét kiild a déniai testvérvarosukba. Hanyféleképpen
jelolhetik ki a 6 f&s delegédciot?
(e)Héanyféle lehet a ddniai delegécid, ha a népszerti Kovdcs urat mindenképp be akarjik venni?
(f) Hényféle lehet a ddniai delegicid, ha a népszeriitlen Kovécs urat mindenképp ki akarjdk hagyni?
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10. gyakorlat
Leszamlalasok, grafok

1. (a) Egy csomag francia kdrtydban 52 kiilonb6z6 lap és hdrom teljesen ugyanolyan dzsoli taldlhaté. Ha megkev-
erjik a kartyacsomagot, hanyféle kiilonb6z6 sorrendje alakulhat ki a lapoknak?
(b) Hényféleképpen lehet 8 szal (teljesen ugyanolyan) tulipdnt szétosztani 5 kiilonbozé vazaba? (A vazdk koziil
akdr bizonyosak iiresen is maradhatnak.)
(c) Hany részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

HERORARE R

2. Egy BME hallgaté Neptun-kédja egy olyan, 6 karakterbdl allé sorozat, amelynek minden tagja az angol abécé
26 betlijének egyike, vagy a 0,1,...,9 szamjegyek valamelyike. Hany olyan Neptun-kod készitheto, amelynek
legalabb az egyik tagja betii?

3. Harom barat beiil s6rézni egy helyre, ahol 7-féle sort csapolnak. Mindegyikiik rendel egy korséval. Hanyféleképpen
alakulhat a pincér talcajan 1év6 sorok osszetétele, ha
(a) mindenki kiilonb6z6 sort rendel?
(b) rendelhetnek ugyanolyan sort is?

b)
4. (a) 5 hazaspér il egy padon. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hézastdrsak egymds mellett akarnak tilni?
(b) Margit néni minden héten 20 lottészelvénnyel lottézik. Hanyféleképpen toltheti ki egy héten a szelvényeit,
ha persze nem akar két ugyanolyan szelvényt bedobni?
(c) Az elére megszamozott (cimkézett) n darab pont kézé hanyféleképp huzhatunk be éleket gy, hogy egyszerti
grathoz jussunk?

5. Héanyféleképpen lehet eljutni az origébdl a (2,3,5) pontba, gy, hogy csak egységnyi hosszi jobbra, fel és elére
lépések lehetségesek?

6. (a) Hanyféleképpen allithat6 sorba n kiilonbozd gyerek?
(b) Hényféleképpen tltethetd kor alaki asztal koré n gyerek?
(c) Valaszoljuk meg az a) és a b) kérdést akkor is, ha Jancsi és Juliska egymads mellé kell, hogy keriiljenek.

7. Hanyféleképpen oszthatunk szét az 6vodaban 25 gyerek kozt 10 csokit, 6 rdgot és 9 jégkrémet, ha minden gyerek
egy édességet kaphat? Es ha egy gyerek tobbet is kaphat?

8. Egy Oktogontdl indulé kismetré-szerelvényben 48-an vannak. Feltéve, hogy a Mexikdi ttig (6. megalld) mar nem
lesz 1j felszalld, héanyféle eloszlasa lehet az egyes megdllokban leszallé emberek szaméanak, ha
(a) minden megélléban van lesz4lls?
(b) lehet olyan megdllé is, ahol senki sem sz&ll le?

9. Hany haromjegyi szam van, ami sem 2-vel, sem 3-mal nem oszhat6? Hany olyan hatjegyii szam létezik, amelyben
van két azonos szamjegy?

10. Hanyféleképpen lehet a 32 lapos magyar kartyabol 6-ot kivenni ugy, hogy legyen koztiik asz és piros is?
11. Hany olyan 10 hosszi kockadobés-sorozat van, melyben a dobott szdmok Osszege oszthaté 3-mal?
12. Hanyféleképpen tolthetd ki egy lottdszelvény? Hany 5, 4 és 3 talalatos kitoltés van?

13. Bizonyitsd be, hogy

@ (o) ()¢ () ()= (i)
o (5)0) = (02 () ()G =+ ()0 = ()



14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.

Hény csicsi az az egyszeri, teljes graf, amelynek kevesebb éle van, mint a csicsok szamanak hatszorosa, de tobb
éle van, mint a csicsok szamanak 6tszorose?

Dontsd el, van-e olyan egyszerl graf, amelyben a pontok foka rendre
(a) 1,2,2,3,3,3;

(b) 1,1,2,2,3,4,4;

(c) 2,3,3,4,5,6,7;

(d) 1,3,3,4,5,6,6.

Rajzold fel az Gsszes 3, 4, illetve 5 pontu fat! (Az izomorfakat csak egyszer.)

Vannak-e izomorfak az aldbbi grafok kozott?

(N

A G graf pontjai legyenek az {1,2,3,4,5} halmaz 2 elemfi részhalmazai; két csics akkor legyen szomszédos, ha
a megfeleld részhalmazok diszjunktak. Az aldbbi grafok koziil melyik (melyek) izomorf(ak) G-vel?

IS

Hany 60 csicsu, 1768 él{, paronként nem izomorf egyszerii graf létezik?

Milyen komponensekbdl allhat egy graf, ha minden pontjanak a foka legfeljebb 27

Bizonyitsd be, hogy egy egyszerii graf és a komplementere koziil legalabb az egyik mindig osszefiiggd!
Egy n cstcsu graf nem tartalmaz kort, a komponenseinek szama k. Hany éle van a grafnak?

Van-e olyan (legaldbb két pontii) graf, melyben minden pont foka kiilonb6zé? Es egyszeri graf?
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11. gyakorlat
Sikbarajzolhatésag

1. Sikba rajzolhaték-e a kovetkez6 grafok? Ha igen, rajzold le élkeresztezédés nélkiil; ha nem, mutass benniik egy
Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgréfot!

a@ b)I E I C) g
d) % e) § f) z
2. Egy hatelemi halmaz kételemii részhalmazai legyenek egy graf pontjai. Két pont akkor legyen Gsszekotve egy

éllel, ha a nekik megfeleld részhalmazok diszjunktak (metszetiik iires). Sikbarajzolhaté-e ez a graf?

3. Rajzoljuk sikba a kovetkezd grafot gy, hogy az élek egyenes szakaszok legyenek.

&

4. Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerii sikbarajzolhaté grafban nem lehet minden pont foka legaldbb 6.
5. Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguldris egyszerii pdros graf nem lehet sikbarajzolhatd!

6. Egy 20 cstcst konvex poliéder lapjainak szama 12. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a
szam minden lapra azonos?

7. Egy konvex poliéder minden lapja szabdlyos 6tszog vagy hatszog (nem feltétlentiil szerepel mindkettd). Mennyi
az Otszogek szdma a lapok kozott?

8. Egy gémbre rajzolt 6 tartoménybdl allé 3-reguldris egyszer(i grafban mennyi az élek szama?
9. Van-e olyan 9-ponti G graf, hogy sem G sem a komplementere G nem sikbarajzolhat6?

10. Egy siksdgon 6t haz és 6t kit all. Minden haztél minden kuthoz kiilon 6svényt kell épiteniink. Az épitendd
osvények némelyike keresztezheti egymast, de egy-egy keresztez&désben legfeljebb két Gsvény taldlkozhat. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor kilencnél kevesebb keresztezodéssel biztosan nem megoldhaté a feladat.
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12. gyakorlat
Gyenge izomorfia, dualitas, Priifer-kéd, Cayley tétel

1. Gyengén izomorfak-e az alabbi grafok?

!

2. Keressiink izomorf és gyengén izomorf parokat a kévetkezd grafok kozott!

a)IEIb)IIIC)II d);e)g
3. Bizonyitsd be, hogy tetsz6leges két n cstcsu fa gyengén izomorf.

4. Rajzolj két gyengén izomorf grafot, amelyekre teljesiil, hogy az egyikben a legnagyobb foku pont foka legaldbb
100-zal nagyobb, mint a mésikban.

5. Rajzoljuk le az alabbi sikrajzok dudlisat.

0 K

6. Legyen G egy 20 pontu, Osszefliggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja van G dudlisinak, G*-nak?
7. Van-e olyan egyszeri sikbarajzolt graf, aminek fele annyi cstiicsa van, mint a dudlisdnak?

8. Egy egyszeri, Osszefiiggd, sikbarajzolt grafnak ugyanannyi csticsa van, mint a dualisinak. Mutasd meg, hogy a
grafban van hdrom éli kor!

9. Adjuk meg az alabbi fa Priifer-kédjét:

10. (a) Mely fa Priifer-kédja az 1661174 sorozat?
(b) Es a 25271647

Mennyi lesz az egyes csiicsok fokszama az egyes fakban? Hogyan lehet ezt latni a Priifer-kédbél?
11. Egy 10 csucsu fa Priifer-kédja csupa kiillonb6z6 szdmot tartalmaz. Rajzold le a fat (a pontok szdmozdsa nélkiil)!
12. Hany olyan kiilonb6z6 fa adhaté meg n cimkézett ponton, amely nem ut?
13. Hany olyan fa van az 1,2,...,50 csticsokon, melyben az 1-es cstics foka 147
14. Hany olyan fa van n szamozott ponton, amelyben pontosan 3 els6foku pont van?

15. Hény olyan fa van az 1,2, ..., n pontokon, amelyben az 1-es és a 2-es cstics is elséfoki? (Esetleg lehetnek tovabbi
elséfoku cstcsok.)

16. AV ={1,2,...,2n} pontokon hiny olyan egyszerii G graf adhat6é meg, melynek 2n — 2 éle van és két egyforma
méretii Osszefliggé komponensbol all?

17. Legyen A egy faban a maximalis fokszam. Bizonyitsuk be, hogy a fa legaldbb A darab els6fokt pontot tartalmaz.
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13. gyakorlat
Kruskal algoritmus, szamossagok

1. Ot falu szeretne aszfaltutat épiteni egymds kozott, hogy barmelyik falubdl el tudjanak jutni barmelyik masik

faluba. Mi a legolcsobb megoldés, ha az egyes falvakat az alabb lathaté H graf csicsai, a falvak kozti atépités
koltségeit pedig az adott élre irt szamok jelképezik?

1
1
2 1 2
1 1
1

2. Hanyféleképpen valaszthatunk ki minimadlis stily fesz{t6fat az alabbi I is J grafokbdl? (A csticsokat szdmozottnak
tekintjiik.)

3. Hany kiilonboz6 olyan feszit6faja van az 1, 2, 3, 4 illetve 5 csticscimkékkel elldtott K5 teljes grafnak, amiben az
1 cimkéjii cstics nem elséfoku?

4. Mi a szdmossaga az alabbi halmazoknak?

(a) azon sikvektorok halmaza, amelyeknek mindkét koordindtdja pozitiv egész szdm;
(b

)
) azon térbeli vektorok halmaza, amelyeknek mindhdrom koordinétédja egész szém;
(c) azon R5-beli vektorok halmaza, amelyeknek mind az 6t koordinatdja racionalis szam;
(d)

)

d

(e) a sik Gsszes pontjainak halmaza,

azon (tetszéleges magassdgu) oszlopvektorok halmaza, amelyeknek minden koordindtédja raciondlis szam;

(f) a tér Osszes pontjainak halmaza.
5. Adjuk meg a kovetkez6 halmazok szamossdgat:
(a) A természetes szdmok véges részhalmazai.
(b) Azok az 1,ay, as, ... sorozatok, melyekben a szomszédos elemek hanyadosa 1/2 vagy 2.
(c)
(d) Azon sikbeli haromszogek, melyeknek minden koordindtdja egész szam.
(e)
(f)

Azok az x-bol és y-bdl 4ll6 sorozatok, melyekben csak véges sok y fordul elé.

Azon sikbeli haromszogek, melyeknek a teriilete egész szam.
A sikon egy héromszog bels6é pontjai.

6. Mi a szdmossaga a valds szamok aldbbi részhalmazainak?

(a) az {a+bv2:a,bc Q} alaki valés szdmok halmaza;

(b) az olyan 0-ndl nagyobb és 1-nél kisebb valds szdmok halmaza, amelyeknek tizedestort alakjaban csak 1-es
és 2-es szamjegy fordul elo;

(¢) az irraciondlis szdmok halmaza.

7. A H halmaz élljon a komplex egységgyokokbdl. (H tehat minden n > 1 egész szémra az Gsszes n-edik egységgyokot
tartalmazza.) Hatdrozzuk meg H szdmossdgat!

8. Mi az olyan z komplex szamok halmazanak szamossaga, amikre teljesiil, hogy z - Z egész szam?

9. Tekintsiik az Gsszes olyan, origobdl induld és véges sok 1épés utdn ugyanott véget ér6 sétat, amelynek minden
l1épése az x vagy az y tengellyel padrhuzamos (pozitiv vagy negativ irdnyd) egységszakasz. Mi a szdmossdga ezen
sétak halmazanak?

10. Hény olyan (z,y) pontpar van a sikon, melyre
a) x és y is raciondlis, c) x és xy is raciondlis,
b) x és x + y is racionélis, d) =z +y és xy is raciondlis?
11. Adjunk bijekciét (oda-vissza egyértelmii leképezést) az aldbbi halmazok ko6zott.
(a) [0,1] és (0,1)
(b) (0,1) és (—o0,00)
(¢) (0,00) és (—00,00)



