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1. gyakorlat
Tagadas, rekurzio, altalanos feladatok

. Jeloljiikk T'(n)-nel egy algoritmus legnagyobb lehetséges 1épésszamét az n méretil inputokon. Tudjuk, hogy

T(1) =2ésT(n) =T(n— 1)+ 3, amennyiben n > 2. Adjuk meg T'(n)-t zart alakban!
Mi lehet T'(n), ha T(1) =2ésT(n) =3-T(n—1)+ 1, han > 27
Mi a tagadéasa az alabbi dllitdsoknak? Igazak ezek az allitdsok?

(a) Minden kedden van algel gyakorlat.
(b) Minden olyan hallgatd, aki jar algel gyakorlatra, dtmegy a vizsgan.

(¢) Minden olyan 17 14bu zsiraf, aki jar algel gyakorlatra, az dtmegy a vizsgan.

Tegytiik fel, hogy van egy szamitogépes programunk, ami egy k méretii feladaton a jelenlegi gépiinkon 1 nap alatt
fut le. Beszereztiink egy szazszor gyorsabb szamitégépet. Ugyanazon programmal mekkora feladatot lehet az 4j
gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszama n méreti feladat esetén

(a) n-nel, (b) n3-bel, (c) 2"-nel ardnyos? (fs: 2/1.)

Hény 6sszehasonlitassal lehet megtaldlni n elem kozil a legkisebbet? (fs: 3/3.)

Egy f foku létran bizonyos fokok annyira rozogdk, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére tudjuk hogy
melyik fokok ilyenek, hova nem szabad lépniink. Egy 1épéssel legfeljebb 3 fokot tudunk 1épni. Adjon algoritmust
ami meghatdrozza, hogy a létra aljatdl fel tudunk-e jutni a létra legfelsé fokdra! (Feltehetd, hogy a legfelsé fokra
ra szabad 1épni.) Az algoritmus 1épésszama legyen c- f, ahol ¢ valami fix konstans.

Hogyan kell médositani az algoritmust, hogy azt is kiszamolja, hogy hanyféleképpen lehet feljutni a legfels
fokra?

Jelolje egy algoritmus maximaélis 1épésszdméat az n hosszd bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n > 3
egész szamra L(n) < L(n—1) 4 % teljesiil, és hogy L(3) = 3. Milyen felsé becslést adhatunk ez alapjan L(n)-re?
A holnapi el6adds utan erre is tudni kell vélaszolni: Kovetkezik-e ebbél, hogy az algoritmus lépésszama O(n?) ?

Adott n chip, melyek képesek egymads tesztelésére a kovetkezé mdédon: ha Osszekapcesolunk két chipet, mindkét
chip nyilatkozik a masikrél, hogy hibdsnak taldlta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri, hogy a masik hibas
-e, mig egy hibds chip akarmilyen vélaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek tobb, mint a fele korrekt. Adjunk
algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet haszndlva kikeres egy jé chipet. (fs: 1/10.)

Mi az aldbbi éllitdsoknak a tagaddsa? (Két allitds akkor tagaddsa egymdsnak, ha a két allitds koziil minden
esetben pontosan az egyik igaz.) Proébaljuk gy megfogalmazni a tagaddsokat, hogy ne szerepeljen benniik
tagaddszo.

(a) Az évfolyamon minden hallgaté fit.

(b) A teremben van olyan fid, aki magasabb, mint 170cm.

(c)

(d)

Van olyan hallgaté, aki sokat tanul, de nem megy at a vizsgan.

Mindenki, aki dtmegy a vizsgan, sokat tanult.

Egy 2 x n-es sakktabla mez&in n piros és n—1 kék négyzetet helyeziink el. Ezeket olyan médon akarjuk atrendezni,
hogy a fels6 sorban piros, az alséban kék négyzetek legyenek, s a bal alsé sarok maradjon iires. Ehhez egy-egy
1épés soran az iires mezdre tolhatjuk valamelyik szomszédjat. Bizonyitsuk be, hogy

(a) van olyan algoritmus, ami ezt megoldja ¢ - n? lépéssel, ahol ¢ vmi fix konstans (azaz azt kell belatni, hogy
O(n?) 1épés elégséges ehhez);

(b) létezik olyan d konstans, hogy minden algoritmus, ami ezt megoldja, szerencsétlen inputon haszndl legaldbb
d - n? 1épést (azaz itt azt kell beldtni, hogy a feladat megolddsahoz Q(n?) 1épés sziikséges). (fs: 1/11.)

Tudjuk, hogy minden hémpor6 surjancs. Mondjuk meg minden alabbi allitasra, hogy biztosan igaz, lehetséges,
vagy biztosan hamis!
(a) Tudjuk valamirél, hogy nem hompors. Azt éllitom, hogy ez surjancs.
(b) Tudjuk valamirél, hogy hémpors. Azt allitom, hogy ez hogy ez nem surjancs.
(¢) Tudjuk valamir8l, hogy nem surjancs. Azt dllitom, hogy ez hémporé.
(d)
)

(e) Tudjuk valamirdl, hogy surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémpord.

Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez nem homporo.

(Ha nehéz a feladat, akkor legyen a homporé=kertitorpe és surjancs=szobor)
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2. gyakorlat
Ordo, omega, teta

. Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor

fi(n) = O(fj(n)) teljesiiljon! Indokolja is meg, miért j6 a vélasztott sorrend!

fi(n) = 8n%®, fo(n) = 5v/n +1000n, fi(n) =28 " fi(n) = 2007n2 log n.

. Az A algoritmusrél azt tudjuk, hogy n hosszi bemeneteken a 1épésszama O(n?). Lehetséges-e, hogy

(a) minden n hosszi bemeneten O(n) 1épést hasznal?

(b) van olyan z, hogy az x bemeneten az algoritmus lépésszdma 10|z|? log |z| —800 (ahol |z| az x bemenet hosszét
jeloli)?

Az alabbi fliggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor
fi(n) = O(f;(n)) teljesiilion! (vz: 2007.05.22./4.)

1
fi(n) = ﬁnz logn, f2(n) = 10'%(logn)® — 1001logn fa(n) = glen,

Bizonyitsuk be, hogy
(a) logy f(n) = ©(logygg f(n)) (f(n)>0).(b) f(z) = ara®+ar—12" ' +...+ag (ar #0) = f(n)=06(n").
(c) 2 = O(2"), de 227 £ O(2"). (d) max(f(n), g(n)) = O(F(n) + g(n) (f(n), g(n) > 0). (£s: 2/2.)

Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszamdt az n cstcsu grafokon L(n). Azt tudjuk, hogy ha n péaros, akkor
L(n) = L(%) + 5 teljesiil, ha pedig n > 1 pératlan, akkor L(n) = L(n — 2) + 3. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az
algoritmus lépésszdma O(n?)? (vz: 2008.03.28./1.)

Legyen f és g két, a pozitiv szdmokat a pozitiv szdmokba képez6 fiiggvény. Tudjuk, hogy f(z) = O(h(z)) és
g(x) = O(h(z)). Igaz-e, hogy

(a) ha g szigorian monoton nové és h(z) = 3z, akkor f(g(x)) = O(h(x));

(b) f(g(z)) = O(h(x)) minden h fiiggvényre?

Az A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy Osszefiiggd grafokon O(n + e) 1épést tesz. Mutassa meg, hogy az is igaz,
hogy Osszefliggd grafokon az algoritmus lépésszdma O(e).

10.

11.

12.

13.

Az alébbi fliggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utdn kozvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor
fi(n) = O(f;(n)) teljesiiljon! (vz: 2008.05.06./1.)

fi(n) = %8” fo(n) = 27° f3(n) = 2008n1°.

Az aldbbi fliggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetlenill f; kovetkezik a sorban, akkor
fi(n) = O(f;(n)) teljesiiljon! (vz: 2007.06.19./4.)

fi(n) = 2100 — 270 f2(n) = 2007n° fa(n) =3°".

Allapitsa meg, hogy az aldbbi fiiggvények esetén mely parokra teljesiil, hogy f;(n) = O( fj(n)). Valaszét indokolja
is!

fi(n) = 1102, fo(n) = 8n%logn, f3(n) =n*+ 100000.

[gaz-e, hogy
(a) ha f = O(g) és g = O(h), akkor f = O(h) ?
(b) ha f=Q(g) és g = Q(h), akkor f = Q(h) ?

Jeldlje egy algoritmus maximalis 1épésszdmat az n hosszi bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n =
2k > 4 péros szdmra L(2k) < L(2k —2) + 1 teljesiil, és hogy L(4) = 10. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az algoritmus
lépésszama O(n)? (vz: 2007.06.05./4.)

Egy A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy az n hosszii bemeneteken a 1épésszdma O(nlogn). Lehetséges-e, hogy
(a) van olyan x bemenet, amin a lépésszama |z|> ?

(b) minden z bemeneten legfeljebb 2007|z| 1épést hasznél?

(Szokés szerint |z| az x sz6 hosszét jeloli.) (vz: 2007.06.12./4.)



14. Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk A és B, a maximadlis 1épésszamukat leird fiiggvények legyenek f4
és fp. Tudjuk, hogy fa(n) = O(fp(n) -logn). Kovetkezik-e ebbél, hogy
(a) A minden bemenetre gyorsabb, mint B?
(b) A nagy bemenetekre gyorsabb, mint B? (vz: 2008.05.27./4.)

15. Jelolje egy algoritmus maximdlis 1épésszamdt az n hosszi bemeneteken T'(n). Azt tudjuk, hogy minden n > 1
egész szamra T'(n) < T([5])+n teljesiil, és hogy T'(1) = 1 és azt is tudjuk, hogy a T'(n) fiiggvény nem csokkend.
Bizonyitsa be, hogy az algoritmus lépésszama O(nlogn).
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3. gyakorlat
Dinamikus programozas

1. Az 1,2,...,n szdmoknak adott két permutaciéja, x1,...,xn €S y1,...,Yn. A két sorozat egy kozos részsorozata
egy 1 <ip <--- < <m,ésegy 1 < g1 <...<jr <n indexsorozattal adhaté meg, ahol x;,, = y;,, teljesiil
minden 1 < m < k esetén. Adjon O(n?) lépésszdmu algoritmust, ami az z és y sorozatokban meghatéroz egy
leghosszabb koz0s részsorozatot.

2. Egy n x n méretil tdbldzat minden eleme egy egész szam. A tébldzat bal alsé sarkdbdl akarunk eljutni a jobb
fels6 sarkaba gy, hogy egy 1épésben a téabldzatban vagy felfelé vagy jobbra egyet lépiink. Azt szeretnénk, hogy a
lépegetés soran latott elemek névekvo sorrendben kovessék egymast. Egy ilyen 1t értéke a benne szerepl6 szamok
osszege. Adjon O(n?) futési idejii algoritmust, ami meghatdrozza, hogy az adott tdblazatban a szabalyok szerinti
utak értékei kozott mekkora a legnagyobb! (vz: 2008.03.28./3.)

3. Legyen w = wyws - - - wy, egy n betlibdl allé sz6. Hivjuk részszénak w egy tetszdleges w;w;qq - - - wiyr darabjét
(1<i<n-1,1<k<n-—1). Adjon algoritmust, ami O(n) 1épésben meghatdrozza az &sszes a-val kezd6d6 és
b-re végz6dé részszé szamat. (vz: 2007.05.29./8.)

4. Legyenek ay,as,...,a, tetszéleges egész szdmok és m < n? egész. Adjon algoritmust, amely a bindris alak-

jukkal megadott aq,as,...,a, és m szamokrdl eldonti polinom idében, hogy az ai,as,...,a, szamok koziil
kivalaszthaté-e néhdny ugy, hogy az 6sszegiik m-mel osztva egyet adjon maradékul. (vz: 2004.06.17./6.)

5. Egy n sz6bdl all6 szoveget kell sorokra tordelni. A szdveg i-edik szava f¢; karakterbdl all, egy sor s karakter
hosszu. Ha egy sor a szoveg i-edik szavaval kezdédik és a j-edik szdval végzddik, akkor az elvalasztd szokozoket
is figyelembe véve t = s — (¢; + ljp1 + - - - + £; + j — i) iires hely marad a sor végén. Egy ilyen sor hibaja legyen
t2. A tordelés hibdja a nem iires sorok hibdinak dsszege. Adjon O(n?) 1épéses algoritmust egy legkisebb hib&ji
tordelés meghatdrozasaral (A szavak sorrendje rogzitett.) (vz: 2006.04.07./6.)

6. Egy n és egy m karakterbdl allé szovegben meg akarjuk taldlni a legnagyobb azonos darabot, azaz ha az egyik
szoveg aias - - - an €és a masik bybs - - - by, akkor olyan
1<i<mnésl<j<m indexeket keresiink, hogy

@iy1 = bjp1,0i402 = bjio,. .. @it = bjqe

teljesiiljon a lehetd legnagyobb ¢ szdmra. Adjon erre a feladatra O(mn) 1épést haszndlé algoritmust. (vz:
2007.06.12./8.)

7. Legyenek aq,as, ..., a, tetszOleges egész szamok és legyen b is egész szam. Adjon algoritmust, amely a bindris
alakjukkal megadott a1, as, ..., a, és b szamokhoz O(nb) iddben megadja, hogy a b szdm hanyféleképpen &ll els
az ai,as, ..., 0, szamok kozil néhany Osszegeként.

8. Legyen adott egy n x n pixelbdl all6 fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels6 saroktol a jobb alsé sarokig
egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat huzni ugy, hogy a vonaltél jobbra-felfele es6 fekete, valamint a vonaltol
balra-lefele esé fehér pixelek szdmanak az Gsszege a lehetd legkisebb legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?)
id6ben! (fs: 7/5.)

9. Adott egy fa, melynek csiicsaihoz stlyok vannak rendelve. Adjon linedris idejii algoritmust, ami meghatdrozza
a faban taldlhaté maximalis Osszsilyu fliiggetlen ponthalmaz silyéat!
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4. gyakorlat
Szélességi bejaras, Bellman-Ford és Floyd algoritmus

. Adott a G iranyitatlan graf a kovetkezo éllistaval: a:b,c; b:a,d; c:a,d; d:b,c,e.f; e:d,f,g; f:d,e,g,h; g:e,f h; h:f.g;

Keressiink G-ben a-bdl kiindulé szélességi feszitéfat! Mennyi lesz a csicsok a-t6l vald tévolsdga? (fs: 7/27d.)

Ellistdval adott a stlyozott élii G = (V, E) graf. Tegyiik fel, hogy az élek silyai az 1,2,3 szdmok koziil valok.
Javasoljunk O(n + e) koltségli algoritmust az s € V' pontbdl az Gsszes tovabbi v € V' pontokba vivé legrovidebb
utak hosszdnak a meghatdrozaséra. (Itt n a G graf csicsainak, e pedig az éleinek a szama. (fs: 7/19.)

Egy n x n-es sakktdbla néhdny mezdjén az ellenfél egy huszéarja (lova) all. Ha mi olyan mezdre 1épiink, ahol az
ellenfél le tud titni, akkor le is tit, de egyébként az ellenfél nem 1ép. Valamelyik mezén viszont a mi huszarunk
all. Adjunk O(n?) 1épésszamu algoritmust, ami meghatdrozza, hogy mely masik mezékre tudunk (161épések
sorozataval) eljutni a nélkiil, hogy az ellenfél leiitne! (vz: 2002.04.08./4.)

A G(V,E) osszefiiggd, irdnyitott graf minden éle az 1,2,... k szdmok valamelyikével van stlyozva. Egy tut
értéke legyen az uton talalhaté élek sulyainak mazimuma. Hatdrozza meg, hogy ha adott két csucs z,y € V,
akkor mennyi a leheto legkisebb értékii x-bol y-ba vezetd ut értéke. Ha G éllistaval adott és e éle van, akkor a
lépésszém legyen O(elogk). (vz: 2003.03.31./6.)

Keressen javitéutat az alabbi paros grafban!

Egy n ponti teljes graf csticsait kell kiszinezniink csupa kiilonbozé szintire. Osszesen k > n féle szin 4ll rendel-
kezésre, de az egyes pontok szine nem teljesen tetsz6leges. Minden v cstcshoz adott szineknek egy S(v) listdja,
a v csticsot csak az S(v)-ben szerepld szinek valamelyikére szinezhetjiik. Adjon O(nk?) 1épésszamii algoritmust,
amely az S(v) listdk alapjén eldonti, hogy van-e a megkdtéseknek megfelels szinezés, és ha van ilyen, taldl is
egyet. (vz: 2005.04.08./6.)

(a) Hatdrozza meg az A csicsbdl az Gsszes tobbi csicsba vezetd legrovidebb 1t hosszat a Bellman-Ford algorit-
mussal!

(b) Hatdrozza meg Floyd mddszerével az Gsszes pontparra a legrovidebb utak hosszat!
B 4 C

A 1 D 3 E

Nyari utazdsunkra valutat akarunk véaltani. A pénzvéltéd n kiillonbozé valutaval foglalkozik, a j. fajta 1 egységéért
1i;-t kell fizetni az ¢. pénznemben. (Pl. ha a j. a dollar, az 4. a forint, akkor most r;; = 222 lehet.) Az r;; tdmb
felhaszndlasaval adjon O(n?) lépéses algoritmust, amely minden valutaparra meghatarozza, hogy mi az elérhetd
legjobb atvaltasi ardny, ha feltessziik, hogy az dtvaltasokért nem szdmolnak fel kiilon koltséget. (Az i-rél a j-re
val6 atvaltas torténhet tobb 1épcsében is, érdemes lehet elébb i-rol kq-re konvertalni, onnan ko-re, stb és végiil
j-re.) (vz: 2003.06.20./6.)

10.

Ellistaval adott egy G graf, melynek n csicsa és e éle van. A graf minden cstcsdhoz hozza van rendelve egy 1
és k kozotti egész szdm (cimke). Taldljunk (ha létezik) olyan tarka utat a grafban, amelyben minden 1 < i < k
cimke pontosan egyszer fordul el§. Az algoritmus 1épésszdma legyen O(k! (e +n)). (vz: 2003.05.30./4.)

Egy szamitégéphdlézatban n szamitogép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik gép iizenetet kiild a j-
ediknek (i, j,t) formdban feljegyeziink, ahol a ¢ egész szdm az {izenet kiildésének idépontjét jeloli. Ugyanabban
a t id6épontban egy gép tobb gépnek is kiildhet iizenetet. Ha a t id6pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy
(i, j, t) lizenet hatdsara a j-edik gép megfertézédhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 idéponttdl kezdve mar a j-edik
gép is virusos lehet. Legyen adott az (i,7,t) hdrmasoknak egy m hosszi listdja, valamint x, y és tg < t1 egész
szamok. Azt kell eldontentink, hogy ha az x-edik gép a t¢ idépontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik
gép a t; idSpontban virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérdést O((t; — to)n + m) 1épés utdn megvalaszolja.
(vz: 2007.06.12./5.)
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Hatarozza meg a legrovidebb utak hosszat az A csicsbdl az aldbbi grafban, a Bellman-Ford algoritmust futtatva.
Lépésenként jelezze, hogyan valtozik az algoritmus altal kitoltott T tomb.
A:B(3),F(1),E(12); B:C(2); C:D(4),G(2); D:E(1); E:C(-3); F:B(-1),G(4),; G:H(2); H:D(2),E(1).

Legyen G = (V, E) métrixszal adott n-pontd, stlyozott élii irdnyitott graf. Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz
negativ 6sszhosszisagui irdnyitott kort, tovdbbd azt, hogy a G-beli egyszerii irdnyitott utak legfeljebb 25 élbél
allnak. Javasoljunk O(n?) koltségii médszert az 1 € V pontbdl az ésszes tovabbi v € V' pontokba vivé legrovidebb
utak hosszdnak a meghatdrozasara. (fs: 7/6.)

Egy bajnoksdgban 2n csapat vesz részt. Minden forduléban minden csapat pontosan egy mérkézést jatszik.
Minden mérkézést a két résztvevd csapat valamelyikének a pélydjan jdtszanak. A kovetkezd k fordulé mind-
egyikére mdr adott, hogy ki kivel fog jatszani ( a beosztds tetszileges lehet, pl. ugyanaz a két csapat tobbszor is
jatszhat egymds ellen). Az viszont még nincs meghatdrozva, hogy melyik mérkézés kinek a palydjan torténjen.
Olyan pélyabeosztast szeretnénk késziteni az adott mérkézésekhez, hogy minden csapat felvéltva jdtszon a sajat
pélydjan és idegenben (azaz, amelyik csapat az els§ forduléban otthon jatszik, az legkozelebb idegenben, utdna
megint otthon, stb). Adjon O(kn) 1épésszémi algoritmust, ami elkészit egy ilyen palyabeosztéstvagy jelzi, hogy
ez nem lehetséges. (vz: 2006.06.19./5.)

Kutyasétaltataskor egy parkban egy gazda egy rogzitett, egyenes szakaszokbdl allé utvonalon halad, aminek
toréspontjai t1,...,t,, a bejaratot jeldlje tg, a kijaratot t,+1. A kutydja szabadon szaladgal, de a ¢; pontokban
talalkozik a gazdajaval. A t; és t;11 pontokban vald taldlkozas kozott a kutya szeretne egy fat is megldtogatni
(minden ¢ = 0,1,...,n esetén legfeljebb egyet-egyet). Legyenek adottak az s(t;,¢;41) tavolsdgok (0 < i < n),
valamint minden fanak az Gsszes t; ponttol vett tavolsdga. Tegylik fel, hogy két taldlkozas kozott a kutya
legfeljebb kétszer akkora tavolsadgot tud megtenni, mint a gazda. Adjon algoritmust, ami segit a kutydnak
eldonteni, hogy mikor melyik fat latogassa meg ha a kutya célja, hogy minél t6bb fanal jarjon. Az algoritmus
lépésszama legyen O(n?f + nf?), ahol f a parkban levé fak szdmat jeloli. (vz: 2007.04.27./8.)
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5. gyakorlat
Dijkstra algoritmus, kupac adatszerkezet

1. Egy irdnyitott graf csicshalmaza {a,b,c,d, e, f}, az élek és silyaik pedig az aldbbiak: s(a,b) = 5, s(a,e) = 6,
s(b,c) = 4, s(b,d) = 6, s(c,a) = 3, s(c,d) =1, s(d,e) = 2, s(e,c) = 2, s(e, f) =1, s(f,b) =3, s(f,c) =1
s(f,d)=1.

a) Dijkstra mddszerével hatdrozza meg a-bdl az Gsszes tobbi cstcsba vezeté legrovidebb it hosszat. (Indokolni
nem kell, de latszédjon, lépésenként hogyan véltozik a tavolsdgokat tarolé D tomb és a KESZ halmaz.)

b) Egy él stilydt 1-gyel csokkentjitk. Mely élek esetében nem véltoznak meg ezzel az a-tél mért tavolsdgok? (vz:
2003.03.31./1.)

)

2. Adjuk meg az 0Osszes olyan minimdlis élszdmu irdnyitott gréfot (élsulyokkal egyiitt), amely(ek)re az aldbbi
tédbldzat a Dijkstra—algoritmusban szereplé D] | tomb véltozdsait mutathatja. Adja meg a legrovidebb utakat
tartalmazé P[] tomb &llapotait is. (fs: 7/2.)

Lo [ vz | s [va [ws [ v ]

[en] Hen) Hen) Hen) Nanl
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3. A G = (V,E) irdnyitott grafban a cstcsok egy része fontos, ezeknek a csicsoknak a halmaza az ) £ F C V.
A graf minden éléhez tartozik egy pozitiv élsily. Az u € F fontos csics tavolsiga a v € F fontos cstcstdl a
legrovidebb olyan u-bdl v-be mend Ut hossza, aminek nincs u-tél és v-t6l kiilonbozé fontos csticsa. Legyen a
graf a matrixdval adott, és minden csticsra adott az is, hogy fontos cstcs-e. Adjon algoritmust ami O(|V'|?|F|)
lépésben meghatédrozza az Gsszes fontos cstucespar kozotti tavolsdgot!) (vz: 2008.03.28./4.)

4. a) Epl’tsen kupacot az 6ran tanult linedris idejii médszerrel az aldbbi tombbdl: 31,6,50,7,2,51.
b) Szirja be az igy kapott témbbe az 1, majd ezutan az 5 szamot!
¢) Hajtson végre két egymadst kovetd MINTOR-t az {gy kapott kupacon!

5. Adjunk hatékony algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének a megtaldldsara! Elemezziik a médszer
koltségét is! (fs: 3/37.)

6. Egy rendezett halmazbdl n elem kupacban van elhelyezve. Bizonyitsuk be, hogy a legnagyobb elem megke-
reséséhez )(n) Osszehasonlitds sziikséges! (fs: 3/40.)

7. Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek taroldsara szolgdl. A megvaldsitando
miiveletek:
e Felépit(n) n elembdl felépiti a struktiarat
e Mintor, Maxtor a min. illetve max. elem torlése
e Beszir(z) az x elemet a struktiraba illeszti.

Az egyes miiveletek uniform koltsége ne legyen t6bb, mint Felépit: O(n); Mintor, Maxtor, Beszur: O(logn),
ahol n a tdrolt elemek szdma. (fs: 3/32.)

8. Egy irdnyitott graf cstcshalmaza {a,b,c,d, e, f}, az élek és silyaik pedig a kovetkezbek: s(a,b) =6, s(a,c) =5,
s(a,e) = 8, s(b,a) = 5, s(b,e) =1, s(b, f) = 2, s(e,b) = 2, s(c, f) = 4, s(e,b) = 6, s(e,d) = 3, s(f,d) =1,
s(f,e) =1
a) Dijkstra-algoritmussal hatdrozza meg a-bdl az 6sszes tobbi pontba vezetd legrovidebb it hosszét. (Indokolni
nem kell, de 1épésenként irja fel a tavolsadgokat tartalmazé D tomb és a KESZ halmaz allapotat.)

b) Vegyiik hozzd a grathoz az (b, d) élet. Milyen s(b,d) > 0 silyok esetén véltozndnak meg ezzel a legrovidebb
utak hosszai? (vz: 2004.03.29./1.)

9. Egy vasuti menetrend segitségével meg akarjuk hatarozni, hogyan tudunk leggyorsabban eljutni A varosbdl B-
be. Azaz adott, hogy melyik varosb6l hova megy kozvetleniil vonat, mennyi id6 alatt ér oda, ill. ha at akarunk
szallni egyik vonatrél a masikra, az adott helyen mennyi a varakozasi id6. Ezek ismeretében adjunk hatékony
algoritmust, amely meghatéroz egy legkevesebb ideig tarté utat! (fs: 7/36.)



10.

11.

12.

13.

14.

A maétrixaval adott G irdnyitott graf élei kozott van egy negativ sulyu él, a tébbi él sulya pozitiv. A grafban
nincs negativ stlyt kér. Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust az s € V(G) pontbdl az dsszes tobbi pontba vezetd
legrévidebb utak meghatérozdsara. (vz: 2004.05.27./6.

Adott egy kupac, mely n darab szdmot tartalmaz. Egy dj kupacot szeretnénk épiteni az eredeti kupac elemeinek
(—1)-szereseibdl. (Ehhez, ha akarjuk, haszndlhatjuk az eredeti kupacot.) Mutassa meg, hogy az 1j kupac
elkészitéséhez hasznalt 6sszehasonlitdsok szdma O(n). (vz: 2006.04.07./4.)

Ha adott n szdm, akkor hivjuk koziiliik k6zépsé elemnek a rendezés szerinti [n/2]-ediket. Kezdetben adottak
az ay,as, ..., a, egész szamok, amikrél tudjuk, hogy az a; a kozéps6 elem, egyébként a szamok rendezetlenek.
Ezekbdl épitsen fel egy adatszerkezetet, amiben két miivelet van:

BESZUR: egy 1j elemet illeszt az adatszerkezetbe,

KOZEPTOR: az aktuélis kozépsé elemet torli.

Mindkét miivelet megvaldsitdsa O(log k) Gsszehasonlitdst haszndljon, amikor k tdrolt elem van, az adatszerkezet
kezdeti felépitése legyen O(n) Gsszehasonlitds! (vz: 2007.04.27./4.)

Egy orvosi rendel6ben 2 orvos rendel, A és B. Bizonyos betegeket csak az egyik orvos ldthat el (minden ilyen
betegre adott, hogy ez az orvos A vagy B), més betegeket mindkettdjiik ellaithat. Emellett minden beteg kap
egy prioritdast, mely az eset stlyossdgat jelzi. Adjunk olyan adatstruktirdt, amely a kévetkezd miiveleteket
tamogatja:

BEHIV(X): a legkisebb prioritési beteget adja vissza az X orvos éltal ellathatéak koziil (X € {A, B}).
TOROL: torol egy beteget az adatszerkezetbol.

BESZUR: egy 1j beteget sztir be az adatszerkezetbe.

A BEHIV(X) mifivelet 1épéssszama legyen konstans, a masik ketté pedig O(log k), ha k beteg van! (vz: ?)

A miétrixdval adott irdnyitatlan G(V, E) graf egy varos uthédlézatat reprezentalja. A graf bizonyos csticsaiban
parkol6 van, minden parkoléhoz adott az ottani parkolas koltsége. Egy parkold a varosrendezés szerint felesleges,
ha a parkol6tdl legfeljebb k utcanyira (azaz legfeljebb k éllel elérhetden) van nala olcsébb parkols. Adjon O(k|V|?)
idejii algoritmust, ami eldonti, hogy van-e felesleges parkold a vérosban. (2004.03.29./6.)
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6. gyakorlat
Dijkstra algoritmus, kupac adatszerkezet,
linearis és binaris keresés, beszirasos és Osszefésiiléses rendezés

. Vidéken autézunk, ahol benzinkit csak bizonyos falvakban van. Az A falubeli benzinkutt6l indulunk és a B

faluba akarunk elérni (ahol szintén van benzinkut). A falvak kozotti utakat egy n csicesu e élil, Osszefiiggd,
irdanyitatlan graf irja le, melynek csicsai a falvak, az élek pedig a falvak kozotti utakat jelentik, egy él stlya a
két falut 6sszekotd utszakasz hossza. A graf az éllistdjaval adott, és ezen kiviil adott még az a k falu, amelyben
van benzinkit. Adjon O(kelogn) 1épésszamu algoritmust, amely meghatdrozza az A-bdél B-be vivd legrévidebb
olyan utvonalat, melynek sordn soha nem kell 600 kilométernél tébbet autéznunk két benzinkut kozott. (vz:
2006.04.07./5.)

Adott az A[l : n] csupa kiilonbozd egész szamot novekvd sorrendben tartalmazé tomb. (A témbben negativ
szémok is lehetnek!) Adjunk hatékony algoritmust egy olyan ¢ index meghatdrozdsara, melyre A[i] =i (feltéve,
hogy van ilyen 7): igyekezziink minél kevesebb elem megvizsgdldsdval megoldani a feladatot! (fs: 3/44.)

Rendezze az 11,3,27,2,5,1,4,8 tombot (a) Osszefésiiléses rendezéssel, (b) beszirdsos rendezéssel.

Legyen adott egy egészekbdl &ll6 A[l : n] tomb valamint egy b egész szdm. Szeretnénk hatékonyan eldénteni,
hogy van-e két olyan i,5 € {1,...,n} index, melyekre A[i] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a feladatot O(nlogn)
id6ben! (fs: 3/21.)

Egy csupa kiilonboz6 egészekbdl allé sorozat bitonikus, ha elészor no, utdna pedig fogy, vagy forditva: elGszor
fogy, utdna né. Példaul az (1,3,7,21,12,9,5), (9,7,5,4,6,8) és (1,2, 3,4,5) sorozatok bitonikusak. Adjunk O(n)
Osszehasonlitast haszndl6 rendezé algoritmust n elemi bitonikus sorozatok rendezésére! (fs: 3/5.)

A (novekvBen) rendezett A[1 : n] tomb k darab elemét valaki megvéltoztatta. A véltoztatdsok helyeit nem
ismerjiik. Javasoljunk O(n + klogk) uniform koltségii algoritmust az igy mddositott tomb rendezésére! (fs:
3/10.)

Az n méretil (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei killénbozd pozitiv egész szdmok. Adjon algoritmust,
amely meghataroz egy 1 < k < n szadmot és kivalaszt k kiillonbozo elemet az A tombbol gy, hogy a kivalasztott
elemek Osszege nem tobb mint k3. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt. Az algoritmus
lépésszama legyen O(nlogn). (Két szdm Gsszehasonlitdsa, Osszeaddsa vagy szorzdsa egy lépésnek szémit.) (vz:
2004.06.10./4.)

10.

11.

12.
13.

A valés szamokbél all6é ay, ..., a, sorozat olyan, hogy az a?, a2, ..., a2 sorozat egy darabig né, utdana csokken.
) ) ) 1> %2y )

N

Adjon O(n) &sszehasonlitast haszndlé algoritmust, ami rendezi az ay, .. ., a, sorozatot. (vz: 2007.04.27./1.)

Adott a sikon n pont, melyek koordindtéi (ay, b1), (ag,b2),..., (an,b,). Olyan
P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az aldbbi 6sszeg minimélis.

n

Z(|ai — x|+ [b; —yl)

i=1
Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghatéroz egy ilyen P pontot. (vz: 2007.06.19./5.)

Adott egy kupac és egy k kulcs. Adjunk algoritmust a kupac k-nal kisebb kulcst elemeinek megkeresésére! Ha
m ilyen elem van, akkor az algoritmus O(m) 1épést haszndlhat. (fs: 3/39.)

Legyen adott egy rendezett univerzum 2n kiilénb6z6 elemébdl all6 S halmaz. Szeretnénk az S elemeit egy
AJl : 2n] témbbe elhelyezni tigy, hogy

A[l] < A2] > A[3] < A[4] > --- < A2n — 2] > A[2n — 1] < A[2n]
teljestiljon. Adjunk meg egy O(n) Osszehasonlitdst haszndlé algoritmust erre a feladatral! (fs: 3/24.)
Egy n elemii sorozat csupa 0-bdl és 1-esbdl &ll. Rendezziik a sorozatot n — 1 Gsszehasonlitdssal! (fs: 3/26.)

Legyen adott egy csupa kiillonbozé egész szdmot tarolé n elemli A témb, és egy 1 < k < n szdm. A k darab
legkisebb abszolit értékii tombbeli elemet akarjuk meghatarozni. Ha tobb megoldés is van, elég csak egy ilyen
k-ast megadni. Adjon algoritmust, ami meghatdroz k darab ilyen értéket és a lépésszdma k < [logn] esetben

O(n).



14.

15.

16.

Az A[l...n] tombben egész szdmokat térolunk, ugyanaz a szém t0bbszor is szerepelhet. Hatdrozzuk meg
O(nlogn) lépéshen az Gsszes olyan szémot, amelyik egynél tobbszor fordul el a tombben. (vz: 2004.03.29./2.)

Az A[l : n] tombben egész szdmokat tarolunk, ugyanaz a szdm t6bbszor is szerepelhet. Hatdrozzuk meg
O(nlogn) lépésben a leggyakoribb szdmokat, vagyis azokat, amelyeknél tobbszor semelyik mdsik szdm sem
fordul el a témbben.

Adott egy n x n-es matrix. Adj O(n?logn) dsszehasonlitdst hasznalé algoritmust, amely eldonti, van-e két
olyan sor, amelyeknek az els§ oszlopbeli elemei kiilénboéznek, viszont az dsszes tobbi oszlopban megegyeznek!(vz:
2002.06.25./5.)
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7. gyakorlat
Buborék- és kupacos rendezés; gyorsrendezés; lada- és radixrendezés

1. Rendezze az 7,3,12,1,5,4 témbot (a) buborékrendezéssel és (b) kupacos rendezéssel.

2. Adott egy egész szdmokat tartalmazé A[l..n] tomb, amelyben legfeljebb n elempar all inverziéban egyméssal
(két elem akkor &ll inverziéban, ha a nagyobb megelézi a kisebbet). Igaz-e, hogy a buborék-rendezés rendezi az
A t6mbot
a) legfeljebb n Gsszehasonlitdssal?
b) legfeljebb n cserével? (fs: 3/18.)

3. Adott egy dobozban n kiilonb6z6é méretli anyacsavar, valamint egy masik dobozban a hozzajuk ill6 apacsavarok.
Kizarolag a kovetkezo Gsszehasonlitasi lehetéséglink van: Egy apacsavarhoz hozzaprobalunk egy anyacsavart. A
probanak haromféle kimenete lehet: apa < anya, apa = anya, vagy apa > anya; annak megfeleléen, hogy az
apacsavar kiils6 atméréje hogyan viszonyul az anyacsavar bels6 dtmérdjéhez. Szeretnénk az anyacsavarokhoz
megtalalni a megfelels apacsavarokat. Adjunk erre a feladatra atlagosan O(nlogn) dsszehasonlitast felhasznélo
modszert! (fs: 3/27.)

4. Rendezziik a kévetkezé lancokat a radix rendezés segitségével: abc, acb, bea, bbe, acc, bac, baa. (fs: 3/2.)

5. Véazoljunk egy O(n) id6igényti algoritmust (az idékorlat bizonyitdsdval egyiitt) n olyan egész szdmbdl allé sorozat
rendezésére, melynek elemei az
(a) {1,...,3n} tartomdnyba esnek!
(b) {1,...,n" — 1} tartoményba esnek! (fs: 3/29.)

6. Adott n kiillonboz6 elem, ezek koziil keressiik a kicsiket. A beszurdsos, az Osszefésiiléses, illetve a kupacos
rendezést a szokasos moédon futtatva nagysagrendileg hany Osszehasonlitast végziink, amig megtudjuk, hogy
melyik az els§ k darab legkisebb elem? (vz: 2006.04.07./2.)

7. A G = (V,E) tobbszoros élet nem tartalmazo irdnyitott graf cstcsai legyenek {vq,vs,...,v,}. Tegylik fel, hogy
a graf olyan éllistaval adott, amelyben minden cstcsndl a szomszédok tetszoleges sorrendben vannak felsorolva.
Adjon algoritmust, ami O(|V| 4+ |E|) 1épésben olyan éllistat hoz létre, amiben a szomszédok minden csicsnél
névekvo sorrendben vannak.

8. A 4 elem I abc felett adott két sz6: x = x122 -+ Tp ésy = y1Y2 -+ - Y, ahol 1 <k <nésx;,y; € I. Keressik az x
széban az olyan részszavakat, amelyek anagrammai y-nak, azaz az olyan ¢ indexeket, hogy az x;, x;41, ..., Titk—1
betiik megfeleld sorrendbe rakva az y szét adjdk. Adjon algoritmust, ami x-ben az Gsszes ilyen ¢ helyet O(n)
lépésben meghatédrozza. (vz: 2006.06.19./6.)

9. Minden nap tobb 1j megmunkalandé munkadarab érkezik a miihelybe, de naponta csak eggyel végeznek. Tegyiik
fel, hogy M napon at minden nap M ujabb munkadarab érkezik. A munkadarabok meg vannak szdmozva 1-t0l
M?-ig, de tetszbleges sorrendben érkezhetnek. A miihelyben minden nap egy darabot, a felgyiilemlett munka-
darabok koziil a legkisebb sorszamit csindljak meg. Jelolje A; az i-edik nap érkez6 munkadarabok halmazat,
|A;] = M és Ay U...U Ay = {1,...,M?}. Adjon algoritmust, amely az A; halmazokbél O(M?) lépésben
meghatdrozza, hogy az M nap kozil melyik nap melyik munkadarab fog elkésziilni. (vz: 2005.06.23./6.)
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8. gyakorlat
Keresofak, pre-,in-,postorder bejaras; Piros-fekete fak

1. (a) Epl’tsen beszirasokkal bindris kereséfat az aldbbi sorrendben érkez6 szamokbdl: 7,3,2,9,8,12,6,4.

(b) Milyen sorrendben irja ki a preorder, inorder és posztorder bejards a csticsokat?
(¢) Sztrja be az (a) résznél adott faba az 5-t, aztan torolje ki a 2,6 és 7 elemeket.

2. Egy bindris kereséfdban csupa kiilonboz6 egész szdmot tarolunk. Lehetséges-e, hogy egy KERES(z) hivés sordn
a keresési Uit mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kulcsokat latjuk ebben a sorrendben? Ha nem lehetséges, indokolja
meg miért nem, ha pedig lehetséges, hatdrozza meg az Gsszes olyan x egész szdmot, amire ez megtorténhet. (vz:
2004.03.29./3.)

3. Egy bindris fa inorder bejarasa:

j7b7kagvi7aacvd7f767h
preorder bejarasa:

a7b7j,g7 k7i,d,c7e7f7h'
Rekonstrudld a fat! (vz: 2002.06.11./3.)

4. Epl’tsen piros-fekete fat az alabbi sorrendben érkezé szamokbodl: 1,2,3,4,5,6.

5. Egy piros-fekete faban valamelyik, a gyokértél egy levélig vezetd titon sorban az aldbbi szin{i pontok vannak:
fekete, piros, fekete, fekete. Mennyi a faban térolt elemek szdmdnak a minimuma? (2008.06.17./4.)

6. Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsiag megsértése nélkiil
(a) néhdny piros csicsot atvéltoztathatunk feketére?

(b) valamelyik, de csak egy piros csticsot dtvaltoztathatunk feketére?
(Mést nem véltoztatunk a fan.) (vz: 2007.04.27./3.)

7. Adott egy n cstcsu és egy k cstcst piros-fekete fa. A két faban térolt 6sszes elembél O(n + k) 1épésben készitsen
egy rendezett tombot. (vz: 2007.06.05./5.)

8. Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordindtdjukban kiilonboznek. Bizonyitsuk be, hogy egy és
csak egy bindris fa létezik, melynek pontjai az adott n pont, és az els6 koordinata szerint a keresofa tulajdonsiggal,
a mésodik szerint pedig a kupac tulajdonsdggal rendelkezik. (Vigydzat: a kupac tulajdonsdgba nem értendd
bele, hogy a fa teljes bindris fa legyen, mint amilyet a tanult ”kupacépité” algoritmus létrehoz.) (fs: 4/15.)

9. Lehetséges-e, hogy egy piros-fekete fabdl a tarolt elemeket preorder bejaras szerinti sorrendben kiolvasva ezt
kapjuk: 6, 1, 5, 3, 2, 47 (vz: 2008.05.09./6.)

10. Egy bindris kereséfa ”valamely bejardsdan” mindig a {pre, in, post}-order valamelyikét értjiik.
(a) Mely bejarasokndl lehetséges az, hogy a téarolt elemek legnagyobbika megel6zi a legkisebbet?
(b) Tegyiik fel, hogy egy bindris kereséfadban az 1,2,...,n szdmok vannak térolva, tovdbbd hogy a fa valamely
bejardsanal a szamok az n,n — 1,...,1 sorrendben kovetkeznek. Hatérozzuk meg, melyik lehetett ez a bejaras
és milyen lehetett ez a bindris kereséfal (fs: 4/3.)

11. Egy kezdetben tres piros-fekete fdba az 1,2,...n szdmokat szirjuk be (ilyen sorrendben), milyen lépésekben
lehet az 1 szine piros?

12. Tervezzen adatstruktirat a kovetkezd feltételekkel. Természetes szamokat kell tdrolni, egy szadm tobbszor is
szerepelhet. A sziikséges miiveletek:
BESZUR(i): i egy jabb példdnydt taroljuk
TOROL(i): i egy példénydt tordljiik
MINDTOROL(:): ¢ 6sszes példdnyéat toroljik
DARAB(i): visszaadja, hogy hény példdny van i-bé&l
ELEM(K): megmondja, a nagysig szerinti rendezésben a K-adik elem értékét.
Az adatstruktira legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tarolunk, akkor mindegyik miivelet 1épésigénye O(logm).
(Péld4ul ha a térolt elemek 1,1,3,3,3,8, akkor DARAB(1)=2, ELEM(4)=3 és m =3.) (vz: 2003.03.31./4.)

13. Adott egy n = 2¥ —1 pont teljes bindris kereséfa. A faban tarolt elemek egészek az I = [1,2¥] intervallumbdl és

egy szam legfeljebb egyszer fodul el6 a faban. Utdébbi feltétel szerint pontosan egy olyan i € I egész van, amely
nincs a fdban. Adjunk egy hatékony mdédszert i meghatdrozasara. (fs: 4/6.)
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9. gyakorlat
2-3 ték, B-fak

. Tllessziik be az alabbi 6 kulcsot egy kezdetben tires (2, 3)-fdba a megadott sorrendben: D, B, E, A, C, F. Rajzoljuk

le az eredményiil kapott fat! (fs: 4/7.)

Az [1,178] intervallum Osszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gydkérben két kulcs van, és
az elsé kules a 17. Mi lehet a masodik? Miért? (fs: 4/9.)

Egy Bgo-fonak (huszadrendii B-finak) 10° levele van. Mekkora a fa szintjeinek minim4lis, illetve maximalis
széma? (fs: 4/10.)

. Egy kezdetben tires 2-3-fiba az 1,2,...,n szamokat szurtuk be ebben a sorrendben. Bizonyitsa be, hogy a

keletkezett faban a harmadfoku csicsok szama O(logn). (vz: 2004.03.29./5.)

Egy orvosi rendelében a regisztraciondl kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozok eldontik, hogy a beteg az épp
rendel6 két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell keriiljon, vagy barmelyikiikh6z keriilhet. Ezen kiviil, a beutal6
ismeretében, a beteghez egy, a siirgdsséget kifejez6, szamot is rendelnek. Amikor valamelyik orvos végzett egy be-
teggel, akkor azon betegek koziil, akiket nem csak a masik orvos lathat el, behivja a legnagyobb siirgésségi szamiit.
Tegyiik fel, hogy a kiosztott siirgdsségi szamok egymaéstol kiilonbozéek. frjon le egy olyan adatszerkezetet, ami
abban az esetben, ha n beteg varakozik, akkor a regisztracién az 4j beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a
kovetkezd beteg kivalasztasat O(logn) 1épésben lehet6vé teszi. (vz: 2008.03.28./5.)

frj on le egy olyan adatszerkezetet, amivel egész szamok véges sok részhalmazat tarolhatjuk, ha minden téarolandé
T; halmaznak véges sok eleme van. )
Hérom miiveletet definidlunk, a BESZUR lépésszama legyen O(|T;]), a mésik két miiveleté pedig O(|T;| + |T})).

BESZUR(i,x):/ a T; halmazhoz hozzéveszi az © egész szdmot
METSZETMERET(:,j): megadja a két halmaz metszetének |T; N T}| elemszadmé&t

UNIOMERET(4,7): megadja a két halmaz uniéjanak |T; U Tj| elemszdmét. (vz: 2007.05.29./.5)

10.

11.

Az S és S5 kulcshalmazokat kiegészitett 2-3-fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-3-fat6l abban kiillonboznek csak,
hogy minden csicsban fel van jegyezve az onnan induld részfa magassiga (szintjeinek szdma). Tegyiik még fel,
hogy az Si-beli kulcsok mind kisebbek az Ss-belieknél. Javasoljunk hatékony algoritmust a két fa egyesitésére.
A cél tehdt egy olyan kiegészitett 2-3-fa, amelyben a kulcsok S U Sy elemei. (fs: 4/12.)

Egy 2-3 faban egy rendezett halmaz 10 000 elemét szeretnénk tarolni. Milyen korlatok kozé esik a fa magassaga?
(fs: 4/8.)

Egy 2-3 faba egymds utan 1000 4j elemet illesztettiink be. Mutassa meg, hogy ha ennek soran egyszer sem
kellett csticsot szétvdagni, akkor a beillesztések sorozata elétt mér legaldbb 2000 elemet taroltunk a faban. (vz:
2003.03.31./2.)

Viézolja a 2-3 fanak (és miiveleteinek) egy olyan médositasat, amiben tovébbra is van KERES, BESZUR, TOROL,
MIN, MAX miivelet, és ezeken kiviil van még RANG és K-ADIK miivelet is, ahol RANG(x) azt adja vissza, hogy
a tarolt elemek kozott az x a rendezés szerint hdnyadik elem, a K-ADIK(4) pedig, hogy a rendezés szerint a térolt
elemek koziil melyik az i-edik. A médositas soran a felsorolt szokasos miiveletek 1épésszamanak nagysagrendeje ne
véltozzon, és mindkét 1j miivelet 1épésszdma legyen O(logn), ahol n a térolt elemek szdma. (vz: 2008.05.09./5.)

Egy sportklub teniszez6i kialakitottak egy erésorrendet. Ezt a kovetkez6 szabalyok szerint tartjak karban:
e 1j jatékos a sorrend végére keriil;
e a rangsor szerinti i-edik jatékos kihivhatja az ¢ — 1-ediket; ha legy6zi, helyet cserélnek.

Tervezziink olyan hatékony adatszerkezetet, mely lehetOvé teszi a rangsor szamitogépes kezelését! A sziikséges
funkcidk a kovetkezok:
e Beszir(név): az 4j jovevényt a rangsor végére teszi
e Kihiv(név): az i — 1. helyen 4116 személy nevét adja, ha a "név”-vel azonositott személy az i. helyen &ll és
> 1.

e Kicserél(i): kicseréli a rangsor i. és i — 1. helyén lev$ személyeket, ha i > 1.

(fs: 4/31.)
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10. gyakorlat
Hash-elés

. A hash-fiiggvény legyen f(K) = K, a tablaméret M =7, és 1 < K < 20. Helyezziik el a tdbldban a 3, 4, 7, 11,

14, 17, 20 kulcsokat ebben a sorrendben

(a)linedris

(b)kvadratikus maradék

probalast hasznélva az titkozések feloldasara. (fs: 6/5.)

A T[0 : M] tédbldban 2n elemet helyeztiink el az els§ 3n helyen (3n < M) egy ismeretlen hash-fliggvény
segitségével. A tdbldban minden 3i index(i hely iiresen maradt (0 < i < n). Legfeljebb hény litkdzés lehe-
tett, ha az litkozések felolddsédra

a) linedris prébéldst

b) kvadratikus maradék prébéldst hasznaltunk? (fs: 6/7.)

El6fordulhat-e nyitott cimzéses hash-elés esetén, hogy az n > 3 méreti tablaban csak 3 elem van, de a keresés
lépésszéma n 7 (vz: 2006.04.07./1.)

Egy m méretii hash-tabldban mér van néhdny elem. Adjon O(m) 1épésszamu algoritmust, amely meghatédrozza,
hogy egy tjabb elem linedris probéval torténd beszurdsakor maximum hany titkdzés torténhet. (vz: 2005.04.08./2.)

Az 1 és 91 kozotti bsszes 3-mal oszthatd egész szamot valamilyen sorrendben egy M méretii hash-tablaba raktuk
a h(z) = x( mod M) hash-fiiggvény segitségével, linedris prébaval. Ennek sordn hany iitkozés fordulhatott elé,
ha M = 35, illetve ha M = 36 ? (vz: 2008.06.03./4.)

A kezdetben iires M méreti hash-tdblaba sorban beraktuk a ki, ko, ..., k, kulcsokat a h(z) = x(mod M) hash-
fliggvénnyel, linearis prébaval. Jelolje t; a keletkezett tabldban az egymaéas melletti foglalt mezék maximalis
szamat. Amikor ugyanezt a ki, ko,...,k, sorozatot ugyanabban a sorrendben egy tires 2M méretii tablaba
rakjuk be a h(z) = z(mod 2M) hash-fiiggvénnyel, linedris prébédval, akkor a kapott tdbldban legyen t; az
egymas melletti foglalt mez6k maximalis szama.

(a) Igazolja, hogy ta < t;

(b) Igaz-e, hogy t; < 2ty 7 (vz: 2005.05.26./5.)

A T[0 : M — 1] tdblaban rekordokat térolunk nyitott cimzésii hashelt szervezéssel. Az {itkGzések felolddséra
linedris probaldst alkalmazunk. Tehdt ha a h(K) sorszamu cella foglalt, akkor a K kulcsi rekordot a h(K) —
1,h(K)—2,... sorszamu celldk koziil az elsd iiresbe tessziik. Tegyiik fel, hogy a tébla haszndlata sorén egy hibds
torlés tortént: egy cellabol kitoroltiink egy rekordot a torlés-bit bedllitasa nélkiil.

(a) Igaz-e, hogy a hibds torlés helye mindig megtaldlhat6?

(b) Adjunk hatékony (linedris id6igény(i) algoritmust a tdbla megjavitdsdra. (Moddositsuk gy a tabldt, hogy
megsziinjenek a hibds torlés negativ kévetkezményei.) (fs: 6/8.)

10.

11.

12.

Nyitott cimzéssel hasheltiink egy 11 elem tdbldba a h(k) = k (mod 11) hash-fiiggvény és kvadratikus maradék
préba segitségével. A kovetkezd kulcsok érkeztek (a megadott sorrendben): 6,5,7,17,16,3,2,14. Add meg a
tébla végsd allapotét! (vz: 2002.06.25./3.)

A bg...b, alaki n + 1 hosszi bitsorozatokat akarjuk tarolni. Tudjuk, hogy a by paritasbit, ami a sorozatban
az egyesek szdmat pdarosra egésziti ki. Ha nyitott cimzés(i hash-elést haszndlunk h(z) = x (mod M) hash-
fliggvénnyel és linearis probaval, akkor M = 2™ vagy M = 2" + 1 méretli hash-tabla esetén lesz kevesebb
titk6zés? (vz: 2003.06.06./4.)

Mutassuk meg, hogy (nyitott cimzéses hashelés, lin. prébalkozds esetén) mér két kulcshoz tartozé hash-
fiigvényérték megegyezése is okozhat ”tetszblegesen” nagy méretii csomésoddst. (fs: 6/3.)

Egy n méretli hash tdbldba linedris probéaval szirjuk be az aj,as,...,ar, ax+1 elemeket. Az elsé k elem (2 <
k < mn) beszurdsa soran Gsszesen (’;) iitkozés tortént. Legrosszabb esetben hany iitkozés lesz ay11 beszirdsakor?
(vz: 2002.04.08./1.)

A kezdetben tires M = 9 méretii hashtdbldba a h(x) = 2 (mod 9) hash-fiiggvény segitségével az adott sorrendben
rakja be a 4, 27, 18, 13, 9, 10, 30 elemeket

(a) linedris prébaval;

(b) kvadratikus prébaval.

Mindkét esetben minden 1épés utan irja le a kapott tombot és jelolje, hogy az aktudliselem hol okozott iitkozést.
(vz: 2007.04.27./5.)
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11. gyakorlat
Mélységi bejards, PERT mddszer, DAG-ok

. Adott a G iranyitatlan graf a kovetkezo éllistaval: a:b,c; b:a,d; c:a,d; d:b,c,e.f; e:d,f,g; f:d,e,g,h; g:e,f h; h:f.g;

Keresstink G-ben a-bdl kiindulé mélységi feszitéfat! (fs: 7/27c)

. A 6 ponti G graf cstcsait jeldlje x,y, z, u,v,w. A graf egy mélységi bejdrasandl a mélységi, ill. a befejezési

szamok a kovetkezok: x: 1,6; y: 2.4; z: 6,5; u: 3,3; v: 4,1; w: 5,2. Adjuk meg a bejdrashoz tartozé mélységi
feszit6fa éleit. Rekonstrudlhaté-e G az elézd szamok ismeretében?

Ellistéjukkal adottak az aldbbi G és Go irdnyitott grafok (zaréjelben az élsilyok).

G1: a:b(3),¢(8); b:d(-7); c:d(5); d:e(2); e:a(-10);

Go: a:g(2),£(10); b:a(-2),g(1); c:-; di-; e:c(5),d(6); f:e(7); g:£(1), e(8);

(a) Dontsiik el mélységi bejdrds segitségével, hogy ezek a grafok DAG-ok-e!

(b) Amelyik graf DAG, abban adjunk meg egy topologikus sorrendet, hatdrozzuk meg az a jelii csticsbdl a c-be
vezetd legrovidebb Ut hosszat és szamitsuk ki a grafban levd leghosszabb Ut hosszat is.

Cirkuszi akrobatdk egymds vélldra dllva minél nagyobb tornyot szeretnének létrehozni (a toronyban minden
szinten csak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlati szempontok miatt egy ember vallara csak olyan allhat,
aki nala alacsonyabb és konnyebb is. A cirkuszban n akrobata van, adott mindegyikiikk magassaga és sulya.
Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legtébb emberbdl 41l torony Gsszedllitdsat. (vz:
2005.04.08./5.)

Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott irdnyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy igazolja a graf
kérmentességét O(|V]) id6ben (fiiggetlentil attol, hogy |E| akar sokkal nagyobb is lehet, mint |V])! (fs: 7/20.)

10.

Legyen G egy iranyitatlan Gsszefligg6 graf. Igaz-e, hogy

(a) G minden f éléhez van G-nek olyan mélységi bejardsa, amelyben f egy faél?

(b) G minden f éléhez van G-nek olyan szélességi bejdrdsa, amelyben f egy faél?

(¢) G minden F feszit6fdjahoz van G-nek olyan mélységi bejardsa, amelyben F' minden éle faél?

(d) G minden F feszit6fdjdhoz van G-nek olyan szélességi bejérdsa, amelyben F' minden éle faél? (2006.04.07./3.)

Egy szamitoégéphélézatban n szamitégép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik gép tlizenetet kiild a j-
ediknek (i, j, t) formaban feljegyeziink, ahol a ¢ egész szdm az {izenet kiildésének idépontjét jeloli. Ugyanabban
a t idépontban egy gép tobb gépnek is kiildhet tizenetet. Ha a ¢ id6pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy
(4, j, t) lzenet hatdsdra a j-edik gép megfertézddhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 idéponttdl kezdve mar a j-edik
gép is virusos lehet. Legyen adott az (4, j,t) hdrmasoknak egy m hosszi listdja, valamint x, y és ¢ty < t; egész
szamok. Azt kell eldonteniink, hogy ha az x-edik gép a tg idépontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik
gép a t; id6pontban virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérdést O((t1 — to)n + m) 1épés utdn megvalaszolja.
(2007.06.12./5.)

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V, E) irdnyitott graf felbonthaté két DAG-ra; pontosabban az élhalmazédnak
van olyan E, Ey particidja (E = E1UE, és EYNEy = 0), hogy a G = (V, E4y) és a Gy = (V, E3) grafok DAG-ok!
(fs: 7/7.)

Legyen adott egy n x n pixelbdl all6 fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels6 saroktdl a jobb alsé sarokig
egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat hiuzni gy, hogy a vonaltdl jobbra-felfele esé fekete, valamint a vonaltdl
balra-lefele esé fehér pixelek szdmanak az Gsszege a lehetd legkisebb legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?)
id6ben! (fs: 7/5.)

Van n fajlunk, az i-edik f4jl hosszat jeldlje a h;. Tegyiik fel, hogy a h; szdmok egészek. Mentéshez két egyforméan
L méretli lemez &ll rendelkezésiinkre (L pozitiv egész szdm). A cél, hogy minél nagyobb k szdmra az els6 k
darab fijl mindegyikét mentsiik ki a lemezekre. Fajlokat szétvagni nem szabad, minden fjl teljes egészében
keriil az egyik vagy a masik lemezre. Adjon algoritmust, ami adott L és h; szamokhoz meghatarozza, hogy
melyik f4jlt melyik lemezre tegyiik ahhoz, hogy k a lehetd legnagyobb legyen. Az algoritmus 1épésszama legyen
O(L?). (2006.06.26./6.)
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. A G(V,E) 0Osszefiiggd, irdnyitott graf minden éle az 1,2,...,k szdmok valamelyikével van silyozva. Egy 1t
értéke legyen az uton taldlhaté élek sulyainak mazimuma. Hatdrozza meg, hogy ha adott két csucs xz,y € V,
akkor mennyi a leheto legkisebb értékii x-bol y-ba vezetd ut értéke. Ha G éllistaval adott és e éle van, akkor a
lépésszéam legyen O(elogk). (vz: 2003.03.31./6.)

Ellistaval adott egy G graf, melynek n csiicsa és e éle van. A graf minden cstcsdhoz hozza van rendelve egy 1
és k kozotti egész szam (cimke). Taldljunk (ha létezik) olyan tarka utat a grafban, amelyben minden 1 < i < k
cimke pontosan egyszer fordul el§. Az algoritmus 1épésszdma legyen O(k! (e +n)). (vz: 2003.05.30./4.)

frj on le egy olyan adatszerkezetet, amivel egész szamok véges sok részhalmazat tarolhatjuk, ha minden téarolandé
T; halmaznak véges sok eleme van. )
Hérom miiveletet definidlunk, a BESZUR lépésszama legyen O(|T;]), a mésik két miiveleté pedig O(|T;| + |T})).

BESZ[,JR(i,x):, a T; halmazhoz hozzdveszi az © egész szamot
METSZETMERET(¢,5): megadja a két halmaz metszetének |T; N T;| elemszamat
UNIOMERET(4,7): megadja a két halmaz uniéjdnak |T; U Tj| elemszamét. (vz: 2007.05.29./.5)

A T[0 : M — 1] tabldban rekordokat tdrolunk nyitott cimzésii hashelt szervezéssel. Az titkozésck felolddsédra
linedris probalast alkalmazunk. Tehdt ha a h(K) sorszamu cella foglalt, akkor a K kulcsi rekordot a h(K) —
1,h(K)—2,... sorszdmu celldk koziil az els6 iiresbe tessziik. Tegyiik fel, hogy a tabla hasznélata sordn egy hibds
torlés tortént: egy cellabdl kitoroltiink egy rekordot a torlés-bit bedllitasa nélkiil.

(a) Igaz-e, hogy a hibds torlés helye mindig megtaldlhat6?

(b) Adjunk hatékony (linedris id6igényti) algoritmust a tdbla megjavitdsara. (Mddositsuk gy a tdbldt, hogy
megszilinjenek a hibds torlés negativ kovetkezményei.) (fs: 6/8.)

(a) Hatdrozza meg az A csicsbdl az Gsszes tobbi csicsba vezetd legrovidebb 1t hosszat a Bellman-Ford algorit-
mussal!

(b) Hatérozza meg Floyd mddszerével az dsszes pontparra a legrovidebb utak hosszat!
B 4 C
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12. gyakorlat
Minimalis sulyu feszitofak

1. G irdnyitatlan graf a kovetkezd éllistdval (zardjelben a koltségek, az élek mindkét végpontjukbdl fel vannak
sorolva):
a:b(2),¢(3); b:a(2),d(2); c:a(3),d(1); d:b(2),c(1),e(2),£f(4); e:d(2),£(1),g(2); £:d(4),e(1),8(2),h(1); g:e(2),£(2),h(3);
hif(1),(3);
Keressiink G-ben
(a) Prim algoritmusdval minimdlis koltségli feszitéfat!
(b) Kruskal algoritmusdval minimélis koltségli fesz{t6fat! (fs: 7/27.ab)

2. Utépitéskor a kornyéken sok helyen felszedték a jardat. Az épitdék 1-t6l n-ig megszdmoztak a fontos pontokat
(kapualj, utkeresztez6dés, stb.). A kornyék dllapotét két n x n tédbldzat {rja le. A J tdbldzatban J[i,j] = 1, ha
az 1 és j pontok az utcan szomszédosak és megmaradt az ezeket Osszekotd részen a jarda, egyébként az érték 0.
A P tablazat az ideiglenesen elhelyezhet6 palldkat irja le: ha az i és j pontok Gsszektothetéek egy palldval, akkor
PJi, j] ennek a pallénak a koltsége. Amennyiben a két pont nem kothetd dssze egy palléval, akkor a tdbldzatban
* szerepel. (Minden pall6 pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy mindenhonnan mindenhova
el tudjunk jutni (hol jarddn hol pallén haladva). Az épitdk célja, hogy tigy védlasszdk meg a palldk helyét, hogy
minél kevesebb pall6t kelljen hasznalniuk, és ezen beliil a palldk értékeinek 6sszege minimalis legyen. frjon le egy
algoritmust, ami O(n?) lépésben javasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra tetsz6legesen sok pallé illeszkedhet,
és a gyalogosok az egy pontra illeszkedd pallék barmelyikérdl barmelyikére &t tudnak 1épni.) (vz: 2007.06.05./6.)

3. Ellistaval adott a G = (V, E) egyszerfi, dsszefiiggd graf. A graf élei silyozottak, a silyfiiggvény ¢ : E — {—1,1}.
Adjon algoritmust, ami G-ben O(|V| + |E|) 1épésben meghatdrozza, hogy mennyi a minim4lis stilya egy olyan
részgrafnak, ami G minden pontjdt tartalmazza és Osszefliggd. (vz: 2008.06.03./6.)

4. Métrixdval adott egy G(V, E) irdnyitott graf, melynek minden éléhez egy pozitiv sily tartozik. A graf minden
csticsa vagy egy raktdrat vagy egy boltot jelképez, az élsilyok a megfelels tavolsdgokat jelentik. Olyan G’
részgrafjat keressiik G-nek, amely minden csicsot tartalmaz, és amelyben minden bolthoz van legalabb egy
raktar, ahonnan oda tudunk széllitani (azaz van koztiik 1t a grafban). Adjon O(n?) 1épésszami algoritmust egy
a feltételeknek megfeleld minimélis 6sszsilyt G részgraf megkeresésére. (vz: 2003.06.06./5.)

5. Legyen adva egy (egyszert, irdnyitatlan, oszefiiggd) n ponti G graf éllistaval, az élek siilyozdsdval egyiitt. Tegyiik
fel, hogy a G-bél a vy cstics, valamint a vi-re illeszked§ élek elhagydsaval keletkezé G graf még mindig osszefliggd,
és adott G’ egy minimélis koltségii feszitéfdja. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust a G graf egy minimélis
koltségli feszit6fdjanak az elkészitésére! (Teljes értékii megoldds: O(nlogn) idejil algoritmus.) (fs: 7/28.)

6. A szoftverpiacon n féle grafikus formatum kozotti oda-vissza konverzidra hasznédlatos programok kaphatdk: az
i-edik és a j-edik kozétt oda-vissza fordité program ara a;;, futési ideje pedig t;; (ha létezik).
(a) Javasoljunk mddszert annak megtervezésére, hogy minden egyes formdtumrdl a sajat grafikus termindlunk
altal megértett formdtumra a lehetd leggyorsabban konvertéljunk! (Az ar nem szdmit.)
(b) Javasoljunk médszert annak eldontésére, hogy mely programokat vdsdroljuk meg, ha azt szeretnénk a le-
het6 legolcs6bban megoldani, hogy a megvett programok segitségével barmelyik formatumrdél barmelyik mas
forméatumra képesek legyiink konvertélni. (Itt a futdsi id6 nem szamit). (fs: 7/32.)

7. Legyen G = (V,E) egy silyozott irdnyitatlan graf, amiben minden él silya pozitiv. Tegyik fel, hogy G
osszefiiggd, de nem teljes graf. A G grafthoz egy 0 silyu élt akarunk hozzdadni tgy, hogy a keletkezé G’
grafban a minimalis feszitéfa silya a lehetd legkisebb legyen. Adjon algoritmust ami a métrixdval adott G gréfra
O(|V']?) 1épésben meghatdrozza, hogy melyik két, a G-ben nem osszekotott pont kozé hiizzuk be az j élet. (vz:
2006.06.12./5.)

8. Legyen G egy Osszefliggd graf, az élein pozitiv élsilyokkal. A G grafnak most csak az olyan feszitéfdk érdekelnek
minket, melyekben legfeljebb 3 darab nem elséfokd pont van. Adjon polinom ideji algoritmust, amely meg-
hatéroz az ilyen tulajdonségu feszitéfak koziil egy minimélis stilyidt.) (vz: 2005.06.09./5.)

9. Iranyitatlan graf taroldsara adjon meg egy adatszerkezetet az alabbi miiveletekkel:
UJCSUCS(v): a grafhoz hozzéad egy 1j cstcsot;
UJEL(u,v): a méar 1étezd u és v csticsok kozé felvesz egy dlet;
VANUT(u, v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v cstcsok kozott ut, egyébként pedig nem értéket.
Ha a térolt grafnak n cstcsa van, akkor mindhdrom miivelet 1épésszdma legyen O(logn). (vz: 2005.06.23./5.)



10.

11.

12.

13.

Adott (éllistaval) egy G irdnyitatlan graf, melynek bizonyos élei zold szinfiek. Adjunk hatékony algoritmust olyan
G-beli feszitéfa keresésére, melyben pontosan 2 zold él szerepel! Elemezziik a médszer koltségét! (fs: 7/21.)

Egy 20 szobdés iroda szamitogépeit halézatba szeretnénk kotni. Az iroda szobai egy 2 méter széles folyosé két
oldaldn helyezkednek el; mindegyik szoba 3 méter széles (a folyoséval parhuzamos szélességrol van szd). A folyosé
egy 1épcs6hazbdl nyilik. Mindegyik szobdban egy szamitégép van, éspedig a folyosé feléli falnak a lépcs6haz feldli
sarkdban. Oldjuk meg a leheté legrévidebb 6sszhosszi vezetékkel, hogy barmely szamitégéprdl barmely mésik
(esetleg kozvetve) elérhetd legyen a hélézaton. (Bérmely két szdmitégép kozott vezethetiink egyenesvonald
vezetéket a padléban. Nem sziikséges, hogy egy Osszekottetés a falakkal parhuzamos legyen.) (fs: 7/31.)

Ellistaval adott egy Osszefliggd, egyszeru, irdnyitatlan G graf csupa kiilonboz6 élsulyokkal. Jeldljik n-nel a
csticsok, e-vel pedig az élek szdmdt. Mutassunk egy linedris (azaz O(e)) uniform koltségli algoritmust, ami a G
graf egy minimadlis feszit6fdjanak [2/3n] élét eldallitja! (Egy olyan [2/3n] elemszdmi élhalmazt keresiink, ami
biztosan része egy minimélis koltségii feszitéfanak.) (fs: 7/46.)

A G(V,E) egyszerii Osszefligg graf minden f éléhez egy s(f) stlyt rendeltiink. Legyen Fy és F a G graf két
kiilonb6z6, minimalis silyu feszitofdja. Jelolje f1 az Fy fa egy tetszOleges élét. Bizonyitsa be, hogy van az Fj
fanak olyan fo éle, hogy s(f1) = s(f2). (vz: 2004.06.10./6.)
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13. gyakorlat
P, NP, coNP, Karp-redukcio

1. Bizonyitsa be, hogy az aldbbi Py, P», P3 és Ps eldontési probléméak NP-beliek, a Py pedig coNP-beli. Melyekrdl
tudja belatni, hogy P-ben vannak?
P, : adott G paros graf és k pozitiv egész esetén van-e G-ben k élbdl allé parositas?
P; : adott G irdnyitatlan gréafban van-e Euler kor?
Pj3 : adott G irdnyitatlan graf és k pozitiv egész esetén van-e G-ben k darab fiiggetlen pont?
P, : adott m egész szam prim-e?
Ps : adott (s1,...,s,) pozitiv egészek és adott b egész pozitiv szdm esetén ki lehet-e vélasztani néhdny s;-t,
melyek Gsszege b7

2. Adjon Karp-redukciét a 3-SZIN eldéntési probléméardl a 4-SZIN eldéntési probléméral

3. Bizonyitsa be, hogy P-beli a kovetkezo eldontési probléma: egy adott 4 szinnel szinezheté G graf csicsai kiszi-
nezhetbek-e a piros, kék, zold, sarga szinekkel gy, hogy pontosan egy cstcs legyen piros és pontosan két csics
kék.

4. A G irdnyitatlan graf minden x pontjdhoz tartozik egy s(z) sily. Célunk, hogy olyan feszitéfat taldljunk a
grafban, amiben a levelekhez tartozo sulyok Osszege minimaélis. Fogalmazza meg a feladathoz tartozé eldontési
problémat, majd adjon Karp-redukciét a H-ut feladatrol erre a problémaéra.

5. Tegyiik fel, hogy van egy olyan X eljarasunk, ami egy input G grafra és k szamra 1 1épés alatt megmondja, hogy
van-e G-ben legalabb k& méretii fiiggetlen ponthalmaz.
(a) Tervezz olyan, a X eljardst haszndlé algoritmust, ami polinom idében kiszdmolja a(G)-t, a fiiggetlen pontok
maximalis szamat!
(b) Tervezz olyan, a X eljardst haszndlé algoritmust, amely polinom idében taldl egy «(G) méretii fiiggetlen
ponthalmazt!

6. Bizonyitsa be az alabbi két problémérdl, hogy NP-beliek. Melyikrél tudja belatni, hogy P-ben van? Melyikr6l
latja, hogy coNP-beli?
P, @ adott G irdnyitatlan grafban van-e legfeljebb 100 élbél allé kor?
P, : adott G irdnyitatlan graf és k pozitiv egész esetén van-e G-ben legfeljebb k élbol allé kor?

7. Tegytik fel, hogy van egy X programunk, amely egy n csticsi G grafrdl egy iddegység alatt megmondja, hogy
az kiszinezhet6-e 3 szinnel. Tervezz olyan X-t haszndlé algoritmust, amely polinom idében megtaldlja G egy 3
szinnel val6 szinezését (ha van ilyen egydltaldn)!

8. A G = (V, E) egyszerti, irdnyftatlan grafban legyen X C V és X =V — X az X halmaz komplementere. Jelolje
m(X) az olyan élek szamat, melyek X és X kozott futnak. Legyen mazvdgds az az eldontési feladat, hogy adott
G gréf és k egész szdm esetén 1étezik-e olyan X részhalmaza a csticsoknak, hogy m(X) > k és legyen mazfelezés
az az eldontési feladat, hogy adott G graf és k egész szam esetén 1étezik-e olyan X részhalmaza a csticsokn, hogy
m(X) >k és | X|=|X]|.
Igazolja, hogy mazvdgds < maxfelezés.
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10.

14. gyakorlat
Karp-redukcio, NP-teljesség

. Bizonyitsa be, hogy NP-teljes az alabbi eldontési probléma: az adott aq,...,a, egész szdmok harom részre

oszthatdak-e gy, hogy mindhérom rész 0sszege ugyanannyi legyen?

. Mutassa meg, hogy az aldbbi eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes: adott egy G(V, E) egyszer(i

graf, melyre igaz, hogy |E| < 2|V, kérdés, hogy a G graf szinezheté-e 3 szinnel. (vz: 2005.06.09./4.)

Tudjuk, hogy P-beli annak eldontése, hogy egy graf sikgraf-e. Legyen a SIK-MAXKLIKK eldéntési probléma a
kovetkezé: adott egy G graf és egy k egész, kérdés, hogy G olyan sikgréf-e, amiben van k pontu klikk. Mutassa
meg, hogy ez a probléma NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy P-ben van.

Jeldlje Py azt az eldontési problémat, hogy egy irdnyitatlan graf 6sszefiiggé-e, Py pedig azt, hogy egy irdnyitatlan
grafban van-e Hamilton-kor. Lehetséges-e, hogy P; < P, illetve hogy P, < P; 7 Valaszat indokolja is meg!

Egy n emberbdl allo szervezetben b féle bizottsag miikddik. Bizottsagi iilések id6pontjat akarjuk kittizni. Két
kiilonb6z6 bizottsag iilése akkor lehet azonos napon, ha nincs olyan ember, aki mindkét bizottsagnak tagja.
Legyen adott egy k pozitiv egész szam és minden bizottsdghoz a tagok névsora. Azt szeretnénk eldonteni,
hogy a b bizottsagi iilés kitlizhet6-e Osszesen legfeljebb k kiilonbozé napra. Vagy adjon egy, a kivant beosztast
megtalalé polinomialis algoritmust vagy mutassa meg, hogy a feladathoz tartozé eldontési probléma NP-teljes.
(vz: 2006.06.26./5.)

Egy hivatal 0j épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet hasznalhaté fel irodak
kialakitasdra. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk
eldonteni, hogy meg lehet-e oldani a koltozést gy, hogy egyetlen részleg se legyen kettévagva, azaz egy részleg
teljes egészében egy emeleten legyen (de egy emeletre keriilhet tobb részleg is). Igazolja, hogy a kapcsolédd
eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes. (vz: 2007.06.19./7.)

Tekintsiik a Hatizsak probléménak azt a folytonos véltozatat, amikor a téargyak tetszélegesen darabolhatdak,
egy s; sulyu v; értékil targynak vehetjiikk az r-edrészét (0 < r < 1 raciondlis szdm), és akkor ennek a résznek
rs; a sulya, rv; az értéke. Definidlja az ehhez tartozo FOLYTHATIZSAK eldontési problémat és vagy mutassa
meg, hogy P-ben van vagy azt, hogy NP-teljes. (vz: 2008.06.03./8.)

Mutassa meg, hogy az alabbi eldontési probléma NP-teljes, ugy, hogy visszavezeti r4 a MAXFTLEN ismerten
NP-teljes problémét: adott G graf és a,b > 0 egészek esetén van-e a G grafnak a K, ; teljes paros gréffal izomorf
feszitett részgrafja?

Tegyiik fel, hogy P # N P. Az aldbbi feltételek koziil melyikb6l kovetkezik és melyikbél nem kovetkezik hogy az
X eldontési probléma nem P-beli?

(a) Egy NP-teljes Y problémédra X Karp-redukdlhat6.

(b) Egy NP-teljes Y probléma Karp-redukdlhaté X-re.

(¢) az X probléma NP-beli. (vz: 2008.06.10./7.)

Igazolja, hogy ha coNP # NP, akkor MAXKLIKK ¢ P.



