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1. fejezet

Eloszo

A pénziigyek fontos szerepet jatszottak a matematika megsziiletésében és ma
is osztonzoleg hatnak rd. A modern értékpapir és pénzpiacok megsziiletésével,
ijabb és tdjabb szerzddéses formék, pénziigyi termékek megjelenésével egyre
bonyolultabb a matematika feladata. Kezdetben csak a megfeleld jelolések és
miiveletek voltak sziikségesek a termény vagy az adé pontos és dttekinthetd
szambavételére. Késobb a tartozédsok és kovetelések attekintése valt sziik-
ségessé. Az aranyalapu pénz megsziinésével az drfolyam, a piaci egyensuly
kérdése jelentett kihivdst. Az iizleti élet természetes velejaréja a kockdzat,
ennek matematikai lefrdsa a valdsziniiségszamitds kialakuldsaval valt lehet-
ségessé.

Az értékpapirok arfolyamvaltozdsai sok gyakorlati pénzember, sok kozgazdasz,
fizikus és matematikus figyelmét ragadtdk meg. Szamtalan szabdlyossdgot
véltek mér felfedezni az drfolyam furcsa bukddcsolé gérbéjében.

A feladat természetesen az elérejelzés azzal a céllal, hogy a pénzt a
lehet6 legjobb mdédon fektessiik be, a lehetd legnagyobb nyereséget real-
izdljuk valamely id6 elteltével. A probléma oly izgalmas és nehéz, hogy

i
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8 FEJEZET 1. ELOSZO

megolddsdban olyan nagysigok miikodtek kozre mint (bar kozvetve) Ein-
stein, Bachelier, Wiener, Mandelbrot és napjainkban Black, Scholes, Merton.
Az irodalom &attekintéséhez, legaldbbis kiindulé pontként ajénlhaté az igen
érdekes matematikai bevezet6 [?]).

Ez a jegyzet, illetve az "lIgazsdgos jatékok a pénzfeldobéastdl a tozsdéig"
cimii kurzus nem kevesebbet tiiz maga elé, minthogy a pénziigyi matematika
alapjaival 1igy ismertesse meg az olvasot, hallgatét, hogy az egyszerii piaci
egyenstlyi modellektdl kezdve eljusson a Sholes és Mertonnak Nobel dijat
hozé elmélet, az opcids termékek drazdsanak elméletéig, sot felvillantsa az
elmélet tovabbi édltaldnositdasdnak fébb irdnyait. A legegyszertibb alapfogal-
mak ismertetése utn a piaci egyestly elemi elméletét ismertetjiik. Erintjiik
az utilitds (hasznossdg) elméletet, majd Markovitz féle portf6li6 elméletet és
a toke allokdciés modellt (CAPM). Ezek a kérdéses véletlen mennyiségnek,
az arfolyamnak csak a vdarhaté értékét és szérasat veszik figyelembe az op-
timélis befektetési stratégia kialakitdsakor. Természetesen az arfolyam tel-
jes eloszlasdnak felhasznaldsaval sokkal jobb stratégia készithet6. FEnnek a
megkonstrudlasa és hatékonysdganak vizsgalata a klasszikus szerencsejaték, a
l6verseny informéciéelméleti vizsgdlatara épit. A modern pénzpiacokon sza-
mos olyan kotés 1étezik, ami nem az eredeti értékpapirok addsvételét jelenti,
hanem azokbdl szarmaztatott termékekét, tobbek kozott opcidkkal keresked-
nek a tozsdéken. Az opcids termékek arazdsa alkotja a kovetkezd nagy
fejezetet.

A felmeriil6 gyakorlati feladatok megoldédsahoz elengedhetetlen a pénzii-
gyi folyamatok statisztikai vizsgdlata is. A megfelel6 eszkozrendszer kiépitésére
itt nem vallakozunk, az egy mdsik kurzus és jegyzet feladata. E helyiitt ab-
bél a kényelmes és a valdsdgban csak vagyott dllapotbdl indulunk ki, hogy
egy arfolyam eloszldsarol tetszolegesen pontos informécioval rendelkeziink.

A sziikséges matematikiai appardtust a lehet6 legegyszeriibbre igyekeztiink
korldtozni egyrészt az id6 és terjedelmi korldtok miatt, mésrészt azért mert
a legfontosabb jelenségek, a 6 iizenetek igy is bemutathatéak. Mindvégi
diszkrét valdsziniiségi valtozokat, illetve diszkrét idébeli valtozasokat tér-
gyalunk. A valésziniiségszdamitds alapjainak, a Markov ldncok tulajdonsa-
gainak ismeretén kiviil csak nagyfoki érdeklodést tételeziink fel az olvasérol.



2. fejezet

Pénziigyi alapfogalmak?

Ebben a fejezetben a sziikséges minimalis szétdrat alapozzuk meg ahhoz,
hogy eligazodjunk a pénziigyi vildg Babelében, de legaldbb is annak egy kis
szegletében.

Ha kimegyiink a piacra és vesziink egy kilé almat, tigyletet bonyolitunk
le. A iigylet targya a termék, az alma. Ebben az egyszerii iigyletben a kofa
long poziciéban van eladési szandéka van, mi pedig short poziciéban
leledziink, venni akarunk. Ha délelott kidlltuk a sort egy koncertjegyért,
csak azért, hogy délutédn feldrral tovabbadjuk valakinek, aki lusta volt idében
felkelni, lemaradt, akkor open nyilt poziciét foglalunk el. Hasonléan, ha
eladtuk a télikabatunkat, nyilvan szeretnénk maésikat venni, poziciéonk nyi-
tott. Ha viszont meg akarjuk hallgatni a koncertet, meg akarjuk enni az
almat, akkor poziciéonk zart. Zart poziciérdl beszéliink akkor is ha eladtunk
valamit és nem akarjuk azt, vagy megfeleljét djra megvenni.

Az almavésarlds prompt, azonnali iigylet. Ha bardtunk ismerve korén
keld természetiinket két koncert jegyet megvesz toliink mér a sorbanéllas
elotti napon, akkor hatdaridos iigyletet bonyolitunk le, mégpedig short
selling-et, fedezetlen eladdst. Eladtunk valamit, ami még nem is amiénk.
Vaésdrolni is lehet hataridore, ez a long futures bardtunk pontosan ezt tette.
Vegyiik észre, hogy a long és a short pozicié hataridos iigylet esetén pont
a forditottja az azonnalinak. Mindig arra gondoljunk, hogy az van long
poziciéban, aki aremelkedéstol tart, shortban, aki arcsokkenéstol.

2.1. Definicié. Ugylet az ami megudltoztatja a pozicidt.

2.2. Definicié. Fedezeti tigyletet kezdeményez az, akinek drfolyam vdl-
tozasnak kitett kovetelése vagy tartozdsa van és az esetleges vdltozabol eredo
kockdzatot (veszteséget) hataridos tgylettel igyekszik csokkenteni.

! Az 1-4 fejezetek, részbe Szaz Janos [?] kiinyve és Fullér Robert jegyzete alapjdn késziilt.
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10 FEJEZET 2. PENZUGYI ALAPFOGALMAK?

2.3. Definicié. Arbitrazs digyeltet bonyolit le az, aki a piaci anomdlidkat
kihaszndlva kockdzatmentes nyereségre tesz szert. Az ilyen miwelet végzoje
az arbitrazsor.

A jobb fiilemen 1év6 telefonon megveszem a nyirségi almatézsdén az almét
5-ért és a bal fiillemen 1évé masikon eladom a budapesti nagykereskedének
6-ért. Ez a foldrajzi arbitrdzs. Szintetikus az arbitrazs, ha més formédban
adja el jobb dron azt, amit vett. Példdul kesztdarfolyamok és kozvetlen
arfolyameltérése esetén elérhetd kockdzatmentes nyereség lefolozése ilyen.
Példdul ha a kovetkezo arfolyamok allnak fenn:

1 GBF = 2 USD,
1 USD = 3 DEM,

1 GBP = 5 DEM.
Ekkor a kozvetlen valtés

1 GBP — 5 DEM -t

eredményez, mig a kovetett 1t
1 GBP — 2 USD —6 DEM -t.

Azaz més forméban eladva 1 DEM nyereséget lehetett realizalni. Al-
taldban az arbitrdzs lényegében egyidejii tigyleteket feltételez.Az arbitrazs a
piacok osszehangoldsédt biztositja azzal, hogy ott vagy tigy vesz, ahol olcsé és
ott, illetve tigy ad el ahol dréga, ezzel keresletet és arat novel az olcsé piacon,
kindlatot teremt s lefelé tériti ezzel el az drat a drdaga piacon.

2.4. Definicié. Spekuldns (trader) az, aki kockdzatos, elsésorban hatdridos
és opcios tgyletet 1in. spekuldcios tigyletet bonyolit le, annak reményében,
hogy az drvdltozasok jelentos hasznot hoznak a szamdra.

A piacon tehdt fedezeti iigyletet bonyolitdk, arbitrazsérok és traderek
mitkodnek. Az elsd csoport redltevékenységének pénziigyi és idobeli kock-
dzatait igyekszik csokkenteni. Az arbitrazsér a rosszul drazott termékek
arkiegyenlitését teremti meg kozremiikodésével, mig a trader egyrészt forrast
biztosit a masik két tipusi miivelethez médsrészt kockazatot vallal &t. Az
arbitrazsor és a spekuldns nyeresége més spekuldnsok veszteségébdl adodik,
mésrészt a fedezeti tigyletekben atvallalt kozkdzat prémiuma.
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2.1. Kotvény

2.5. Definicié. A kotvény fix kamatozdsi, hosszabb lejarati értékpapir. Ki
bocsdjtoja lehet az dllam, dénkormdnyzat vagy vallalat.

2.6. Definicié. Névérték (principal) az értékpapiron feltiintetett nomindlis
0sszeg.

2.7. Definicié. Elem: kotvény az a kiotvény, amelynek nincsen kamat-
szelvénye, egyetlen jovobeni idopontban biztosit kifizetést.

Szelvényes kotvény rendszeres hozamot biztosit, kibocsdtdsa névértéken
torténik.

2.8. Definicié. Névleges kamatldb (nominal interest rate) éves szintre
vetitett kamat, mindig valamilyen periddussal eqyiitt értelmezheto.

2.9. Definicié. Effektiv kamatlab (compound interest rate) az éves kamat,
kamatos kamattal szdmitva névérték szdzalékdaban.

A névleges kamatldb tehdt nem a lejdrati id6 szerint érvényes kamat,
hanem az esetleg rovidebb vagy hoszabb lejaratot figyelembe véve, annak
egy évre vetitett értéke. Példdul ha a kotvény 2 évre szdl és 4%-os névleges
kamatot igér, az két év utdn 8.16 szdzalék kifizetését fogja jelenteni. Forditva,
ha 8% a névleges kamat és négy kifizetés van egy évben, akkor az effektiv

kamat 4
r:<1+r—”)m—1:<1+@) 1
m 4

2.1. Megjegyzés. T-bill-nek nevezik a kincstdarjegyet, amelynek lejdrata legfel-
jebb egy év. T-note-nak, melynek lejarata 1-10 év, T-bond-nak, aminek a
lejarata 10-30 év.

2.2. Megjegyzés. A kincstarjegy 1 éves 6% kamat esetén a 100 névértéken
mequdsdrolt jeqyre a lejaratkor 106-t fizet.

A diszkont kincstdarjegy 100 névérték esetén 94-ért vasarolhato meg és lejaratkor
fizet 100-t, amivel 6/96, azaz 6.4% tényleges kamatot biztosit.

Ismeretes, hogy vannak kozkdzatos és kockdzatmentes kotvények. Kock-
dzatmentesnek tekintik az amerikai dllamkotvényeket, ezért is viszonylag
alacsony a redlkamat, amit fizet. Egy kotvény kockdzatos, ha a kifizetés
nem egészen bizonyos.
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2.2. Részvény
Vizsgdlédasunk kozponti targya a részvény.

2.10. Definicié. A részvény a részvénytdrsasdag dltal kibocsdtott tagsagi és
vagyoni jogot megtestesito értékpapir.

2.11. Definicié. A részvény névértéke a tirsasdg jegyzett tokéjének (alap-
tokéjének) és a forgalomban lévod részvények szamdnak hdnyadosa.

2.12. Definicié. A részvény kibocsdtdasa az drfolyamon totrénik, nem a névértékén.

A névérték a tulajdoni és szavazati hanyadot hatdrozza meg a birtokosa
szamara.

2.13. Definicié. A részvény aktudlis értékét a jovdben vdrhato osztalék je-
lenértéke hatdrozza meg.

Tegyiik fel, hogy minden elktvetkez6 évben 1% osztalékot fog fizetni egy

100 névértékii részvény. Tegyiik fel ugyanakkor, hogy az inflacié évente
konstans r. Az egy évimilva esedékes kamat jelenértéke ekkor 1—J1rr, a két év
mulva esedékesé ﬁ Ezért a jovoben varhatoé osszes osztalék jelenértéke

ebben az egyszerii esetben

0.01 0.01 1 2
3 = (14 7) —— _omLEr
i=1 (1+7) 1 - T+r r

A nehézséget az jelenti, hogy sem a jovObeni inflaciés rdatat sem az os-
ztalékot nem ismerjiik, ezek valészintiségi véltozok, amiknek a kihatdsa a
részvény jelenértékére csak becsiilhetd, a részvény pillanatnyi értéke nem
mds, mint a teljes piacon miik6do szereplok varakozédsdnak eredoje.



3. fejezet

Portfolio elmélet

3.1. A kockazat mérése

A befektetés éves hozama valészintiségi valtozo.

3.1. Definicié. Legyen Vi a kezdeti vagyon, Vi a befektetés év végi értéke,
Dy az év végi kamat, illetve osztalék. Ekkor az éves hozam
_ D Vi-V

Vo Vo

r

Itt D, az osztalék, azaz divident értéke. Részvények és nem bombabiztos
kotvények esetén ez a valdszinfiségi viltozé mnem trividlis, azaz nem kon-
stans, hanem valéban sok, elore dltalunk nem ismert koriilménytol fiiggd
hatds kovetkezében kialakuld véletlen mennyiség. Ezért aztdan, ha nem &al-
lamkotvényrol van szo, egy dltalaban ismeretlen valészintiségi eloszlas hatdrozza
meg a hozamot. Egy val6sziniiségi eloszlds statiszikai megismerése sok in-
forméaciot igényel, jellegének megértése és a megfeleld eldrejelzés kialakitasa
nem konnyi feladat, mi tobb, lehet, hogy nem is érdemes az egész eloszlést
nagyon pontosan ismerni, elég néhany jol megvalasztott jellemzoje alapjan
kialakitani az elorejelzést. Ezt az utat kovették a befektetések elméletének
elsé probédlkozédsai. A varhaté érték és szoras szolgdalt az eloszlasra vonatkozo
elsddleges tdjékozdédés alapjadul. Ez azt is kézenfekvové teszi, ami egyébként
nem feltétleniil az, hogy a hozam elérejelzésére a varhaté érték szolgilt, a
felmeriilé kockazatot pedig a szérassal azonositottdk. Ez ldtszélag ellent-
mond a valészinliségszamitasban kiépitett elképzelésiinktol, ahol a kockdzat
vagy riziké megragaddsdra a valdsziniiség szolgdlt. Ugyanakkor a befek-
tetések vonatkozasdban a szérds természetes mértéke a kockdzatnak, hiszen
minél nagyobb a szérds, anndl kevésbé lehetiink biztosak abban, hogy az &t-
laghoz kozel lesz az év végi hozam. Természetesen itt az is kockdzat lehet,

13



14 FEJEZET 3. PORTFOLIO ELMELET

hogy a hozam jéval nagyobb a vartndl, aminek persze oriiliink, kivéve akkor,
ha a kockazatot figyelembe véve vagy egyéb okok miatt nem fektettiink tob-
bet a kérdéses formédba, igy elestiink a nagy haszontdl.

3.2. A hasznossag és kockazat viszonya

Az egyes befektetok nem egyforma mdédon viszonyulnak ugyanahhoz a be-
fektetési lehetdséghez.

Vizsgaljuk meg a legegyszeriibb val6szintiségi valtozé segitségével a befek-
tetd viselkedését. Ajénljunk neki egy 1/2 — 1/2 valdsziniiséggel nyereséges,
illetve veszteséges befektetést. Legyen a nyereség X%, a veszteség Y %.
Legyen X rogzitett és tapogassuk ki mekkora az a maximaélis Y, amikor a
befekteté még belemegy az iizletbe és mekkora veszteség az, aminél méar
gy érzi, hogy "nem éri" meg. A példat tovdabb élesitve még vildgosabbd
valik a kép. Ha X = 100%,Y = 100% és az ajanlata teljes vagyon befek-
tetésérol szol, a legtobben gy érzik, nem érdemes elfogadni az ajanlatot, tul
kockdzatos annak ellenére, hogy a jaték zér6 osszegli, a varhaté nyereség 0,
de annak a lehet6sége, hogy mindent elveszit 1/2 valésziniiségii, elriszato.
Altaldban a legtobb ember, befekteté kockdzatkeriild. Pontosabb képet
alkothatunk, ha valéban kitapogatjuk hol van a kritikus Y érték, mégpedig
a teljes vagyonhoz viszonyitva. Abrazoljuk a vagyon-hasznossag fiiggvényt
(U utility vagy h hasznossig sz6bol).

hasznosség R hasznossag v
{ U(W+V)
""""""""" UWw)

UW-V)

w-v w WiV vagren w-v w Wav vagyon

A befektetének W vagyona van. Ehhez a W +V = W (1 + X) novekedés-
nek egy h (W + V) hasznossdgot tulajdonit, illetve ( feltéve X = Y-t) az
esetlegesen csokkend vagyonhoz egy h (W — V') hasznossagot rendel. Ha

h(W+V) = h(W) <h(W)—h(W-V), (3.1)

azaz novekedéshez rendelt hasznossdg novekedés kisebb, mint az elszenvedett
veszteséghez rendelt hasznossdg csokkenés, akkor a befekteté kockazatk-
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eriild. Atrendezve (3.1)-t

h(W +V)+h(W=V)
2

h(W) >

azaz a h fiiggvény alilrél konkdv. A kockazatkeresd befektetdt konvex
hasznosséagi fiiggvény jellemzi.

A kockazat semleges befektetd kozottiik helyezkedi el, egyenes hasznossagi
fiiggvénnyel bir, hiszen, ha

h(W4+V)—h(W)=h(W)—h(W -=V) (3.2)
alkdkor h(W+V)+h(W -V
h(W) = (*');( -V) (3.3)
1. Figure.

3.1. Gyakorlat. Idézziik vissza analizisbeli ismereteinket és igazoljuk, hogy
az a fiigguény amely eqy |a, b] intervallumon értelmezett és minden belsé pont-
ban kielégiti a (3.3) Osszefiiggést az csak linedris fiigguény lehet.

Térjiink vissza a valésziniiségi megfontoldsokra. Tekintsiik a két lehet-
séges kimenettel biré befektetést. Legyen a V' hozam eloszldsa a kovetkezo:

v p valésziniiséggel
V= e .
—v 1 — p valészintiséggel
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A vérhaté vagyon
EW)=W+pv+(1—p)(—v)=W —(1—2p)v,

specidlisan, ha p = 1/2, akkor

1 1
E(W1)2W+§U+§(—’U):VV,

azaz a vagyon dtlagosan nem valtozik. Tekintsiik most egy i karakterisztika-
val, hasznossagi fiiggvénnyel rendelkez6 befekteté varhaté hasznossagét.

ETh(Wh)] =ph(W +v)+ (1 =p)h(W —v),
megint feltéve p = 1/2-t pedig

h(W +v)+h(W —wv)
5 :

E [h (Wl)] =

Ha E[h (Wy)] < E[h (W)] = h (W) azaz a kezdeti vagyon hasznossdga nagy-
obb mint a befektetés végén varhaté dtlagos hasznossag, akkor természetesen
ebbe nem megy bele a befektetd, de ez éppen azt jelenti, hogy

h(W +v)+h(W —wv)
2

<h(W),

azaz a h fiiggvény alilrél konkdv, ahogy kordbban is okoskodtunk, a befektet6
kockazatkeriil6. Ha

h(W +v) +h (W —v)
2

= ().

akkor a befektetot csak az elérhetd dtlaghozam befolydsolja, kockdza sem-
leges. Hasonléan a forditott irdnyi egyenlotlenség esetén a kockazatkereso
viselkedésre kovetkeztethetiink.

3.1. Megjegyzés. Természetesen a kép ennél lehet drnyaltabb. Altaldban
eqy befekteto a vagyon tobb részre bontdsdval kiillonbozo nagysdgu befektetéseket
eszkozol, eltérd kockdzati tizletekbe. Kockdzatviselo hajlanddsdga esetleg meg-
fordul, vdltozik az 6sszeq nagysdgatol fiiggoen.
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W-v w WV vegyon

hasznosség

vagyon

Altaldban az emberek kockdzatkeriiléek, egyre ellapulé alulrél konkav
hasznossagi fiiggvény jellemzi Oket.

Példdink jol lehet szemléltetik, hogy hogyan szolgalhat a kockdzat mértékéiil
a szérds. Hap és1 —p a +1, —1 viltozdsok valdésziniisége, akkor a vagyon
szorasnégyzete

P =E(X)-E*(X)=1-(2p—1)°=4p(1 —p).

A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt

1—
azaz
o <1.
Egyenloség pedig csak akkor &ll fent ha p = 1 — p = % Ez nem is olyan

meglepd, hiszen, ha p > 1/2, akkor az +1—nek nagyobb az esélye, kisebb
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a bizonytalansdgunk. Ha p = 1,0 = 0 a bizonytalansagunk, kocdzatunk
eltiinik. Vizsgdljuk most meg hogyan alakul a hasznossdg szérdsa kockizat
keriilé befektetd esetén.

Eh(W1) = ph (W + ) + (1 —p) h (W —v) < h (W),

ER?* (Wh) = ph* (W +v) + (1 = p) h* (W —v),

o (h(Wy)) = Eh* (W) — E*h (W)

= ph>(W+0)+ (1 —p) R (W —2v) — (ph (W +v) + (1 —p) h (W

(
= p(l—p) [P(W+v)+h* (W —v) =20 (W +v) h (W —
= p(L=p)[h(W+v) = h(W)+h (W) —h(W —v)]?
= p(l—p) (A1 + A2)2 > 4pA; (1 —p) D,

)]

ahol Ay = h (W +v) — h (W), illetve Ay = h (W + v) — h (W) a hasznosség
valtozasat méri. Ebbol lathato, hogy a hasznossédgi fiigvény szérdsa (ebben
az egyszeril esetbe) ardnyos a véltozé 4p (1 — p) szérdsaval.

Az stlagos befektetot gyakran jellemzik a kovetkezo hasznossagi fiiggvén-
nyel. Legyen r a befektetés megtériilési ratdja és

U(r)=E(r)—0.005402, (3.4)

ahol az A paraméter a kockdzatkeriilés indexe, A =~ 2.46 a tapasztalati
értéke.

3.2. Definicié. A befektett indifferencia gorbéje azon pontok dsszesége,
amelyekre az adott kockdzat, hasznossdg pdr egyenrangi a befekteto szamdra,
az eqyik vagy masik pont dltal reprezentdlt befektetés egyformdn vonzé. FEzek
kozott "mem tud” kiilonbséget tenni az adott befektetd.

3.2. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy egy befektetd (3.4) hasznossagi fligguénnyel
rendelkezik. Legyen E (r) = 22%,0 = 34% eqy részvény esetén. A kockdzat-
mentes kotvény 5%-ot fizet. Milyen A esetén fekteti a pénzét a részvénybe a
befektet6? Abrazoljuk a kritikus A melett a befektetd indifferencia gorbéjét.

3.3. A hozam és kockazat kapcsolata

Tulajdonképpen errdl mar beszéltiink. Most kissé mas megvildgitasban, mas
diagrammon mutatjuk be a kockdzatkeriil6 és a kockdzatsemleges befektetot.
Az 1j dbrazoldsi méd késébb lesz igazdn hasznunkra, amikor nem egyetlen
befektetést, hanem azok kombindcidjat, tigynevezett portféliét vizsgalunk.

~v))’
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Abrazoljuk most a kockdzat versus dtlag hozam sikon az indifferencia gor-
bét.

E(r)

piaci portfélié

kockézat

3.3. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha két gorbének van kiozds pontja,
akkor minden pontjuk kozos. Mi a befekteto dltal preferdlt elmozdulds irdnya
eqy adott pontban?

3.4. Elvart hozam

Figyelem, ez a kis, ldtszélag drtatlan fejezet a tréjai fald. Itt csempéssziik
be az egyensiilyi elmélet alapgondolatdt. Ha az aldbbi nyilvdnvalé gondo-
latsort elfogadjuk, akkor mar elvesztiink, elkoteleztiik magunkat a klasszikus
egyenstlyi elmélet mellett. Nos, jojjon az okoskodés.

Legyen a kockdzatmentes banki kamatlab (hitel és betéti egyarant) egy
évre 25%. Egy 100 Ft névertékii kotvény, akkor versenyképes ezzel, ha

100
1.25

dron most megvehetd és egy év miilva fizeti a névértéket. Ha a kotvényt
nem 80-ért adjak, akkor jon az arbitrazsér! Ha mondjuk a kotvényt 78-
ért meg lehet venni a kotvényt, akkor felvesz 80 hitelt ebbdl vesz 78-ért
kotvényt, és azonnal realizédl 2 hasznot, egy év milva pedig visszafizeti a
hitelt (kamatostul) a kotvényért kapott 100-bél. Forditva, ha a kotvény 82,
akkor a kibocsaté maga beteszi a kotvények ellenértékeként hozza befolyt
82-bdl 80-at a bankba, 2 hasznot azonnal realizdl, majd az év végén a banki
betét kamatdbdl kifizeti a kotvénytulajdonos kovetelését.

Tehat barmely irdnyban tér el a kotvény dra a 80-t6l kockdzatmentes has-
zonra, arbitrdzsra van lehetoség. Ennek pedig még a kockdzatkeriild befek-
teték sem tudnak ellendllni. Azonnal miikodésbe 1épnek és a kereslet-kinalat
nyomésaval a 80-hoz kényszeritik az drat. A példa olyan egyszerii, hogy

80
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azonnal ldthaté: 80-ndl tébbet nem hajlandé a befektetd adni a kdtvényért,
a kibocsaté pedig nem adja 80-nél kevesebbért.

Az inflacié az év sordn viszont véltozhat. A banki kamatldbak egy része
szintén. Ezért aztdn a fix kamatozdsi kotvénynek is van kockdzata, hiszen
a rovidebb lejarati banki fix kamatok alternativ befektetési lehetdséget
fgérnek az inflaciot kovetve az év végére esetleg alacsonyabb, esetleg maga-
sabb éves hozammal. Ha nagyobb a kockizat, nagyobb az elvart hozam
is, hiszen a kapott hozamnak fedeznie kell azt az elmaradé hasznot ami a
kockdzatmentes alternativ befektetés révén a miénk lehetett volna. Szokds
ezt alternativakoltségnek is nevezni. A kockdzat tehdt noveli az elvart
hozamot.

Szokds a hosszabb futamidét is elvart hozam noéveldként emliteni, de a
szords maga is ltaldban né (minden kezelheté modelliinkben ilyen lesz) az
id6 novekedtével, ezért ennek kiilon kiemelése nem feltétlen sziikséges. A
piaci szereplok tevékenysége maga azt eredményezi, hogy a piac arbitrézs-
mentes. A kockdzattal ardnyos az elvart hozam, ha ugyanis nem igy lenne
az a fenti médon a piac azonnal kiegyenlitené a kiilonbséget. Ha ez fennall,
akkor azt mondjuk, hogy a piac hatékony. Rovidebben a raciondlis szere-
plékbél allé piac akkor és csak akkor hatékony, ha arbitrdzsmentes. Ertsiik
ez alatt azt, hogy ha példdul megjelenik egy arbitrdzs lehet6ség, a piac nem
tiinteti el azonnal, az csak azért lehetséges, mert az informéacié nem dramlik
megfeleléen, a piac nem hatékony, a befektetok nem értesiilnek a kockazat-
mentes nyereség 1étérol.

Hatékony piacon a

értékpapir elvart hozama
= az irdnyad6 kamatlédbbal
= a piaci kamatldbbal

3.5. A Markowitz féle portfélié elmélet

"not all eggs in the same basket"
Egy cégre vonatkozé befektetés esetén kétféle kockdzattal kell szdmolni:

1. specifikus kockdzat, ami az adott cégre vonatkozik és

2. az altaldanos piaci kockazat.

Utébbi nem keriilhet6 el a portfolié iigyes megvilasztasaval, ez az ugy-
nevezett beépitett vagy piaci kockdzat. Mint latni fogjuk a piaci portfélié
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kockdzata az, amire kockdzati prémiumot lehet kapni. A piac nem fizet kock-
dzati prémiumot a specifikus kockdzatra, hiszen mindenkinek maédjédban all
azt csokkenteni, attél megszabadulni diverzifikdciéval, azaz befektetés tobb
cég kozotti szétteritésével. Ha valaki ezt nem teszi, az magédra vessen.

Maganbefekteté vagy kisebb cég esetén dltaldban 12-15 cégre érdemes
szétteriteni a porféliot. Ez maér lényegében biztositja a kockdzat kozel
piaci kockdzat szintre redukaldsdt, de a felmeriilo koltségek még nem tiil
nagyok. Természetesen az 1ij portfolié elemek beillesztése tobbletkoltséggel
jar, ezért nem érdemes a portfélié elemeinek szdmat nagyon megnovelni.
Ugyanakkor a portf6lié elemeinek kivilasztdsa nem olyan egyszeri, hiszen az
egyes villalatok més szektorokban, dgazatokban, foldrajzi régickban miikod-
nek eltéré kornyezeti kockdzatok kozepette. A jé keverék elbdllitdsa sza-
kértelmet igényel. A j6 brokercégek és befektetési alapok tékéje ez a tudas.

Azt mér tisztaztuk, hogy mi egy befektetés kockdzata. A kovetkezd fe-
ladat annak tisztédzdsa, hogy egy kockdzatos befektetésekbdl all6 portfolio
kockdzatat hogyan mérjiik.

3.5.1. Portfolié hozama

Legyen a portfélicban N értékpapir. Legyen az 6sszvagyonnak az i-edikre
esé ardnya w;, varhat6 hozama pedig E (r;) , o; szérassal, illetve o; ; kovari-
ancidval a parok kozott. A protfélié vdarhaté hozama

N N
E(r,)=FE <Z wm) = ZwiE (i)
i=1 i=1
A portfélié szérasnégyzete
A=Y e = Yo,
L2

azaz

2 __ E E
O'p = wiU)jpiij'iO'j,
i g

ahol p; ; az a pdrok kozotti korreldcids egytitthaté. A képletbél vildgos, hogy
a negativ korreldcié csokkenti a portfélio szorasdt a pozitiv noveli.

Az egy értékpapirra vonatkozo okfejtéssel egyezbden a portfolié kockdzatat,
annak szoérasaval mérjiik.

3.3. Definicié. Egy P portfolio kockdzata a portfolic o, szordsa.



22 FEJEZET 3. PORTFOLIO ELMELET

3.5.2. Két kockizatos elemet tartalmazé portfélié

Legyen befektetési alternativank A és B .

A B
E(r) 9% 14%
o 12% 20%
UA,B 72
pap 0.3
ekkor
E(r,) = waE(ra) +wpk (rg),
012, = wio} +whon + 2wawppy O ACB.

Nézziik, hogyan alakul a szords-hozam dbra kiillonboz6 p — k esetén .

1. Ha p = 1, akkor a portfélié6 pontjainak halmaza az A és B pontokat
0sszekotd egyenes.

E(r)

kockézat

02 = wiok +whoy + 2waswgoaop =

= (waoa+wpop)®.

2. Ha p = —1, akkor a portfélié pontjainak halmaza az A és B pontokra
épitett hdromszog. Jol lathaté, hogy ekkor a minimélis kockazatot a
hdromszog C' csicsédn lehet elérni. A kockdzat nulldra redukélhato!

2 2 2 2 2
0, = Wj0y+Wpop —2WAWBTAOE =

= (w04 —wpog)’,

ezért o, = 0, ha

OB gA
Wy = ———,Wp = ————.
oA+0p oA+0p



3.5. A MARKOWITZ FELE PORTFOLIO ELMELET 23

E(r)

kockéazat

3. Ha|p| < 1 akkor a a portf6li6 pontjainak halmaza egy parabola, aminek
meghatdarozhaté a legkisebb kockiazatot képviseld pontja.

E(r)

kockézat

Altalsgban o,-t minimalizalja a

2

*
Wy = .
4 0'?44‘0'23—20'14’3

(3.5)

3.4. Gyakorlat. Végezziik el a szélséérték meghatdrozasat p = —1,0.3 es-
etekre.

3.5. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy a befektetéo hasznossagi figgvénye U (1)
(3.4). Mazximalizaljuk U (r,)-t. Igazoljuk, hogy

E(ra) — E (rp) +0.0014 (6% — 0ppa )
0.001 (0% + 0% — 204.)

wY =

3.5.3. Egy kockazatos és egy kockiazatmentes papirbél
allé portfolio

Miel6tt az dltaldnos portfolié esetét targyalndnk a mésik alapesetet vizsgaljuk

meg. Alljon a portfélié egy kockizatos A, egy kockdzatmentes F' papirbdl.
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Legyen a kockdzatos befektetés részardnya a portfoliébol y. Legyen r4 az
A hozama, F (r,) a varhat6 értéke, o4 pedig a szérdsa. A kockdzatmentes
hozam 7. Példdul E (r4) = 10%, 04 = 22%, r; = 2%.

3.4. Definicié. A kockdzati prémium
Ty =Ta— Tf,
Esetiinkben 8%. A portféliévarhaté hozama

E(rpy) = yE(ra)+ (1 —y)ry
= yE(ra—rs)+ry
= yE(ry) +ry,

ami esetiinkben 8 + 8y. A portféli6 szérds természetesen
Op =Y0oa,

azaz 22y. A portfolié hamlaz pontjai az A, F' egyenesen helyezkednek el. Az
egyenes meredeksége
E(ra) —ry

0A

S =
esetiinkben S = 8/22.
E(r)
E(ra) |
/ A

kockézat
Sa

E(ry) =rf+yE(ra—ry).

3.5. Definicié. Az dbran lathaté A, F egyenest nevezik toke allokdcids egye-
nesnek (capital allocation line) CAL.

Ha a befektetd valamennyi hitelt vesz fel a befektetéséhez, akkor az 4l-
tala kialakitott portfélié pontja a toke allokdciés egyenesen a A-tél jobbra
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helyezkedik el. Példdul, ha 200 a befektethett tokéje, ehhez tovabbi 200 kole-
sont vesz fel és a rendelkezésére dll6 pénzt A-ba fekteti, akkor y = % = 2,
1—y=—1. Ekkor

E(ry) =1+ 2E (ry) = 24%,

ugyanakkor
op =yoa = 18%.

20)

E(ra)

/ ’
Tt

kockézat
Sa

A valésdgban viszont a magdnbefekteté nem tud a kockdzatmentes kamatsz-
inten hitelt felvenni. Ezért a valésdgban a befekteté CAL-ja masképp alakul.
Tegyiik fel, hogy a hitel kamata r, = 4%. Ekkor A—t6l jobbra a meredekség
kisebb,

E (7‘ A) — Ty . 6

S=———=—
O A 22

()

S =(E )Tl
E(ra) |

A M6t

S=(E(ra)-r)fs

kockézat
Sa

Vizsgaljuk most meg a tipikus hasznossdgi fiiggvénnyel rendelkez6 befektetd
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viselkedését ebben a helyzetben. A maximalizdlandé érték ekkor

U(r,) = E(rp)—0.005407
= r;+yE(ra—r) — 0.005Ay%0%.

Elvégezve a derivaldst és megoldva az egyenletet

. E(ra)—ry

YT 001408 (3:6)

Ebbél y* = 0.41, ha A = 4. A véarhaté hozam
E(rp)=ry+yE(ra—rp) = ... %

a portfolié szérdsa
o, =9.02%

és a kockdzati prémium

E(ry) = .. %

3.5.4. Az optimadlis keverék keresése

Tegyiik most fel, hogy két kockdzatos és egy kockdzatmentes papirbdl all6
portfoliét akarunk optimalizdlni. Legyenek a papirok adatai a tdbldzatban

lathatoak.
A B F

E(r) 9% 14% 6%
o 12% 20% O
O AB 72
pap 0.3

Elkészitjiik djra a kockdzat-hozam diagrammot.

E(n

T S =(E(rN)-TIS A
E(rAL L -~
A T

S=(E(A)-r)/s o

T

kockézat
Sa
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A lehetséges CAL-ok a kockdzatmentes befekektést reprezentdlé F pont-
bdl indulé egyenesek. Ezek metszik vagy érintik az A és B keverékével
kialakithaté kockdzatos portfélié lehetséges pontjainak gorbéjét. F koriil
forgatva a CAL-t a meredekebb egyenesek jobb kockdzat-nyereség pontokat
tartalmaznak.

Az egyenesek szélsé helyzete, amikor éppen még érintik az A, B gorbét.
Legyen az érintési pont P.

E(r)

kockéazat

Az FF — P egyenes reprezentdlja az elérhetd legmagasabb hozam-kockdzat
ardanyt. Meg kell tehat taldlnunk azt a w,,wp silypdrt, ami P-hez tartozik.
Optimalizaljuk tehat az
E (Tp) — Ty

op

S:

értékét, azaz

waE (rg) +wpE (rp) —ry 4

Vwio? + w3o? + 2wawpoa g
Megoldva a szélséérték feladatot

E(TA — Tf) O'QB — E<TB - rf) 0AB
E(rg—rf)oh+E(ra—rp)oy — (Erp+ Era—2rf)oap

wp =

adédik, tehat wy = 04, E(r,) = 12%,0p = 14.2%, S = 0.42. Ha be-
fekteténk a tipikus hasznossdgi fiiggvénnyel rendelkezik, és A = 4 akkor az
altala valasztott () pont az

E(rp)—ry

- = 744
Y= 00140n T

lesz, tehat a kockdzatos rész ardnya 74.4% a kockdzatmentessé 25.6%.

3.6. Gyakorlat. Szdmoljuk ki mi a portfélié hozama és kockdzata.
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Természetesen nem lehet kézzel kiszamolni a feladat optimalizaldsdt tobb
kockézatos papir esetén. Az optimalizaldsi feladat most mar vildgos. A
kockdzatos papirok linedris kombinécidi egy balrél konvex zart C' halmazta
alkotnak.

E(n

kockézat

E(r)

piaci portfélié

kockézat

A halmaz "bal fels6" hatédra alkotja az optimalis pontokat. Szokds ezt hatékony
hatarnak nevezni. Mint elébb az F'—bdl a C'—hez feldlrdl tamaszkodé érintd
érintési pontja(i) adjdk az optimaélis portfélié keverékeket. FEzek a pontok
reprezentajak a hatékony portfélidkat.

Ebben a részben ismertettiik a H. Markowitz dltal 1952-ben kifeljesztett
portfolié elméletet. Ezért a munkdjdért 1990-ben Kozgazdasdgi Nobel Dijat
kapott. Az elmélet egzakt magyardzatot ad a régéta ismert aranyszabélyra,
hogy ne tegyiink minden tojdst ugyanabba a kosdrba, ne egyetlen befektetés-
ben tartsuk a pénziinket. Az elmélet receptet is ad az optimalis befektetési
mod kivalasztdsdra, amit a mai szamitastechnikai hattérrel gond nélkiil real-
izélni is lehet.



4. fejezet

A tokeallokacios modell

Ebben a fejezetben a Markowitz féle elméletre épitve az egész piac viselkedését
fogjuk tanulmanyozni. A Markowitz féle elmélet az egyes befektetének "ad
tandcsot", most azt vizsgaljuk meg, hogy ha minden befektetd bizonyos
elveket kovet, akkor a piac hogyan miikodik. FEz a megkozelités arra fog
vezetni, hogy az egyes befektetések kockdzata és varhaté hozama kozott
egyértelmii kapcsolat dll fenn, a piac egyensily teremtd hatdsa rendet tesz
az arak kozott. Ennek alapjan eldonthetd lesz, hogy egy adott papir dra
korrekt-e, esetleg alul vagy feliil drazott. Hasonléan a bevezetés elott allo
papir drazdsdhoz is tdémpontot tudunk adni.

4.1. A CAPM feltevései

1. A befektetok raciondlisak és mind az dtlag-szorés optimalizédldast haszndljak.

2. Ugyanazon id6tévlatra végzik a befektetéseiket. (egy periddus)

3. Minen befektetd ugyanazon informéciok birtokdaban van.

4. Minden befektet6 kisbefektetd, azaz egyedi tranzakciéik nem képesek
a piac teljes miitkodését lényegesen befolydsolni.

5. Nincs surlédés a piacon, azaz a kereskedés koltségmentes.
6. A piacon van egy kockdzatmentes vehet6 és eladhaté vagyon.

7. Szabad korldtlanul hitelt felvenni és a hitel és betéti kamata azonos.

29
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8. A piacon 1év6 6sszvagyon fix és véges.

9. A kezelt vagyon korlatlanul oszthaté tetszoleges kis mennyiségek is ad-
hat6ak,vehet6ek. (Folytonossagi feltevés).

s

4.1. Definicié. A piaci portfolid a piacon lévd dsszes vdllalatnak papirok dl-
tal megtestesitett vagyondnak megoszlasa. Azaz az egyes cégekre az dar/részvény
hanyadost megszorozzuk a kintlévo papirok szamdval, ezzel megkapjuk a cég
piaci értékét, ennek a teljes piacon lévd vagyonhoz viszonyitott mértéke a céqg
részardnya a piact portfolicbol.

4.1. Tétel. 1. Minden befekteto olyan portféliot alakit ki, amelyben a kock-
dzatos papirok ardnya a piaci portfélival azonos. A piaci portfolio nemcsak a
hatékony hatdron van, hanem a kockdzatmentes befektetés pontjabol a kock-
dzatos papirok konvexr halmazdhoz hiuzhato érintd érintési pontja is.

2. A kockdzati prémium a piaci portfélion ardanyos az dtlagos befekteté kock-
dzatkeriilési indexével illetve a piaci portfolio szdrdsnégyzetével, azaz

E (ry —rg) = A3, x 0.01

ahol ry; a piaci portfélié hozama, oy a piaci portfolic szordsa és A befektetok
kockdzatkeriilési indexének harmonikus kiozepe:
~ N
Zi:l A;

3. Egy adott befektetés kockdzati prémiuma ardnyos a piaci portfolid kockdzati
prémimdval és az adott papir "bétdjdival” ami

Cov (r;,r
B, = M

O

E(r)—ry=0,E(rm—ry). (4.1)

4.1. Megjegyzés. A (4.1) egyenloséget szoktik a CAPM relacionak nevezni.

4.2. Definicié. A tdékeallokdcios egyenes masképpen a tokepiact egyenes
(Capital Allocation Line) a kockdzatos papirok piaci portfolic M pontjat és a
kockdzatmentes befektetési pontot koti ossze. A portfolio kockdzati préiuma
és a portfolio kockdzat, a szordsnégyzet kozotti kapesolatot mutatja.
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hasznossag

piaci portfélio

kockéazat

4.1. Bizonyitas. 1. Kénnyen ldthato, hogy minden befekteté a kockdzatos
papirok ugyanolyan keverékében akarja tartani a vagyondt. FEz eqyszerten
kovetkezik a CAPM 1-4 feltevésekbdl, hiszen ha mindannyian ugyanazon in-
formacié birtokdban vannak, ugyanazon figguényt optimalizdljik (a kock-
dzatos papirok vonatkozdsdban), ugyanazon periédusra fektetnek be, akkor
ugyanarra a kovetkeztetésre kell jutniuk, azaz ugyanazt a hatékony hatdrt
kell megkapniuk. Végiil pedig a kockazatmentes papir pontjabol hizott érintd
érintési pontja adja az optimdlis keverékét a kockdzatos portfélié elemeknek.
Mivel minden befektetod igy hatdrozza meg a CAL-t, a tdkeallokdcds egyenest,
ugyanahhoz az érintési ponthoz, ugyanahhoz a keverékhez jutnak. Megjeqyez-
ziik, hogy tulajdonképpen az egyes befektetok az eqyéni A  kockdzatkeriilési
indexiik alapjan csak arrdl dontenek, hogy a tokeallokdcds egyenesen y — t
vdlasztva, milyen ardnyban fektetnek kockdzatmentes és kockdzatos papirba.
2. Minden befektetd a neki optimdlis y: — t vdlasztja. Legyen A; a befektetd
kockazatkeriilési indexe. Az optimdlis yi mint lattuk

o E(rm) -1y
YT 001402,
A hitelnyijto transzfer szerepet jatszo tényezdje a piacnak. A hitelfelvevdk
a kockdzatmentes betétben elhelyezett tokét veszik fel, azaz a hitelnyijto a
tobbi befekteton keresztil az dtlagos befekteton keresztiil fektet be a piacon és
igy a piaci portfdlioba fektet be. Mivel a piac zdrt, ezért a hitel és a betét
elojeles dsszege 0. Azaz a teljes piacon a teljes vagyon a piaci portfélicba
van fektetve, azazy = 1. Akkor pedig

S R | E(ra) =g
- y‘ﬁzyi_ﬁg 0014,

02
i=1 M

E(TM)—Tfl |
0.0102, <A
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azaz ha
~ N

A= ———
N
Y
az eqyéni kockdzatkeriilési indexek hamonikus dtlaga,akkor

1= LE(m) —ry
A 0.010%,
tehdt

E (T’M) —Tr= 20010'?\/[

3. Tegyiik fel, hogy a piaci portfolic N részvénybdl dll, amelyek hozama r;,
szordsa ;. A piaci portfélio hozama

N
M = g w;Ts,
i=1

ahol w; az i-edik részardnya a teljes piaci portfoliobol. A részvények és a
piac hozama kozétti kovariancia:

N N
Cov (r, ) = Cov (’I‘k, Z wiri> = Z w;Cov (1, ;) .
i=1 i=1

Mivel tudjuk, hogy mekkora a piaci portfolié szoérdsa és a piaci portfélio illetve
az eqyes részvények hozamdnak kovariancidja, meghatdrozhatjuk az i—edik
részvény piac dltal akceptdlt kockdzati prémiumdt.  Tudjuk, hogy a piaci
portfélio kockdzati prémiuma

E(ra) —ry

amit a piaci portfolic kockdzatdnak, o3,-nek az ellentételezésére fizet. Ezért
mondjik azt, hogy
E(ry) =1y
s
a kockazat piact ara.

Vildagos, hogy az egyes individudllis részvények kockdzati prémiumdanak ez
a viszonyitdsi alapja.

A kovetkezé modszer a fizikaban a legkisebb hatas elveként ismert. Tulaj-
donképpen arra szolgdl, hogy a segitségével megkeressiik eqy rendszer eqyensi-
lyi d@llapotdt, azaz megoldjunk eqy (esetleg igen bonyolult) varidcids feladatot.

Legyen eqy befekteto portfolidja tokéletesen azonos a piaci portfolic ardnyaival.
Tegyiik fel, hogy egy 6 > 0 kis dsszeggel novelni kivinja a kockdzatos befek-
tetéseinek a mérékét, ugy hogy kockdzatmentes kamaton hitelt vesz fel. Az
uj portfolic harom elembdl dll dssze:
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a.) az eredeti pozicié amelynek hozama ryy,
b.) 6 mértékt tartozds, aminek a "hozama" -dry lesz,
c.) a piaci portfolicban elhelyezett 6 vagyon, aminek a novekménye ory;.
A portfélic hozama
v+ ) (TM — Tf)

lesz. Véwve a vdltozdasok varhato értékét

AE(r) = E(ry+6(rp—r1yp)—E(rm)
= )F (TM - Tf) . (42)

Ezutdn meguizsgdljuk, hogy hogyan vdltozott a portfolid kockdzata. Az g port-
folic 1+ 6 sulyt helyez a kockdzatos papirokba és —6—t a kockdzatmentesbe,
ezért

ot =(1+6)702 =02 + (26 + 6%) o3 (4.3)

Szokds szerint a 6% tagot elhagyjuk mondvdn, hogy az mdsodrendben kicsi
0-hoz képest, ezért
No? = 2603,

A kapott (4.2),(4.3) dsszefiiggések hanyadosdt véve:
AE(r)  E(ry—ry)

No? 20%4

Ezt a hdanyadost szoktik a kockdzat hatdardra-naok nevezni. Most mas
"irdnyban" varidljuk a feltételezett eqyensilyi pontot. Tegyiik most fel, hogy
a felvett & hitelt az i-edik részvénybe fekteti. Az eloz0hoz hasonléan

AE (r)=0E (r; —ry).

A portolic helyzetét a kéovetkezo sulyok hatdrozzdk meg.
1. 1 a piaci portféliora,
2. tovdbbi 6 az i-edik részvényre,
3. -0 a kockdzatmentes befektetésre (hitelfelvétel).
A szordsnégyzet ekkor

o? =03, +20Cov (ryr,7;) + 6°02,
Ao? = 2Cov (rar,75)
megint elhagyva a 8° tagot. A kockdzat dra:

AE (r) E(r;i—ry)

No?2  200v (ry, 7).
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Ha egyensiily van akkor az i-edik részvényen a kockdzat dra azonos kell, hogy
legyen a kockdzat piaci drdval. Egyensily pedig azért kell, hogy legyen, mert
kiilonben, ha az adott részvény a kockdzatot magasabb hozammal honordlnd,
akkor a befektetok ezt preferdlndk mindazokkal szemben, ami ez alatt van,
beleértve a piaci portféliot is, azaz ebbe fektetnének. Folytatva mdr két mo-
don 1s érvelhetiink. Ennek kévetkeztében a részvény dra none, csékkentve
a hozamot és az eqyensily felé téritve a kockdzat drdt, vegiil 1s megsziintetve
azt.  Vagy érvelhetiink gy, hogy akkor a piact portfolié mozdulna el e felé a
részvény felé, de azt mdr beldttuk, hogy stabilan egy ponton dll. Tehdt (4.2)
és (4.3)-b0l adodik, hogy

E(ry—r1i)  E(ri—ry)

202, © 2Cov (T, i)’

ezt dtrendezve

E _
E(ri—rf) = Cov (ra, 1) M,
OMm
vagy a kockdzati mennyiségeket eqybegytijtve
Cov (1, i
(v = S g, ),
oM
Cov (ry, ;i
Er, = r¢i+ #E (rar —7y)
oM

bevezetve a részvény bétajat:

_ Cov (ry,my)

Bi=

2 )
O

E(ri—rf)=0,E(rmu —1y)

Ez az dtlagos hozam - béta dsszefiiggés.
Jelentése, hogy egy papir kockdzati prémiuma egyenl6 a piaci kockdzati
prémium és a papir bétdjanak szorzatdaval.

A béta mennyiség az adott részvény piaccal eqyiitt mozgdsat méri, mennyit
nb a részvény hozama, ha a piaci fellendiilés 1%-os.
A béta jeliléssel élve a kovetkezd észrevételt tehetyiik.

Eri=Ery + B,E (rv —ry)



4.2. AZ ERTEKPAPIRPIACI EGYENES 35

ezért

E(TM) = ZwiEri :Tf‘i‘zwiﬁiE(TM _Tf>7
E(ry)—ry = szﬂiE (rar —7f)

Masképpen, a piac bétdja a piac énmagdval egyiitt mozgdsdanak mértéke ter-
mészetesen 1, ezért

Tehat

By = szﬁz =1

4.2. Az értékpapirpiaci egyenes

Az el6z6 fejezet alapjan azt mondhatjuk, hogy egy részvény bétija a részvény
kockdzatdanak egy masik relevdans mértéke, hiszen azt mutatja, hogy az a
részvény hogyan jarul hozza a piaci portfélié kockazatdhoz. Masképpen az
atlagos piaci kockdzathoz viszonyitja az egyes részvények kockdzatat, ugy
hogy az 4tlagos kockdzat most 1-re van normalva. Abrézoljuk a varhaté
hozam-béta diagrammon a részvénye poziciéjat.

E(r)

4.3. Definicié. Az dabran az 1 meredekséqil eqyenes az értékpapirpiaci egyenes.

Emlékeztetdiil. A tékeallokacids egyenes masképpen a tokepiaci egyenes
(Capital Allocation Line) a kockdzatos papirok piaci portféli6 M pontjat és a
kockdzatmentes befektetési pontot koti ossze. A portfélié kockazati préiuma
és a portfolié kockdzat, a szérasnégyzet kozotti kapcsolatot mutatja. Tehédt
mads mint az értékpapirpiaci egyenes.

A tokepiaci egyenes és az értékpapir piaci egyenes mdas-méds informa-
ciét hordoz. A tokepiaci egyenesen a hatékony befektetések helyezkednek
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el, amelyek a kockdzatmentes befektetés és a piaci portfolié, azaz az opti-
malis keverék valamilyen ardnyi elegyébdl jottek létre. Ez az egyenesen a
kamatprémium és a szorasnégyzettel mért kockdzat viszonyat mutatja. A
pénzpiaci egyenes ( illetve a hozam-béta abra) viszont nem a befekteték pozi-
ciéjat, hanem a részvények pozicidjat mutatja. Az egyes részvények teljes
piaci kockdzathoz viszonyfitott relevans kockdzati méroszama a béta, egysz-
ertien a normalds révén.

Ha egy részvény az értékpapir piaci egyenes felett helyezkedik el, akkor
az adott bétdhoz nagyobb virhaté hozamot biztosit, tehat aluldrazott, ha
alatta van forditva, feliildrazott.

1

E(n)

4.4. Definici6. Részvény alfdja az aktudlisan vart hozam E (1) és a bétdhoz
tartézo ( a pénzpiaci eqyenes adta) E (r;) hozam kilonbsége:

o = E(r)—r;—E(r;)
= E(r)—B,E(ru—ry).

4.2. Megjegyzés. Ha eqy részvényre 3, > 1, akkor a piaci kilengést feliilmilja
a részvény kilengése, (ilyenkor szoktak agressziv részvényrol beszélni), ha
B; < 1, akkor a kilengése a piaci dtlagndl is kisebb, az ilyen részvényt deffen-
zivnek nevezik.



5. fejezet

Emlékezteto a
valoszintiségszamitas alapjaira

Miutéan a késobbi fejezetekben szdamos valdsziniiségszamitasi fogalomra lesz
sziikségiink ezeket egy-egy 6néllé fejezetben roviden osszefoglaljuk. Megte-
hetnénk ezt egyetlen nagy definicidkat és allitdsokat tartalmazé fejezetben,
de e helyett inkdbb azt a megoldast valasztottuk, hogy tobb kisebb fejezetben
bovitjiik e fogalmak korét. Mindig csak annyival amennyit az 1j pénziigyi
modell bevezetése igényel.

5.1. Definicié. Valdszintiségi mezé az {Q, F, P} hdrmas, ha Q nem iires
halmaz, F o—algebra az Q) részhamlazainak, eseményeknek eqy 0sszesége,
elemeit nevezziik mérheto halmazoknak, mérhetéo eseményeknek. P : F —
[0,1] halmazfiggvény, mérték, amelyre P (0) = 0,P () = 1, P (UZ,4;) =
Yo P(A), ha A; € Fy AN A; =0 minden i # j-re.

5.2. Definicié. Egy X : Q) — R fligguényt valdszintiségi vdltozonak neveziink,
ha minden B € B(R) wvalds Borel-halmazra X~ (B) € F, azaz a Borel-

halmazok 6sképet mérhetoek.

Ez utébbi feltevés teszi lehetévé, hogy "meg tudjuk, mondani", hogy a
val6szintiségi valtozé milyen valészintiséggel esik egy Borel halmazba specidlisan
a (—oo, ) intervallumba.

5.3. Definicié. Ha X wvaldszintséqgi valtozo, akkor Px az X eloszldsa, ha
Px(XeB)=P (X*1 (B)) .

Eloszlasfiigguénye
F(z) = Px (X <)

37
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strtiségfiigguvénye pedig fx, ha F' abszolit folytonos, azaz ha létezik olyan fx.
amelyre

Fy (z) = / " e ) dy.

5.4. Definicié. Az X wvaldszintiségi vektor valtozd, ha X = (Xy,...Xx) vek-
tor és minden "koordindtdja" valdszintiségi vdltozé.  Eloszldsa ismert, ha

0sszes véges dimenzios eqylittes eloszldsuk adott, azaz ha minden k-dimenzids
BeB (]Rk) Borel-halmazra a Px definidlt a

Px(XeB)=P (X*1 (B))
osszefiiggés dltal.

5.5. Definicié. Sztochasztikus folyamat a valdszintiségi valtozok eqy { X, : t € T'}
csalddja, ha azok ugyanazon {, F, P} felett értelmezettek és sszes véges-
dimenzids egyiittes eloszldsuk azaz (X, , Xi,...X1,) egyiittes eloszlasa minden
k> 1—re adott.

5.6. Definicié. Az X wvaldszintiségi vdltozoé vdarhatd értéke

E<X>=/9X<w>P<dw>:/°° yfx (4) dy.

—00

utobbi kifejezésnél feltéve, hogy fx struségfigguény létezik és dltalaban feltéve,
hogy E(X) = [,|X (w)| P (dw) létezik. Diszkrét esetben

E(X) = Z:pzpl
i=1

5.7. Definicié. Az X wvaldszintiségi vdltozo szordsnéqgyzete
o* (X) = E[(X - E(X))’]
feltéve, hogy a széban forgd vdarhato értékek léteznek.
Mint jél ismert
o (X) = E[(X ~ E(X)?] = E(X?) ~ [E(X).

5.8. Definicié. Legyen {2, F, P} Kolmogorov féle valdszintiségi mezo. Legyen
B € F,P(B) #0, ekkor legyen eqgy A € F esemény B-re vonatkozo feltételes
valdszintisége

P (AB)
P (B)

P(A|B) =
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5.1. Lemma. Legyen {Q, F, P} Kolmogorov féle valészintiségi mezé. Legyen

B e F,P(B) #0, ekkor {B, F|p, P (.|B)} szintén Kolmogorov féle valdszintiségi

mez6 és P (.|B) valdszintiségi mérték.

5.2. Lemma. (Borell-Cantelli) Legyenek A, tetszbleges események és

TS o

akkor
P(Ay) =0, (5.2)
ha -
> P(A,) < . (5.3)

Az allitds azt jelenti, hogy a (5.3) beli tsszeg végességébdl kovetkezik,
hogy az A, események koziil csak véges sok kovetkezhet be. Az &llitas
ersebb viltozatét teljesen fiiggetlen eseményekre lasd Rényi [?].

5.1. Bizonyitas. Legyen
B, =) A
Minden n-re

P(Ay) < P(B,) < iP (4;)

de (5.3) miatt a jobb oldal tart nulldhoz, ha n tart végtelenhez.
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6. fejezet

Ami ko6zos a l6versenyben és
tozsdében

Ebben a fejezetben a léverseny és a tozsde viselkedésének kozos vondsait vizs-
galjuk az informécié elmélet eszkozeivel. Mindkét szintéren fogadék vannak,
az egyik esetben a lovakra a masik esetben a részvényekre (azok hozamara)
fogadnak a jatékosok. Mint ldtni fogjuk, az egyik alapvet6 kozos vonds, hogy
az drfolyamot maguk a jatékosok alakitjak ki. Egy adott futam, illetve t6zs-
denap esetén a fogaddsokat a mindenki &dltal ismert kordbbi teljesitmények
alapjén teszik meg a jatékosok. A ma&sodik kozos vonds, hogy a jétékosok
a vagyonukat (jatékra szant pénziik) valamilyen meggondolds alapjan szé-
tosztjdk az egyes lovakra tehetd tétek (egyes részvények) kozott, portfolict
alakitanak ki. Ahhoz, hogy a jaték elemzéséhez kezdjiink elészor felidézziik
az informaciéelmélet néhany fogalmat.

6.1. Alapok

6.1. Definicié. Legyen X diszkrét valdszintiségi valtozo p; eloszldssal. Az X
valdszintiségi valtozo entrdpidja

—> pilogpi.
=1

6.2. Definicié. Legyen X ésY diszkrét valdszintiségi valtozd p (x,y) egyiittes
eloszldssal. Az'Y waldszintiségi valtozé X — re vonatkozo feltételes entrépidja

H(Y|X) = Zp H(Y|X =),

41
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ahol
H(Y|X =) Zp (y|z)log (y|x) .

Ez részletesebben azt jelenti, hogy

H(Y|X) = —Zp Zp (y|z) logp (y|z) =
—ZZP (z,y)logp (y|z) .

6.3. Definicié. Két eloszlds p,q relativ entropidjan vagy tdvolsagan a
kovetkezot értjiik. Legyen eqy X diszkrét valoszintségi viltozo értékkészlet
halmaza Q. A két eloszlds egyardnt Q-n legyen értelmezve, azaz p,q : QQ —

0,1].
p(x) p(X)
D (pllg) = Ep )log () Ep<log—q(X))-

z€Q

Miért tdavolsdgfogalom ez?  Beldtjuk, hogy D (p|l¢) > 0. Ugyanakkor
a tdvolsdg elnevezés félrevezeté. mert D nem szimmetrikus és nem igaz
rd a haromszog egyenldtlenség. Idézziik fel a Jensen egyeniitlenség idevago
alakjat.

6.4. Definicié. Legyen f(x) az [a,b] intervallum felett konvex fiigguény,
azaz minden x1,xs € |a,b]-re és A € [0, 1]-re

Af (1) + (L= X) f(2) = [ (1A + (1= A) ) .

Azt mondjuk, hogy szigorian konvex, ha az egyenloség, csak X = 0 illetve
A =1 esetén dll fenn.

6.1. Tétel. (Jensen egyenlotlenség) Tegyiik fel hogy f konvex figgvény, X
valdszintiségi valtozd. Akkor

Ef(X) = f(EX) (6.1)

tovdbbd ha f  szigorian konvez, akkor a (6.1) egyenldtlenségben pontosan
akkor all eqyenloség, ha X = EX 1-valdszintiséggel.

6.1. Bizonyitds. A bizonyitdst |Q|—re vonatkozé indukcidval végezzik. Ha
|Q| = 2 akkor

puf (v1) + (1 =p1) f (22) > f (prvn + (1 = p1) 22)
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kézvetleniil kovetkezik a konvexitdsbol N = pi-el.  tegyiik ezutdn fel, hogy
k — 1-re mdr beldttuk az dllitdst. Ekkor legyen q; = lf’;k, hai=1,..k—1.
Ekkor

k k-1

> opif @) = pef () + D pif ()

=1 =1

k—1
= prf () + (1 —pk:)ZCIif (z3)
L k—1
' de pef (xp) + (1 —pi) f (Z qixi)

k=2 k—1
> f <pk-77k +(1=p)) Qixi>

i=1
k—1 k
= f (pkxk + ZM%) =f (szIz) :
i=1 i=1
Az dllitds masodik részének igazoldsat az olvasdra bizzuk.
6.2. Tétel. Legyen p,q két eloszlas (Q felett, akkor

D (pllg) > 0.

6.2. Bizonyitas. Az dltaldnossag megszoritdasa nélkil tegyiik fel, hogy min-
den x € Q-ra p(x) > 0.

“D(pllg) = = plx)log”

Specidlisan D = 0 akkor és csak akkor, ha p = q.
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6.1.1. Lancszabalyok

6.3. Tétel.
H(X,)Y)=H(X)+ H (Y|X)

6.3. Bizonyitds.
H(X,Y) = => > plz,y)loglp(z,y)]

= —> > pleylglp !w) (@)]
- —Zprylog =Y > play)logp(ylz)]
= =Y p@)logp(x ZZp:rylog[P (yl2)]
_ H(E{)+H(Y|X).

6.4. Tétel.

H(X),..X ZH (Xl Xy, X))

6.4. Bizonyitds. Egyszeri, kiterjesztése a két vdltozora érvényes dsszefiig-
gésnek.

H (X1, X5) = H(X1) + H (X3|X1)

H(X1,X2,X3) = H(Xy)+ H(Xo, X51X1)
= H(Xy)+ H (Xo|Xy) + H (X3]X;, Xo)

6.5. Definicié. Az XY waldszintiségi viltozéknak a kélcsonds informdacidja
p(z,y)
=YY plwy)log :
- p(z)p(y)

Vildgos, hogy a kolcsonos informacié szimmetrikus a két valtozéban. Ve-
gyiik észre tovabba, hogy

I(X;Y) = D(p(z,y)llp(x)p(v)) (6.2)
- o p(z,y)
= Prtew) <l 8 0@ r®) <y>)
Igaz tovabba, hogy
[(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-H(Y|X), (6.3)

ezért aztdn az is igaz, hogy

[(X:Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y) (6.4)
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6.1. Gyakorlat. Igazoljuk, az (6.2) — (6.4) dsszefiiggéseket.

6.1. Kovetkezmény. A 6.2 Tételben lattuk, hogy D (X||Y) > 0, ezért (6.2)-
bol az is kovetkezik, hogy
I1(X;Y)>0. (6.5)

6.2. K6évetkezmény. A (6.5) dllitdasbdl és (6.3)-b6l azonnal kovetkezik, hogy
H(X) > H (X]Y)

azaz a felétel csokkenti az entropidt.

6.2. Fogadas a l6versenyen

Ebben a részben két jelenségre szeretnénk ravildgitani. Szoros kapcsolat
van a befektetés novekedési ratdja és az entrépia novekedési ratdja kozott.
Pontosabban az igaz, hogy osszegiik dlland6é. Ennek beldtdsa sordn azt
is latni fogjuk, hogy az informécié értéke éppen léverseny és a benntfentes
informacio kozotti kolesonos informécié pénzbeli értékével azonos.

Miel6tt elmélyediink a "lovi" rejtelmeiben, tisztdzzuk, hogy mi is az
entrépia novekedési réta.

6.6. Definici6. Legyen X; € Q) wvaldszintiségi viltozé sorozat, azaz eqy X
diszkrét idejii sztohasztikus folyamat. A X folyamat entrdpia névekedési
ratdja
1
H(X)=lim —H (X1, X5,..X,) .

n—oo N,
6.1. Megjegyzés. Emlékeztetiink arra, hogy eqy X stabilis Markov lanc es-
etén van u,; staciondrius eloszlds és ebben az esetben

H(X) == ppi;logpi;

i7j

6.2.1. A léverseny fogadas szabdlyai

Tegytiik fel, hogy m lovat futtatnak a versenyen és annak a valészinfisége, hogy
az i-edik 16 nyer p;, ebben az esetben a nyeremény o; 1 font tét esetén, nulla
font a nyereség, ha veszit. A font pénznemet azért hasznéljuk e helyiitt, mert
a léverseny és kiilonosen annak itt leirt szabalyai Anglidbdl szdrmaznak.
Két médon lehet a fogadast leirni. Az elsé "a-t 1-ért" a masodik "b-re
1-et" rendszerti. Ez a kovetkezot jelenti. Az elsé azt jelenti, hogy a jatékos
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a verseny elott 1 fontot tesz le a fogaddskor és a fontot zsebel be a verseny
utdn, ha a lova nyer, egyébként nem kap semmit. Az utébbi esetben a jatékos
a fogaddst megkoti a lora a verseny elott, azzal a feltétellel, hogy ha veszit a
lova, akkor a verseny utédn fizet 1 fontot, ha nyer b-t tehet zsebre.

6.2. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy az a-t 1-ért fogadds ekvivalens a b-re 1-et
fogaddssal, ha b =a — 1.

A tovdbbiakban ezért az a-t 1-ért szisztémaban vizsgdlédunk.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a jatékos a rendelkezésre 116 teljes vagy-
ondt mindig felteszi a lovakra. Legyen b; a teljes vagyonnak az i-edik léra
es6 hanyada, azaz 0 < b; < 1 és

-

Ez azt jelenti, hogy a futam végén, 0;b; nyereményre tesz szert, ha az i-edik 16
nyert, a tobbi tét elvész. Ennek az eseménynek a valészintisége p;. Idénként
ab(i) =b; jelolést is hasznaljuk majd.

A cél nyilvan a vagyon maximalizdldsa. E vagyon valésziniiségi véltozo.
Csabit6 mindent feltenni a legesélyesebb l6ra (i = 1) ekkor a vérhaté vagyon
o1p1, de ugyanakkor "nagy a kockdzat", megvan az esélye, hogy mindent
elvesztiink (persze feltéve, hogy van valédi verseny, azaz p; < 1).

6.7. Definici6. Legyen S, a jdtékos vagyona az n-edik futam wutin. Legyen
X; az i-edik futamban a nyerd 16 (sorszama) és

S(X) =b(X)o(X)

a vagyon névekmény (hinyados), ha az X 16 nyer. Ekkor

vagy mdsképpen

S =S (X,) =b(X,)o(X,),
Sn—l
Sn Sn—l 52
= e =5(X Xno1) .9 (Xq).
S = g = 5 (X)) 8 (X,) 5 ()

A vagyon kett6z6dési rata, vagy rovidebben a novekedési rata

W (b,p) = Elog S (X) = _ pilog bxox.

Az elnevezést a kovetkez6 tétel teszi érthetdvé.
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6.5. Tétel. Legyenek a futamok kimeneteler X1 Xo, ... fiiggetlen azonos elos-
2ldsu valdszintiségi vdltozok, a kozos eloszlas p (z) . Ekkor

S, ~ 2nWop),

6.5. Bizonyitds. A feltételbdl kovetkezik, hogy y; = log [S (X;)]-k is figgetlen
azonos eloszldsu valdszintségr vdltozok ezért a nagy szamok gyenge torvénye
szerint

1 n
= — log S (X; Elog S (X
VD108 S (X,) = Elog S (X)
sztochasztikus értelemben. Ugyanakkor ezért
S — 9 XU~ gnBlog S(X) _ oW (bp)
A tétel masik mondanivaléja az, hogy a vagyon maximalizaldsdhoz elég a

W (b, p) novekedési rétét maximalizélni, a b azaz a portféliovektor optimalis
megvilasztasaval.

1. Definition. Jelélje

W= (p) = maxW (b, p) =, >{]n§)g L Zpl log b;0;

a novekedési rata marimumdt.

Az optimédlis b megkeresését a Lagrange féle multiplikdtor segitségével

végezziik el.
i=1

Elvégezve, rendre a b; — k szerinti derivalast

oJ  pi
==+ A\
b b
Ezt nulldaval egyenlévé téve
Pi
b =——
A

adddik. Figyelembe véve a > b; = 1 megszoritast, A = —1 azaz
bi = pi.

Tehét azt kaptuk, hogy b = p a jeloltiink a maximumhelyre.
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6.6. Tétel. A p—wvel ardnyos portfolic optimdlis. Azaz

W*(p) = pilogo; — H (p)
az optimdlis novekedési rata és ezt a b* = p wvaldsitja meg.

6.6. Bizonyitas. A bizonyitds elkerili a mdsodik derivdltak korilményes
vizsgdlatdt. E helyett tekintsiik a novekedési rdata formuldjat.

W(b,p) = > prlogbox
bi

= Zpk log —p;ox,
Di

= ) plogog — H(p) — D (bl[p).

Viszont a (6.2) Tétel szerint D > 0, ezért

W (b,p) < prlogop — H (p).
Egyenloség pedig csak a b = p esetben dll.

6.3. Kovetkezmeény. Tekintsik azm = 2 (két 16) esetét. Tegyiik fel azt is,
hogy o; = 2-t 1-re tétekkel lehet fogadni. Az optimdlis fogadds b; = p;,1 =
1,2.

W*(p) = pilogo; — H(p)=1—H (p),

ezért
S, = gn(1-H(n))

Ha most azt is feltessziik, hogy az ajanlott fogadasi feltételek (odsz-ok) kor-
rektek, a teljes befizetett dsszeg felosztdsra keriil, nincs palyabérlet, akkor

1

Ebben az esetben jelolje r; = Oi Ez tulajdonképpen a boookmaker becslése
pi-re vonatkozéan. Ekkor

W(b,p) = sz‘ log b;o;
bi pi
S g 2
piTi
= D(pllr) = D (pllb).
Azaz a novekedési rata nem mds mint a p és r tdvolsdgabdl levonva a p €és b

tavolsdagat. Azaz a jdatékos akkor keres a bolton, ha jobb becslést ad p-re (e
becslését a b reprezentdlja) mint a bookmaker adta r becslés.
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6.4. Kovetkezmény. Tekintsiink eqy méqg specidlisabb esetet. Legyen most
0; = m minden i-re. FEzek az odszok az egyenletes p esetén korrektek. Az
optimdalis novekedési rata

W )= D (4l ) = ogm — # 5)

Ebben az esetben jol lathats a névekedési rdata és az entropia kozotti kapcsolat,
dualitas.

6.7. Tétel. Megmaraddsi tétel. Egyenletes eloszldsiu korrekt odszok esetén
W (p) + H (p) = logm,

azaz a novekedési rata és az entropia dsszege dllando.

6.3. Az informacio értéke

Most azt vizsgaljuk, hogy hogyan no a fogadé vagyona, ha bizonyos informa-
ciokkal rendelkezik a lovak teljesitményérdl. Azt vizsgaljuk, mennyit ér ez
az informadcio.

Az informé&cié értékét a megmaradasi tétel fényében egyszeriien gy mér-
jiik, hogy mennyivel novekszik a novekedési rata az adott tobbletinformécié
felhasznéldsa révén.  Természetesen a novekedést a kolesonos informécio
hatdrozza meg. Ezt ldtjuk be az alabbiakban.

Legyen megint m versenyzt 16, azaz X € {1,..m}, és ennek eloszldsa
p (z) . Legyenek az odszok o (x). Legyen a feltételes fogaddasi stratégia b (z|y)
az Y = y hattér-informécié esetén, feltéve persze, hogy > b (z|ly) = 1. Az
X,Y egyiittes eloszldsa legyen p (z,y), a feltétel mentes fogaddsi stratégia
b(z) >0, > b(x) = 1. Tekintsiik a feltétel nélkiili és a feltételes optimélis
novekedési ratat.

W (X) = max 3 p () ogh () o (),

W™ (X[Y) = max ) _p(x,y)logh(zly)o(x).

Legyen
AW =W (X]Y) —= W* (X).

Megjegyezziik, hogy a (X;Y;) fiiggetlen azonos eloszldsu val6sziniiségi val-
tozok alkotta léverseny esetén a vagyon

onW* (X[Y)
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szerint novekszik ha van hattér-informécio, és

oW (X)_y

koveti a novekedése annélkiil.

6.8. Tétel.
AW =T (X;Y).

6.7. Bizonyitas. Definicio szerint

W*(X|Y) = maxFElogS
b(zly)

= max Y p(z,y)logo(x)b(z|y)

b(z|y)
= > pla.y)logo(x)p(zly)
— Zp(:c,y)logo(x) - H(X|Y).

Madsrészt
W (X) =Y plz,y)logo(x) — H(X),

ezért kiilonbséqgiik
AW =H (X)-H(X|Y)=1(X;Y).

Ezzel tehdt belattuk, hogy a novekedési rata egyenld a futam és a hattér-
informécié kozotti kolesonos informécié mennyiségével, azaz ha a hattér-
informécié 1 bittel nd, az megkettozi a vagyont.

6.2. Megjegyzés. Mint ldtni fogjuk, ez az dllitds a tozsde esetében gy
mddosul, hogy ott a novekedési ratdra felsé becslés a kélcsonds informdacid.
Egyenloség csak a loverseny egyszertibb modelljében dll fent.

6.4. A tozsde informacidéelmeélete

Ebben a fejezetben levezetjiik, hogy a vagyon novekedési rétaja és a tozsde
entropidja kozott is dualitds dll fenn. Megvizsgéljuk az optimalis befektetési
stratégiat és annak tulajdonsdgait. Ki fog deriilni, hogy az nem csak at-
lagosan a legjobb, de aszimptotikusan is, tovabbd bizonyos értelemben mér
egyetlen kereskedési ciklus esetében is jobb, mint barmely més stratégia, azaz
portfolié.
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6.4.1. A tozsde modellje

Legyen a tézsdén m részvény. Ezek drhanyados vektora X = (X1, ..., X)),
X; > 0. Ez azt jelenti, hogy a zdr6 ar és a nyité d&r héanyadosa pl. az 1.
részvény esetén X;. Megjegyeziik, hogy X, 4dltaldban 1-hez kozeli érték.
Példaul az X; = 1.03 azt jelenti, hogy az 1. részvény 3%-t emelkedett az
adott napon. Tegyiik fel, hogy X ~ F'(x) eloszlasu.

A portfolié vektora b = (by ba,...by,), by > 0,> b; = 1, azaz b az egyes
részvények részaranyét reprezentdlja a teljes (tézsdén forgatott) vagyonbdl.
A napi vagyonvéltozds tehat

S=txX =Y bX = prl(l)

po (i)’

ahol pg (i) az i-edik részvény nyit6, p; (i) pedig a zaré éra.

Célunk az S valésziniiségi véltozé maximalizdldsa valamilyen értelem-
ben. Kordbban az els6 két momentum, illetve a virhaté érték és a szérds
figyelembe vételével vizsgéltuk az optimumot a CAPM keretében. Pontosab-
ban az F (S) maximalizaldsdra torekedtiink a szérdsra vonatkozé valami-
lyen megkotést feltételezve. Ez a megkozlelités természetesen lényegesen
egyszeriibb, mint az amelyik a teljes eloszldst figyeleme veszi. Az dtlag-
szorés alapu optimalizélds ugyan az F (5)-t maximalizélja, de ez csak hosszi
tavon éretik el, mig a tézsdén naponta kell és lehet az optimaélis portfélié-
val jatszani, erre viszont nem ad optimélis javaslatot a CAPM. A napi
hozamratara vonatkozé optimumot a logaritmus varhaté értékének optimal-
izélasatol remélhetjiik.

Kezdjiik egy kis aritmetikdval.Jelolje V' a befektetett osszvagyont a nap
elején, V' a nap végén. Az i-edik részvényben tartott vagyon V; a nap elején,
V' a nap végén. Ekkor

S =X be

azaz a b'X valéban a napi vagyonnévekmény.
Bevezetjiik a novekedési ratat. A léverseny modellel ellentétben itt az
eloszlds F' folytonos, ez picit atalakitja a képleteket.

V;+ \Va
bV vV vV

6.8. Definicié. A novekedési rita

W (b, F) = /log [V'z] dF (z) = E (log [b'X]) .
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6.9. Definicié. Az optimdlis novekedési rdata legyen
W (F) = max / log [(b")" 2] dF (x),

ahol b; > 0,7 b = 1. Azt a b* portfslict, ami ezt a mazimumot meg-
valdsitja, log-optimalis portfélionak nevezziik.

6.9. Tétel. Legyenek X; Xo, ... fiiggetlen azonos eloszldsi valdszintiségi vek-
tor vdltozok F (z) eloszldssal. Legyen

m

s; =10 X,

=1

a vagyon a naponta kiigazitott konstans b* portfolio hoz létre. Ekkor
1 % L. *
—log S, = W
n

azaz 1-valdszintiséggel.

6.8. Bizonyitas.
Liog S = 1 i log (b*)' X; =% W™
n n

a nagy szamok eros torvénye szerint.

6.1. Lemma. A fenti definiciokkal élve W (b, F')

1. konkdv b-ben.

2. linedris F'-ben.

3. W*(F) konvex F-ben.
6.9. Bizonyitas. 1.A logaritmus konkavitdsa miatt:
log [(Aby + (1 — X) bg) 2] > Alog [b1z] + (1 — ) log [be]

amibol kovetkezik az dllitds.

2. Mivel d (AFy + (1 — A\) Fy) = dAFy + (1 — \) dFy, ezért a

W (b, F) = /log bizdF (z)
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integrdl linedris F'-ben, igy W 1is az.
3. Legyen Fy és Fy két eloszlas és W, W5 illetve b],b5 az optimdlis
novekedési rata rajuk nézve, illetve az azt mequaldsito portfoliok.

W* AFL+ (1= A Fy) = W (B, AR + (1 — \) F)

ahol b5 a AFy + (1 — \) Fy kevert eloszldshoz tartozé optimdlis portfolic.
Ekkor 2. szerint

W (b, AF A+ (1—\) F)
— AW (B, ) + (1= X)W (b5, F)
< AW (R) + (1= AW (Fy).

Tehat W* alulrol konvez.

6.2. Lemma. Az egy adott F—re vonatkozo log-optimdlis b* portfolick B*
halmaza konvex.

6.10. Bizonyitas. Legyen b, b5 € B* két log-optimdlis portfolic. A 6.1
Lemma 1. dllitasa szerint

W (AD] + (1= A) b3, F) = AW (b1, F) + (1 = \) W (b3, F)

ami azt jelenti, hogy Abi + (1 — X) b} is optimdlis, azaz eleme B*-nak.

6.5. A log-optimalis portfoli6 Kuhn-Tucker féle
karakterizacidja

Hasonléan a CAPM modellhez, itt is egy konkav fiiggvény konvex halmaz
feletti optimalizaldasi feladatot kell megoldani. A léverseny esetétdl eltérden
most nem konstrudljuk meg a szélsoértéket, hanem megsejtjiik azt majd el-
lenérizziik, hogy valéban optimaélis-e.

6.10. Tétel. Legyen egyb. portfélic akkor és csak akkor mazximalizdlja W (b, F')-
t ha
X ) | <1 hab;=0"

6.11. Bizonyitas. Mivel W (b) = Elogb'X konkdv, amikor a b befutja
a B* konvex halmazt, azaz szimplexet, akkor b* akkor és csak akkor lehet
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optimadlis, ha W (b)-nek az irdnymenti derivdltja a b* pontban valamely b
irdnyban nem pozitiv (ez a Kuhn-Tucker feltétel). Azaz ha

by = Ab+ (1 — ) b*

ellenkezo esetben ugyanis ha pozitiv, akkor volna olyan by A > 0 portfolio
vektor, amire W (by) > W (b*) lenne, ami ellentmond az optimalitdsnak. A
(6.6) képlet tovabb egyszeriisithetdo, X = +0-ban

d d
ﬁw(bx)h:o = ﬁElogthh:O
1 EX 4+ (1— Nt X
= lim—ElogAb all t)\)(b)
>\—>0/\ (b*) X
t - *\t
_ Elimllog)\bX+(1 t/\)(b) X
A—0 A (b*) X
1 1.6
= Flim -1 1+ A —1
i o 144 (7 1)

= #(rx)-

A limesz és a vdrhato érték felcserélheto mert a széban forgd kifejezés
feliilrol korldtos. Igy azt kaptuk, hogy

minden b-re. Két esetet kell vizsgdlni. Ha a b — b* vektor a szimplexen
beliil meghosszabbithaté a b*-n til is akkor a kétoldali derivdlt eltinik, azaz
egyenloség kell hogy fent dlljon. Ha a b — b*vektor meghoszabbitdsa kivezet
a szimplexbol, akkor elegendo az egyenlotlenség. Ezzel megkaptuk az dllitdst.

2. Figure.
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3. Figure.

6.11. Tétel. Legyen S* = (b*)t X a log-optimdlis portfolio generdlta véletlen
vagyon, S = (b)tX pedig eqy mdsik b dltal generdlt vagyon. Ekkor

S
EF— <1 6.7
és forditva, ha (6.7) minden b-re, akkor
Elog % <0. (6.8)
Azaz révidebben
S , S .
E§ < 1 minden S-re <= Elog o < 0 minden S-re. (6.9)

6.12. Bizonyitas. A 6.10 Tétel szerint, ha b* log-optimdlis portfolid, akkor

minden 1 — re
X
E( - ) <1 (6.10)
(b*) X

Szorozzuk meg ezt az eqyenlotlenséget b;-vel majd 6sszegezziink i-re.

> hE <ﬁ) <> h<l

Viszont a baloldal

() o (54 -

azaz (6.10) ekvivalens az

S
F— <1
S* —

egyenlotlenséggel. Az dllitdas megforditisa a Jensen egyenlotlenségbol kovetkezik.

S S
Elog§ SlogE§ <logl=0.
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A tétel tehdt azt igazolja, hogy a log-optimalitds ekvivalens a vagy-
onnodvekedés optimalizdldsaval, azaz a napi gyarapoddsi hanyados atlaga-
nak maximalizdldsdval. A rovid tavi optimumokra késébb, jatékelmélei
megkozelitésben fogunk visszatérni.

A Kuhn-Tucker karakterizacié masik kovetkezménye az, hogy az édtla-
gos vagyonmegoszlds az egyes részvények kozott a log-optimélis portfolié es-
etében viltozatlan. Ez a kovetkezo atalakitdsbol lathaté be.

£(i=) == () 7% () 1

Mert E o ) ~ ) = 1 ha b} # 0 a Kuhn-Tucker kritérium miatt, illetve ha

by = 0 akkor az &llitds trividlis. Azaz a nap végén a vagyonardnyok varhaté
értéke egyenld a nap kezdeti ardanyokkal.

6.6. A log-optimalis portfélié asszimptotikus
optimalitasa
Ebben az alfejezetben belatjuk, a cimbeli optimalitast és azt, hogy semmilyen

més befektetési stratégia nem dominélja azt.
Legyenek X; Xo, ... fﬁggetlen azonos eloszldsu valészintiségi valtozok F ()

eloszldssal. Legyen S, H b X, az n-edik nap végén a vagyon. W* =

max, W (b, F') = max, F log th Az optimalis portféliéval szembedllitott
portfoliok esetében megengedjiik, hogy a részvények kordabbi teljesitményétol
fiiggjon, de természetesen a jovotol fiiggetlen. A definiciébdl azonnal kovetkezik
az alabbi lemma.

6.3. Lemma. Legyen S a log-optimdlis portfolic hatdsdra kialakuld vagyon
az n-edik nap végére fiiggetlen azonos eloszlasi részvényeket feltételezve. Legyen
S, valamely mds stratégia dltal kialakitott vagyon. Ekkor

FElog Sy =nW* > Elog S,.
6.13. Bizonyitas.

mgmelogSn = ml?xE (Zlogbﬁ(})

i=1

= ngxE (logbt (1] X7, ..Xi_1)Xi) Jott ZEIog W

=1 =1

= nW"*.
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Ez egyben azt is helenti, hogy
Sk = 2m",

6.12. Tétel. (A log-optimalis portfolio asszimptotikus optimalitdsa.) Legyenek
X1 Xo, ... figgetlen azonos eloszldsi valdszintiségi valtozok F (x) eloszlassal.
Legyen tovabbd b* a log-optimdlis portfolio valamint

Sy = H (b*)t Xi,

i=1
hasonldan, S, egy tetszoleges b; portfélio sorozathoz tartozo vagyon. FEkkor

1 Sn
lim sup —log — < 0 I-valdszinuséggel.

nooo M Sk

6.14. Bizonyitas. A Kuhn-Tucker kritérium kévetkezménye, pontosabban a
6.11 Tétel miatt minden 1 < i < n-re ) ( dttérve X;-re a napi drhanyadosok
vektordnak sorozatdra)

b’ X;

B2 <1,
(b*) X;
ezért a fliggetlenség miatt
Sn
E— <1.
Sk =
A Markov egyenlotlenség alapjan
S, 1
P(S,>t,S5) =P o >ty) < —,
Sum s =P (5> 0) <3
azaz . s . )
P =log == > —logt, | < —.
(n OgS;; n o8 )_tn
Legyen t,, = n? és Osszegezziink n — re, akkor

- 1 S, 2logn =1 2
P —log— > < —_ = —.
A Borell-Cantelli lemma szerint viszont ebbdl az kovetkezik, hogy az

oL, 2w
n =Sk n
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eseményekbol csak véges sok kovetkezik be, pontosabban
P (végtelen sok A, bekdvetkezik) = 0.
Azaz a tézsde majdnem minden realizdcidjdra (z; sorozatdra ) wvan olyan
(esetleg igen nagy) N, hogyha n > N, akkor
1 S, 2logn

—log — <«
n gS;;

azaz

1 Sh
limsup — log — < 0.
n S

n

6.7. A hattér-informacid és a novekedési rata

A léverseny esetében kideritettiik, hogy menyit ér a héttér-informacié. Mint
lattuk azt a kolesonos informécié mennyiség hatdrozza meg. Ebben az alfe-
jezetben ugyanezt a jelenséget vizsgaljuk a tozsde vonatkozasaban.

6.13. Tétel. Legyenek X1 Xo, ... fiiggetlen azonos eloszldsi valdszintiségi vdl-
tozok, kozos F (x) eloszlassal, amelynek van f (x) stirfiségfiigguénye. Legyen
b} az ehhez tartozd log-optimalis portfolio. Legyen egy masik eloszlds strtiségfig-
guénye g, hozzd tartozd log-optimdlis portfélid pedig by. Ekkor

AW =W (b3, F) = W (5, F) < D (f]l9)

6.15. Bizonyitas. Definicio szerint
AW = /f(x) log —(b})tx

(

—

dx — /f (x) [log (b;)tx] dx
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o
&

IS

8

I
8

~~
1

=

~
l

I
~
—
&
~—
—
Qo
o
N |
S

¥ Q¥ ¥ Q@

S




6.8. STACIONARIUS PIACOK 59

A b, log-optimdlis portfolic a g—re nézve ezért a Kuhn-Tucker kritérium
kovetkezényeként kapott (6.7) szerint

/g(x) Ezgzzdaf = E, (Si) <1,

(b7) @
/ 9 (@) ()’ xd‘”

6.14. Tétel. Legyen Y a hdttér-informdcio. Ekkor

azaz

AW <log

+ D (fllg) < D(fllg)-

AW < T (X,Y).

6.16. Bizonyitas. Legyen Y = y a hdttér-informdcio realizicidja. Ekkor
a log-optimalis befektetdo az f (x|Y =y) ellenében jatszik, illetve a szerint
alakitja ki a log-optimdlis portfolict. A 6.13 Tétel szerint

falY =y)

@) dx.

AWy—y < D (1 0¥ = 9)[1f (@) = [ £ (alY =) log

Atlagolva y-ra.

AW < D(f@Y)IIf (@ /& L/fﬂybg 1Y) iy

(@)
_ . (:v!y)ﬁ .
- //f ) () log =705 e

:://fxym % %d@

6.8. Stacionarius piacok

Az el6z6 fejezet eredményei a fiiggetlen valésziniiségi valtozok sorozatarol
atvihetoek a realitdast jobban tiikrozé staciondrius X; X, ... valdszinfiségi
valtoz6 sorozatra. Legyen tehat X; Xo, ... staciondrius val6szintiségi vektor
valtozo sorozat. Természetesen olyan befektetési stratégidkat vizsgalunk,
amelyek csak a multtdl fiiggnek. Azaz egy tetszbleges b portfélié vektor az
i-dik napra b, = b(X; Xs...X;_1) az X; X5...X;_; vdltozdék fiiggvénye. A

vagyon
n

S =[] ¥ (X1, X2 Xi21) X,

=1
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Célunk most is E'log S,, maximalizdldsa. Jelolje b a log-optimaélis portféliot
az i-edik napon. Azaz

Elog S, = E (log bl X;
,max Elog S ;mgx (log b} X;)
Jelolje a napi maximaélis dtlagos vagyon novekményt az elézd napok feltétele

melett
W (Xl‘Xla ...Xifl) = H%)a.XE (lOg bez’XlX’Lfl) .

Amirdél beszéliink az tulajdonképpen nem méds mint a véltozo F (x|zy...x;1)
melett egyetlen napra alkalmazott log-optimélis portfélié amit az el6z6 fe-
jezetben ismertetett médon lehet karakterizélni, itt viszont a feltételek naponta
valtoznak, tehat b naponta mds és mas.

Legyen

W (Xy,..X,) = blrilﬁ}.% Elog S,,.

Vegyiik észre, hogy igaz a kovetkezo lancszabély:

W* (X1, .. X,) = E (log (b)) Xi| X1..Xi0) = > W™ (X[ X1, .. Xi)
i=1 i=1
(6.11)
hiszen a vagyon optimaélis novekedési ratdja nem mdas mint az egyes ratak
Osszege, naponta optimalizédlva.
Mivel a koriilmények naponta valtoznak a novekedési rata nem lehet al-
land6. Ez indokolja az kovetkezd definicié 1étjogosultsédgdt.

6.10. Definicié. Definidljuk a novekedési rdatat mint

1
W2 = lim —W* (X1, ..X,),

o0 n—oo M,
ha a limesz létezik.

6.15. Tétel. Staciondrius piacon a novekedési rdita

n—oo

6.17. Bizonyitas. A stacionaritas miatt, ha n,m >0
W* (Xn’Xh '--anl) - W* (Xn+m|Xm+17 -'-Xn+mfl)
de a tobbletinformdcio nem csokkentheti a névekedési rdatat, ezért

w (Xn|X17 '-'anl) =W (Xn+m‘Xm+17 '-'Xnerfl) < w (Xner’Xl: '-'Xnerfl)
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azaz W* (X,|X1,..X,—1) nem csokkend ezért létezik limesze (esetleg végte-
len). Felhaszndlva (6.11) — ¢

1 1
Wi = lim —W*(Xy,..X,,) = lim —

n—oo M, n—oo M,

> W (XX, X
i=1

és a Cesaro kizépre vonatkozo konvergencia tétel miatt

n

1
Wi = lim =Y W*(X;| X1, .. X;_1) = lim W* (X, Xy, .. X;_1)
n—oo 1, n—oo
=1

amit bizonyitani kelett.

A kovetkez6 tétel a log-optimadlis portfélié asszimptotikus optimalitast
mondja ki staciondrius piacokra.

6.16. Tétel. Legyen S} a miltra vonatkozo feltételes log-optimalis portfolic
dltal létrehozott vagyon, S, pedig eqy tetszoleges mdasik stratégia eredménye.

Ekkor
li 1 | Sn
imsup— log —
n_mpn & Sk

<0.

6.18. Bizonyitas. A Kuhn-Tucker kritériumot alkalmazzuk o lépésenkénti
feltételes eloszldasokra és wjra azt kapjuk, hogy

S
E—-<1.
Sy~

Innen a bizonyitds 1épésrol lépésre azonos a fliggetlen vdltozokra vonatkozdval
csak azt minden egyes napra kiilon kell alkalmazni a feltételes varhato értékre
vonatkozoan majd.

Végiil igaz a kovetkezd tétel az log-optimadlis novekedési rata és log-
optimalis portfélié dltal 1étrehozott vagyon kozotti kapcesolatra vonatkozdéan.

6.17. Tétel. Ha staciondrius piacon

akkor ]
—log S — WZ.
n

1-valdszintiséggel.

A bizonyitds az ekviparticié tételén alapszik, nem targyaljuk részletesen.
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6.9. A log-optimalis portfélié rovid tavi op-
timalitasa

Tekintsiik djra X; Xo, ... fliggetlen azonos eloszldsi valdszintiségi valtozok
altal meghatédrozta piacot. Az el6z6 fejezetekben az asszimptotikus opti-
malitdst vizsgdltuk, most fix n-re szeretnénk a log-optimalis portfélié dom-
inancigjat kimutatni mas portféliokkal szemben. Mint azt a Kuhn-Tucker
kritérium kovetkezményeként beldttuk

S,

E==2 < 1.
Sx =

ezért

P(S,>1tS) <

~+ | =

Ugyanakkor ebbdl nem kovetkezik a log-optimélis portfélié dominancidja
mindne n — re. Erre a kovetkez6 egyszerti példa adhaté.

6.1. Példa. Tekintsiink eqy két részvénybol dallo piacot, dsszesen két lehet-
séges kimenetellel.

_f (I,1+4+¢€) 1— ¢ valdszintiséggel
(X3, Xp) = { (1,0) e valdszintiséggel -

llyen piacon a log-optimadlis portfolic a teljes vagyont az 1. részvényre al-
lokdlja, b* = (1,0). Ugyanakkor az a befektetd, aki teljes vagyondt a mdsodik
részvénybe fekteti az (1 — €) valdszintiséggel tobbet keres mint a log-optimdlis
portféliot alkalmazo.

6.3. Gyakorlat. FEllenorizziik, hogy a log-optimdlis portfélié valéban b* =
(1,0).

A felmeriilt korldt, tehat sziikségszerti. Ennek felolddsara a jatékelmélet-
ben szokdsos mddszert alkalmazzuk. Feltessziik, hogy a kezdeti feltételek
kevertek.

6.18. Tétel. Legyen S* a log-optimdlis portfolid dltal létrehozott vagyon egyetlen
nap végén, S pedig egy mdasik portfolic eredménye. Legyen U a [0,2]-n egyen-
letes eloszldsu X-tol fiiggetlen valdszintiségi vdltozé.  Legyen V> 0 pedig
tetszoleges valoszintiségr vdltozo, amely fiiggetlen X —tol és U-tol EV = 1
varhato értékkel. Ekkor

P(VS>US) <

N | —
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azaz ha U,V a piacon lévo teljes vagyon igazsigos, véletlen elosztdsa a befek-
tetok kozott, akkor a log-optimdlis portfoliondl jobb teljesitmény valdszintisége

legfeljebb 1/2.

6.19. Bizonyitas.

ahol W = ? Viszont

VS S
EW =F—=F EFl—)<1
N I E

a fiiggetlenség és a Kuhn-Tucker kritérium miatt. Legyen F' a W eloszldsa.

PW>U) = /2P(W2w)dFU(w)

[\

1
P (W > w) §dw

I
S— 5—
—_
|
VRSS!
g

dw

IA |
N — DN —
’ &=

S
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7. fejezet

Bevezetés az opcios termékek
arazasaba

Ebben a fejezetben.a tézsdén forgalmazott részvényekre vonatkozé opcids,
hataridos tigyletekkel foglalkozunk.  Példdul X-nek van Zold részvénye.
Fizetiink X-nek 30 -t, azért, hogy egy év miilva 400-ért megvehessiik téle
ezt a Zold részvényt. Ha ez egy év miilva megéri nekiink (példdul 550 az
aktualis drfolyama) akkor lehivjuk az opcidt, megvessziik 400-ért a részvényt
és 120 nyereséget realizdlunk, ha azonnal eladjuk. Ha viszont egy év miiltén
az arfolyam 350, akkor nem hivjuk le az opciét, az iizleten 30-t veszitettiink.

Sok tisztdzandé kérdés meriil fel ennek az egyszerii tigyletnek a kapcsan.
Redlis-e a 30 opcids ar? Az opcids piac egyensilyban van-e és milyen drak
alkotjék ezt az egyensilyt? Hogyan lehet meghatdrozni az opcié ardt és
milyen stratégidval kell jatszani az opcids piacokon?

Azt fogjuk végiil is taldlni, hogy az ismeretlen jovobeli dralakulds ellenére
létezik az opcids termékeknek is egyensiilyi dara, a piac lehet hatékony, lehet
arbitrazs mentes és meg lehet konstrudlni az opcids drat és a hatékony be-
fektetési stratégiat, fedezeti portféliét is.

7.1. Bevezetés

7.1. Definicié. Az opcid olyan szerzédés, amely az eqyik félnek jogot biztosit
arra, hogy valamit a jovoben megtegyen, anélkiil azonban, hogy erre kételezné
18.

Konkrétan vételi és eladdsi opciordl, call és put opciérdl fogunk elészor
beszélni. Egy opciénak van egy kiiréja, aki az ajanlatot teszi és vevoje aki
elfogadja, megveszi azt.

65
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7.2. Definicié. Vételi opcio a kévetkezo: Az opcid vevdje jogot vasdrol
arra hogy egy év mulva megueheti az A részvényt 800-ért, ha akarja, nem
vesszi meg, ha nem akarja. FEzért az opcidért most fizet 200-t, azaz az opcid
dra Cy = 200. Ez eqy vételi, azaz call opcid, aminek dra 200, lehivhatd a
lejaratkor az év végén, kétési dra 800. A 4 dbra ennek az opcionak kifizetés
fligguényét mutatja.

4. Figure.

Vildgos, hogy nem ér semmit az opcid, ha a részvény arfolyama a lejéaratkor
800 alatt van.

A vételi opciéval szemben &ll az eladési opcié (put option), lényege a
kovetkezd. Most szerzodést kot az opcié vevOje arra, hogy egy év milva
eladhat 800-ért egy A részvényt (ha akar). Ezért a jogért most fizet 200-t.
Az opcid értékét a részvény lejaratkor érvényes arfolyaménak fiiggvényében
a 7.1 dbra mutatja.



7.1. BEVEZETES 67

5. Figure.

Vizsgaljuk meg, mi torténik akkor, ha vételre és eladésra is jogot véasarol-
unk.

6. Figure.

Ekkor nyereségiink nem az drfolyamvéltozés irdnyatol fog fiiggeni, hanem
annak mértékétol. Tegyiik fel, hogy 100 volt a vételi és az eladési opcio értéke
egyarant. Ha az drfolyam 600 ala csokken vagy 1000 folé novekszik, akkor az
eladdsi joggal illetve a vételi joggal élve egyardnt nyereséget lehet realizalni.
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Példank fiktiv, természetesen az opcids drak tartalmazzak a kockdzat arat,
ezért nincs szé arbitrazsrol.

7.3. Definicié. A lejdrati nyereség a pozicid lejarati értéke csokkentve an-
nak létrehozdsanak koltségével (pontosabban annak az inflacidval kiigazitott
értékével).

1. Example. Tegyiik fel, hogy az inflacids rita 5%. A wételi jog 190,48,
ennek a lejaratakor tehdt az értéke 200. A kiirdsi dar 800. Ha a lejaratkor
az drfolyam 800 alatt van akkor a veszteség 200. Ha 800 és 1000 kézétt van
akkor szinté% n veszteséges az tgylet. Ha az drfolyam 1010 felett van akkor
a nyereséq az e feletti rész. Elobbit hivjak nyereségkiiszobnek.

7. Figure.

1. Exercise. Vezessiik végig a nyereség alakuldsdat a put opcio és a call-put
opcidpdr vasdrldsa esetére.

Néhdny megjegyzés az opcids piac jellegzetességeirdl. Az egyszerii kozvetitok
osszegylijtik a kindlati és keresleti ajanlatokat és létrehozzak a parositast,
azaz a kotéseket. Az opcids piacon viszont dltaldban tobben szeretének jo-
got vdsdrolni , mint jogot eladni. Ezt a hidnyt a profik pétoljak gy hogy
szintetikus tton el6dllitjdk a sziikséges opcidkat. Fzek fedezeteképpen ter-
mészetesen a megfeleld folyamatosan kiigazitott portféliot tartjak kiilonb6zo
részvényekbdl (és esetleg opciokbdl).

Mint ebben a fejezetben latni fogjuk, ellentétben a részvény jelen ardval
(ami a jobobeli hozam-vérakozést tiikkrozi) amit nem lehet kiszdmolni, az
opcié dra egyértelmilen meghatdrozhatd, csak kicsit bonyolultabban mint
egy egyszeril diszkontélas.
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7.2. Opciok tulajdonsagai

7.2.1. Bevezetés: Opci6 és az opcids piac

A 7.1 definici6 tul dltaldnos, hiszen nem csak a pénzpiacokra alkalmazhato,
ezért lesziikitjiik a részvényekre kotott opcidkra. Altaldnosan az értékpapir-
piaci opcidkat a kovetkezd hatossal tudjuk jellemezni:

1. T lejdrati datum az a datum, ameddig az opcids szerzddés érvényes.

2. K kétési vagy lehivdsi drfolyam azaz elore rogzitett arfolyam, amelyen
a jogosult majd a jovoben élhet az opcids jogdval.

3. call (vételi) vagy put (eladdsi) opcid: a call részvények vételére mig
a put részvények eladdsara biztosit jogot az elore biztositott K kotési
arfolyamon.

4. C; vagy P; opcids dij: adij, amelyet a jogot szerzo6 fél fizet a kotelezettség
vallalé szdmadra, t € [0,7].

5. opcid tipusa szamtalan fajta lehet, mi az eurépai és amerikai opciékkal
foglalkozunk. Az opcié eurdpai, ha csak a lejarat napjan 7" idépontban
lehet lehivni; amerikai, ha a tulajdonos a lejarat napjdig barmikor élhet
kereskedési jogaval.

6. részvény, amelyre az opciét kototték (S; a t idépontban az adott részvény
arfolyama)

A kifizetés fiiggvények egyszeri{ibb kezelhetdsége érdekében bevezetették
a kovetkezo jelolést:

7.4. Definicio.
+ J x hazx>0
7Y 0 haz<o

Ennek segitségével felirva a call opcié kifizetés fiiggvénye (S — K)T mig
a put opciéé (K — Sz)™.

Egyetlen részvényhez sok opcios részpiac tartozik. Ezek a lejarat idépon-
tjaban és a lehivasi arfolyamban kiilonboznek. Altalaban 5 lehivési arfolyam
és 4 lejarati idépont van, ez 20 részpiac eladdsi jogokra és ugyanennyi vételi
jogokra.
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7.2.2. Meéltanyos arak és fedezeti portfoliék

Az opcidk (vagy mds szdarmaztatott termék) esetében fontos szerepe van a
kalkuldciénak, szemben a részvények arfolyamanak mozgédsdval. A derivativak
arfolyamét egyértelmiien ki lehet szdmitani az adott részvényar mellett, azaz
azt, hogy mekkora értéket rendeljiink az opcidhoz egy adott pillanatban. Ha
az opcios dij ("belépés dija") tul alacsony,(pl: 0), akkor a vevd kockdzat-
mentes profitra tehet szert, ha a lejdrat napjan a opciét lehivja. Mig ha tul
magas a dij, akkor senki se vdsdrolnd meg az opciot.

Az opcié dranak meghatdrozdshoz meg kell becsiiljiik azt az Osszeget,
amelybe redlisan gondolkodva mindkét fél beleegyezik.

A méltinyos dr jellemzésének egyik moédja azon elsddleges termékekbdl,
azaz részvényekbol kotvényekbdl illetve bankbetétbdl (hitelbél) allé portfolié
adott pillanatban vett d&ranak megadésa, amely pontosan ugyanazt a jovedel-
met nyujtja a lehfvéasi idopontban, mint az opcié. Ez az ar szigorian véve
csak az opcié kiirgjdnak méltanyos, hiszen tigy hatdrozza meg az arat, mint
azt a legkisebb Gsszeget, amely egy olyan részvényekbol és kockazatmentes
kotvényekbol allé portfolié elddllitdsdhoz sziikséges, amely reprodukdlja az
opcié értékét a T € N iddpontokban. Altaldnossdgban a vevd és eladé op-
ci6janak dra nem fog megegyezni, az egyezés csak a teljes piaci modellekre
jellemz6. Mi csak azzal az esettel foglalkozunk. Els6é feladatunk ennek a
méltanyos drnak a meghatdrozdsa, illetve az opcié reprodukaldsdhoz sziik-
séges fedezeti portfolid eldallitasa.

7.2.3. Put-call paritas

A put-call paritds elv szerint a vételi és az eladési opcidk drai kozott szoros
Osszefiiggés van. Ebbdl az fog kovetkezni, hogy figyelmiinket elég csak a call
opcidkra forditanunk. Az ehhez sziikséges donto feltételezés, hogy a model-
liink kizérja az arbitrazs (NA =nincs arbitrazs) lehet6ségét, tehét nem lehet
kockazatmentes profitot realizdlni. Ez a feltételezés alapvetd az opciddrazas
elméletében, enélkiil nem sllhatna fenn a piaci egyensily. Atmenetileg el-
tekintiink az inflaciétol, a kockdzatmentes hitel és betét kamata egyardant
0.

7.1. Tétel (Put-call paritas elve). Ha a piac arbitrazs mentes (NA) akkor
Ct—Pt:St—K (71)

Vit e NNJ[0,T]-re. Ahol Cy és P, call opcid és a put opcid vételi dra t
idopontban, az S; a részvénydra a t idopontban és K a kétési darfolyam.
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7.1. Bizonyitas. A definicicobdl kovetkezik, hogy T lejaratkor teljestil a felté-
tel:
CT—PT:(ST—K)+—<K—ST)+:ST—K,

hiszen ekkor ismert az St értéke.

Ahhoz, hogy ne keletkezzen arbitrizs a koztes idopontokban is fenn kell
dlinia a (7.1) dsszefiiggésnek. Ennek bizonyitasdhoz tekintsik a kovetkezd
fedezeti stratégiat. Vegyiinkt € N idopontban egy részvényt Si-ért, egy put op-
ciot Py-ért, irjunk ki és adjunk el eqy azonos T lejarati és K kotési drfolyami
call opcict Cy-ért. Mindkét opcid a részvényiink eladdsdnak lehetoségét hor-
dozza magdban. A poziciok elérésének kéltsége pedig

C,— P, — 8, (7.2)

Két eset lehetséges St > K wvagy St < K, azaz a részvény dr magasabb
vagy alacsonyabb, mint a kotési ar (egyenloséget az dsszes eset lefedése miatt
haszndljuk).

l.eset: Sy > K — Lehivjik a call opcidt, nekiink nem éri meg lehivni a put
opciot 1gy K 6sszegti készpénzt realizdltunk.

2.eset: Sy < K — Nem hivjdk le a call opcidt, nekiink viszont megéri lehivni

a put opcidt, amiért szintén K dsszeqt készpénzt kapunk.

Osszegezve Sy dratdl fiiggetlenil K kockdzatmentes profithoz jutunk a T idépont-
ban. Mivel kezdeti kéltségiink (7.2) wvolt, ezért a lejaratkor az egyenlegiink a

Cy— P, — S +K
—— ~~
kéltséq nyereséq

elemekbol all.  Mivel kamatlab nulla, nem kell K-t diszkontdlni (hiszen csak
azonos idopontban lévd pénzek hasonlithatunk dssze), ezért minden t € N-re

Ot—.Pt—St_"K:O

fenn kell hogy dlljon. Ellenkezo esetben, ha Cy — P, — S;+ K # 0, akkor vagy
a mi vagy a veliink tzletet k6to partner részérol lehetoség van kockdzatmentes
profit szerzésére, az dltalunk konstrudlt stratégidval.

A fenti tétel miatt nem kell kiilon foglalkoznunk az put opcidkkal elég, ha
call opcidkkal szamolunk.

7.3. Egyperiédusos opcidarzasi modellek

Elso kozelitésben egy egyszeriibb modell csoport, az egyperiédusos modellek
vizsgalatat végezziik el. EE modell estén azt korldtozé feltételezést tessziik,
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hogy a piac csak egyetlen kereskedési periodussal rendelkezik, azaz T halmaz
csupan két idépontot tartalmaz 0-t és T-t.

A részvény dranak korrekt kezeléséhez be kell vezetni diszkontélds fo-
galmat. Ennek segitségével barmely ¢ idopontban 1évo pénz értékét kiszamol-
hatjuk (diszkontalhatjuk) barmely korabbi idépontba (dltaldban a 0 idépontba).
A diszkontalast felfoghatjuk a kamat megforditottjanak (nem elére haladunk
az id6ben, hanem visszafelé).

A kamatlab legyen 10%, azaz r = 0.1 és a kamattényez6: 1 +r = 1.1.
Ekkor a jovo évi 99 F't diszkontdltja az adott évre 90 F't.

7.5. Definicié. A diszkonittényezo jele (3, értéke a kamattényezd reciproka.
=
+r
Ezaltal eleget tehetiink annak a a kozgazdasagi alapelvnek, mely megkoveteli,
hogy azonos idépontban torténd kifizetéseket ("pénzek") hasonlitsunk 6ssze.
Ezzel szorosan osszefiigg a biztositdsi praxisbol szarmazé ekvivalencia
elv.

A termék (biztositds, opcid) ara fedezetet kell, hogy biztosit-
son a jovobeli varhaté koltségekre, pontosabban egyenlonek kell
lennie annak jelenértékével.

A részvény jovobeli arfolyama (S;, t € {0,T'}) egy valésziniiségi véltozoé a
Kolmogorov-féle valésziniiségi mezén (2, F, P). H feltételes kovetelés szintén
egy véletlen valtozoval adott, hiszen S; fiiggvénye. Mivel nem ismert .S; jovo-
beli értéke ezért H kifizetés fliggvényt diszkontélt varhaté értékével E(SH )-
val becsiilhetjitkk. A védrhaté érték kiszamitasdhoz sziikségiink van egyes el-
emi eseményekhez rendelt valészintiségekre, azaz egy valdsziniiségi mértékre.
Erezheté, hogy néhény specialis esett6l eltekintve ez a mérték fiigg az egyes
befektetdk kockazati preferencidgitél. A késébbiekben bevezetésre keriil majd
a martingal tulajdonsag, amely éppen egy ilyen preferencia fiiggetlen mérték
létezésének sziikséges feltétele.

Tegyiik fel, hogy a részvény jovobeli dra csupdn két értéket vehet fel. A
kovetkez6 példaval a méltanyos ar és a fedezti portfolié kozotti dsszefiiggést
mutatjuk be.

7.6. Definicié. A fedezeti portfolié az értékpapirok olyan keveréke, amely a
lejaratkor minden lehetséges esemény melett azonos értéki az opcio kifizetési
fiiggvényével, azaz fedezi azt. Azaz ha H a kifizetési fiiggvény, Vi a portfolio
értéke a lejaratkor, akkor minden w € ) esetén

H(w)=Vr(w)

vagy mdsszoval H = Vp 1—waldszintiséggel.
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Legyen r = 0, tehat g = 1. Tegyiik fel, hogy a részvény dra a 0 idépontban
So = 10 (dollér) mig T lejdrati idépontban csak két értékeket vehet fel.

g _ 20 p valésziniiséggel
71 75 1— p valoszinfiséggel.

A részvényre kifrt eurépai call opci6 kotési arfolyam pedig K = 15. A kifizetés
fiiggvény H = (St — K)™. Az opcié 5 dollar hasznot hoz, ha a részvény értéke
20 dollér, egyébként pedig nem keriil lehivdsra, tehat 0-t. A részvény jovobeli
aranak a valészinfiségei (p, 1 —p) a befektet6 kockazatviselési hajlandésagatol
fiiggenek. Tegyiik fel, hogy a befektetd(k) kockdzatsemleges. Az ekvivalen-
cia elv szerint a diszkontalt jovobeli arfolyam varhaté értéke meg kell, hogy
egyezzen a részvény ardaval a 0 idopillanatban, kiilonben a raciondlis kifré
illetve befektetd kozott nem jonne létre iizlet. Jelolje () a kockdzat-semleges
val6sziniiségi mértéket, q és 1 — q a két valdsziniiséget. Az ekvivalencia elv és
a kockdzat-semlegeség kivetkezményeképpen a () mértéket meghatarozza a

Eq(B5T) = E(Sr) = SO
Osszefiiggés. A fenti példéara felirva a kovetkezd egyenletet kapjuk
10 = 20q + 7.5(1 — q)

ebbdl ¢ = 0.2 és 1 — g =0.8. A kifizetés fiiggvény varhaté értéke () mérték
mellett:
Eg(H)=5¢+0(1—¢q)=5g=1

Ekkor az opcié méltdnyos dra Cy = Eg(H) = 1.

Ezzel kiszéamoltuk az opcié méltanyos &drdt, amelyrdl a fedezeti portfolié
segitségével, amit meg fogunk konstrudlni, beldtjuk, hogy ez az egyetlen
"raciondlis ar", illetve egyetlen d&r ami melett nincs lehet6sége az egyik vagy
maésik félnek arbitrdzsra. Célunk egy készpénzbol és részvénybol 4116 fedezeti
portfoli6 megkonstrudldsa, amely reprodukilja az opcié végsd értékét. A
készpénzben tartott dsszeget jelolje n (dolldr), mig a birtokolt részvény darab-
szdmdt ©. A portfoliénk (vagyonunk) értéke a 0 és T id6pillanatban:

Vo = n+65
V= n+065r.
Mivel r = 0,8 = 1, ezért a készpénz értéke nem valtozik, igy portfolié

értékének valtozdsa csak a részvény dranak ingadozdsabdl adédhat. A port-
folié értéekének valtozésat a nyereség fiigguény (gain) irja le.

Ve — Vo = ©(Sr — Sp) = O(AS) = G
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1 és © megtaldldasihoz az opcié kifizetés fiiggvényét kell megvalésitanunk a
portfolionkkal, Hr = V. A kifizetés fiiggvény két értéket vehet fel a részvény
aratol fiiggden:

5 = 14200
= n+7.50.

Az egyenlet megoldédsa: n = —3, © = 0.4. Kiszdmolva a kezdeti vagyonunkat
Vo =n+ 0S5y = —3 + 4 =1 kapunk, amely megegyezik a példa elején kiszé-
molt méltanyos arral.

A fedezeti stratégia megvaldsitdsa a kovetkezOképpen torténik. A 0 idépont-
ban eladjuk az opciét 1 dollarért, felvessziink 3 dolldr hitelt és a meglévo 4
dollér vagyonunkat részvénybe fektetjiik, azaz vasarolunk 0.4 részvényt (A
piacon megengedett a tort kereskedés). A T idépontban két eset lehetséges

1.eset St = 20.
- 5 opci6 lehivdsa (K — Sr)
- 3 a hitel visszafizetés
+ 8 meglévd részvény eladdsa (0.4 - 20)
A kereskedés netté egyenlege 0.
2.eset St =T5.
0 opciot nem hivjuk le
- 3 a hitel visszafizetés

+ 3 meglévd részvény eladdsa (0.4 - 7.5)
A kereskedés netté egyenlege 0.

Igy ha a opci6 értéke 1 dolldr, akkor az opcié eladdsa és a fedezti port-
foli6 tartdsa pontosan kiegyenliti egymdst. Barmely, ettdl eltérd ar arbitrazs
lehetdséget jelentene a fenti fedezeti portfoliéval. Ha Cy > 1, akkor az opcié
eladdsédval és a portfolié megvételével kockdazatmentesen szerezhetiink prof-
itot. Ha Cy < 1, akkor "helyet cserélve" vevével szintén arbitrazs érhetd
el.

7.4. Altaldnos egyperiédusos modell

Az elézd példdban a részvény jovobeli ar csak két értéket vehetett fel, al-
talanositsuk ezt a modellt: a részvényar és a feltételes kovetelés legyen valdszintiségi
valtozo6 valamilyen véges valésziniiségi mezon (2, F, P). A  most mar nem
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konstans 1, igy mar szamolnunk kell vele. A ( gyakori haszndlata miatt,
egyszeriisito jelolést vezettek be a szakirodalomban, amelyet a tovabbiakban
gyakran haszndlunk. Most nem binomidlis modellt vizsgdlunk, azaz Q2| > 2,
ami azt jelenti, hogy a fenti egyenleteknél tobb megszoritds all fenn, ezért
altaldban nincs is megoldds. Taldlhaté megoldas, ha megengedjiik kiils6
forrds bevondsat is. ekkor az egyértelmi{i megolddst egy mésodlagos elv
bevezetésével szokds biztositani. Minimalizdljuk a tobbletkoltség (esetleg
bevétel) szérasit.

7.7. Definicié. Jelolje X drfolyamat t idoponbeli értékét X,. Ekkor X; 0
idépontba diszkontdlt értéke X,. Masképp X, jelenértéke (Present Value)
X,.

X, =p3'X,.

Mivel egyelore csak egyperiddusos modellel foglalkozunk, ezért maz. t = 1.

Yl - ﬁXl

A feladatunk egy olyan fedezeti portfolié keresése, amely koltségének
szérdsa minimalis. A koltség a portfolié 1étrehozdsdnak és fenntartdsdnak
koltsége. Elso 1épésben felirjuk a fedezeti portfolidt feltételét, majd regressz-
i6s becsléssel minimalizéljuk a portfolié koltségének szorédsat.

Legyen H tetszoleges kifizetési fiiggvény, Sy, S7 a részvény dra 0 és 1
id6pillanatokban, Vg, V4 a vagyonaink és 3 a diszkonttényez6. A portfolionak
fedeznie kell a H (w) koltségét 1-ben. (Ehhez feltételezziik, hogy ismerjiik az
vsszes elemi eseményhez, w-dkhoz tartozé valésziniiségeket. )

H=V. (7.3)

7.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy piac teljes, ha minden H kifizetési
fligguényhez van fedezeti portfolio.

Ezt diszkontdlvas:

H=V,. (7.4)

A (n, ©) portfoliot keressiik, n a készpénz Ssszege, © részvény darabszéma
a portfélioban. A 0 és 1 idépontban a vagyonunk:

Vo = 1o+65
‘/1 = 771"’@81
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A (7.4) feltétel miatt a vagyonunknak a lejaratkor meg kell egyeznie a
kifizetés fiiggvénnyel, azaz

H:‘/lzn1+651

Ahhoz, hogy ezt teljesiteni tudjuk azt az engedményt tessziik, hogy kiils6
forrdsokhoz is hozzaférhetiink, azaz 1-ben tehetiink be még készpénzt a bankba.
Legyen ezért n, = H — ©.5,, igy kiegészitve a bent 1év6 6sszeget a részvényar
valtozasanak fiiggvényébe létrehoztuk a fedezetet.

‘/i:nl‘f'@»s’l:H—@Sl—f—@Sl:H

Ahhoz, hogy a fedezeti portfoliét adott H mellett pontosan meghatéroz-
tuk, Vp-t és ©-t kell megvalasztanunk. Ennek a koltségét a (Cy, C) folya-
mattal jellemezziik. Cj a portfolié létrehozdsananak koltsége:

Co = Vo =1, + O5S,.

(' -ben a koltség Cp-t6l a bankba pluszba betett (vagy kivett) pénz menny-
iségében tér el:

Cy = B 'Co+n — B
—_—
+készpénz.

A minimalizéljuk 1 id6épillanatban sziikséges plusz pénzt. Ehhez bevezetjiik
a kovetkezo jelolést:
AO == 01 - CU-

De AC kozgazdasigi értelemben hibds, mivel kiilonb6z6 idépontban 1évé
pénzeket hasonlit 6ssze, azért hogy ezt kijavitsuk diszkontdlni kell C'-et.

AC = BC, — C.

Most mar kiszdmolhatjuk a diszkontélt koltségnovekmény AC értékét:

AC = BCy — Co =y —ng =B (Vi —08) — (Vo —©S)  (7.5)
— BH — V, — 3OS, + 65,
—H — (Vp+ OAS) .

azaz

H=AC + (Vy +06AS), (7.6)
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mivel a feltevés szerint H = BV;. Minimalizaljuk a H = BV} feltélel mellett
AC négyzetének viarhato értékét, a kockdzati fiiggvényt.

R=E|(AC)].

A regressziés becslésbol ad6dé értékek:

Cov (ﬁ, Ag) — _
=————2 Vo=F(H)—-0FE(AS). 7.7
o2 (AS) Y ( ) ( ) (7.7)
Abban a specidlis esetben, ha
E(AC) =0,

azaz az atlagos diszkontalt koltség véaltozatlan, atlagosan fedez a port-
folio, akkor a Steiner formula szerint a szérdsnégyzet megegyezik AC né-
gyzetének viarhato értékével :

0* (AC) = B ([ACT") - B (AT) = E([AC]") = R (78)
Vegyiik a (7.5) egyenletnek a szérdsnégyzetét:
o? (F) = (A@) + 0% (Ag) :

Az egyenletet dtrendezve és (7.6) egyenletet behelyetesitve kapjuk

Az (7.8) egyenlet miatt
Ruin = 02 (F) (1 - p2)

ahol a p a H és AS korrelciés egyiithatéja.  Vildgos, hogy a kockdzat
megint csak akkor tiintethetd el, ha |p| = 1.
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7.5. A binomialis modellek

Ebben a részében egy és tobb periddusos binomiélis modellekrdl lesz sz6.

7.9. Definicié. Binomidlis modellrol beszéliink ha S drfolyamdanak a megual-
tozdsdat eqy binomidlis fanak tekintjiik, azaz Sy eqy olyan v. v., hogy

Pr [St = (1 + b) Stfl] =P
Pr(S;=(14a)Si1]=1-p,

ahola <r <b,0<p<l.

Az a < r < b feltételnek, azért kell fenndlnia mert kiilonben lehetdség
lenne az arbitrazsra.

7.5.1. Egy periédusos binomialis modell

Azért egyperiédusos a modell, mert t értéke csak 0 vagy 1 lehet. Ezentiil
feltessziik még, hogy nincs kiilsé forrds, vagyis a jatékot sajat vagyonombdl
kell finanszirozni. Ez azt jelenti, hogy diszkontélva n,-et n, kapjuk.

n =19 = Bn.

Vagyonunk a 0 és 1 idopontokban:

‘/() == 7]0+@SOZT]+@SO
‘/1 = 771"‘@51:6717/]"‘@51.

Szamoljuk ki a diszkontdlt vagyon novekmény AV értékét:

Vi=n+0S5

AV =Vi = Vg =1+ 0S5 — (1 + 6S5) = O(AS). (7.9)

Ezzel belattuk, hogy portfoliénk valtozédsa csak a részvény ardanak védltozéasatol
fiigg.

Bemutatjuk az egyperiédusos binomiélis modellben 1étezik fedezeti port-
foli6 és meg is konstrudljuk azt.
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7.2. Tétel. Adott eqy binomidlis modell:

P[S1=(1+40b)S)|=p
P[Si=(1+a)S]=1-p,

ahol a < r < b, 0 < p <1, akkor minden H kévetelés estén van olyan © és
Vo, hogy
P[H =V, +0AS] =1.

7.2. Bizonyités. Legyen a kifizetési fiigguvény értéke he, illetve h® aszerint,
hogy a illetve b esemény kévetkezett be. Ha a kovetkezik be, akkor S} =
(1+a)So, hab, akkor S? = (1+b)Sy. A © ésVj gy kell megudlasztani, hogy
kielégitsék a kiovetkezo egyenleteket:

he = Bh* = BVi" = B(n; + O©S]) =1 + BO(1 + a)Sy (7.10)
= (1o +65) +6(B(1+a)Sy—S) =
Vo+O[8(1+a)Sy— S

hb =Vy+©[B(14b)Sy— So.
Vonjuk ki a két egyenletet eqymdsbol:

W' —he Bt —he 9V

O = - =
(b—a)S, St—S¢ S

(7.11)

Ez a portfolio értékvdltozdsa a részvény értékének vdltozdasdaban mérve. FEzt
hivjdk az opcid deltdjanak. Vo kiszamitdsdhoz helyetesitsiik be a 7.11 egyen-
letet a 7.10 egyenletbe:

hb — h®
Vo = Bh* — — (BS* — S,
0 B S{,_Sil (ﬁ 0)
:ﬁ hbﬁilbso_sf_has%;ﬁilso .
ST — 57 ST — 57

Evvel megadtuk az egyértelmi, portféliot Vo, ©, amibdol mar kiszamolhato n,.
Mivel van egyértelmi, megoldds, ezért mincs kockdzat, kockdzati prémium és
nincs arbitrdazs sem.

7.10. Definicié. A stratégia énfinanszirozd, ha eqy periédus utdn a kévetkezot
fedezi az eloz6 végi vagyon, azaz

0,5, = O,115,.
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Fenti esetben a C' koltség fiiggvény dllandé (értéke éppen Vp) ezért a fenti
stratégia onfinanszirozé (n = Vo — ©.5; volt).

7.1. Példa. Eurépai call. Legyen H = (Sy — K)".a<r<b, g =1+
Akkor

R =(14b)S, — K,
h* =0
ebbol
R —he  (14b)Sy— K

@:(0—@50: (b—a) S,

az opcid értéke pedig

1 r—a
= 1 — KJ. A2
Vo= T [(140) So— K] (712
Legyen
S
1 = —
+¢£ A

és a & szorasa o = (b—a)+/p (1 —p) ez a részvény volatilitdsa.

7.1. Megjegyzés. Vy nem feltétleniil n6, ha o no. Legyen r = 0.

SOZKzl
ab
Vi = —
0 b—a
ha
b=—a=0.05

akkor Vo = 0.025 és 02 = 0.1p (1 — p) . Viszont, ha
b=0.01,a=—0.19
akkor Vo = 0.0095, és 0> = 0.2p (1 —p).
Attérve a (1, ©) stratégia jelolésre
O(+b)Sy+ns " =h
O(1+a)Sy+nps~ ' =n"
megoldva: © ugyanaz,

n:6u+wwi—<y+@hﬁ
—a

Eddig p valdsziniiség tetszoleges volt.  Beldtjuk, hogy meg lehet gy
véalasztani, hogy a "jaték" igazsdgos legyen.
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7.1. Allitas. Az egyperiddust, eurdpai call binomidlis modelljében mindig
van Q = {p, 1 — p}-nek olyan vdlasztdsa, hogy a jaték igazsagos, azaz

EQ (§1) - S[)

Masképpen fogalmazva, dtlagosan nem vdltozik a vagyon, mert a (7.9) dssze-
fliggés szerint.

E(AV) =0Eq (AS) =0.

7.3. Bizonyitas. Legyen

BT So—st S =875

4= Sb_ Ga 4= Sb _ Ga
ekkor B

Vo = Eq (H)
mert
Eq (H) =B [qgh® + (1 — q) h*]

B Bflso_sa b

_6 Sb _ Ga h

1 (I+47)So—(1+a)So

1+ S ge [(1+0) S0 — K]

1 r—a
:1+Tb—a[(1+b)SO_K]
=W

és hasonldan a részvény diszkontdlt értékének vdarhato értéke () szerint

Eq (S1) =8[¢5"+ (1 —q) 5%

. 6_150_5(1 b Sb—ﬁ_lso @

_6 Sb _ Ga S”+ Sb _ Ga S
(St —S%) B71S,

- 6 Sb _ Sa - SO?

azaz a jaték igazsdgos.

7.6. Tobb periédusos binomialis modellek

7.6.1. Egy lépés



82 FEJEZET 7. BEVEZETES AZ OPCIOS TERMEKEK ARAZASABA
Legyen t = 0,1...T egész idok, S; binomidlisan fejlodik
St+1 =

(14+a)S (1-p)

a kamatldb r. H kifizetési fiiggvény. Mi H értéke T'— 1 -ben?

8. Figure.

Most ez az egy periddus kezdete és van (7, ©) fedezeti stratégia, amely
reprodukdlja H-t T" — 1-ben, ) kockdzat semleges. Legyen Eurépai opcid,
H = (S7 — K)+, jelenleg S = Sp_4

Vi1 = Eq (H) =B (qh® + (1 — q) h*)

mint kordbban

ebbol

Eq (Sr|Sr-1=15)
=q(1+0)S+(1—-¢q¢)(1+a)S
=(1+r)S.
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7.6.2. Két lépés
Most ugyanezen gondolatot T — 2 -re alkalmazzuk Jelolje Sp_o = S

(1+b)°S I
Sr=14 (1+b)(1+a)S 2p(l—p)
(1+a)’s (1-p)°
Bt P’
hp =< h®  2p(1-p)
hee  (1—p)?

VT_Q = B (qu + (1 — q) Va)

B QB( hbb hab)
B<+(1—q)5(qh“" +(1—q)h ))
P14+ - K]"
=3¢ +2¢(1—q)[(1+b)(1+a)S— K]
+(1—-¢?[(1+a)?5-K]"

azaz a kovetelés jelenértéken vett varhatéd értéke meghatdrozott. Ebbol
minden lépésben a (7, ©) igazitdsa mint az egylépésesnél meghatédrozhato.

7.6.3. A CRR képlet
Mint lattuk
Eqo (S1) = So
egyenstilyhoz (igazsigos jaték, martingdl) ha
r—a
b—a
dllando, t = 0,1, ...,T barmely periédusban. Ehhez van fedezeti portfélié is
mint lattuk (n, ©) illetve (15, ©).
Legyenz = (1+b),y=(14a),q,p=1—¢

q:

Vo1 = Eq (H) = B (¢h" + (1 — q) 1)
=B(qlxS— K"+ (1-q)[yS— K]I")
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¢ [22S — K|"
Vi =% +2pqlayS — K"
+p? [y2S — K"

ezt folytatva

I
o)
S~
Il
1]~
N
~ N
~__
’Qﬁ
3
T
2
<
h
o

ahol ¢' = fqr = 12¢,1 — ¢’ = H2 (1 —q).

Azaz van egyensilyi (kockdzat semleges) mérték, ezt hasznélva van fedezeti
stratégia is vagyis a modell teljes. Ugyanezen gondolamenettel

T—t T _ ¢ T—t T _ ¢
Vi=p"Y < ) ) (q2)" (py)" " S =BT ( . )qspT‘t‘sK
s=A¢ t=Ay

Vo = XT: G) (@) (1—¢) " S—p" XT: G) ¢'p' 'K,

t=Ay t=Ay
ahol most A; = min {k S (140 (14+a)" " > K} . Ugyanez (n, ©)-ra
elmondhaté [t — 1, ] intervallumban (77t_1> @t,l) reprodukalja V; —t
1S+ (1+71) =V,
a két eseményre bontva

i1 (1+0)Si1+n_,(1+7)= V;:b
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O (l4+a)Sea+n_, (1+7r)=V2

amibdl mint kordbban
VP =V

Q1=
=1 (b—CL)St_l

(l—f-b)Vt“—(l—f—a)V;b
(14+7)(b—a)

N1 =

azaz rekurzivan feliilrdl lefelé a portfélié megkaphato.

O = Tf (T . t) (@) 1—¢) ",

S:At

7.7. Osszefoglalas

1. kezdetben § = 1 mellett az ekvivalencia elvbdl levezettiink egy kock-
dzat semleges piaci szereplokre vonatkozo Q@ = (¢, 1 — q) valésziniiséget,
ami meghatarozza a méltdnyos drat. Ami egyben az egyetlen olyan, ami
mellett nincs arbitrdzs. Ezzel egyiitt konstrudltunk fedezeti portéfiot,
minden kimenetel esetén. Megmutattuk, hogy ezen opcids ar esetén
(18 volt) van fedezeti stratégia. Altaldban nem igaz, hogy van min-
den kimenetelre fedezeti stratégia, de a kockdzatsemleges értékelés az
egyetlen ami kizdrja az arbitrézst.

2. Ha g > 1,7 > 0,8 = 147 akkor megkotve a hozamokat (1 +b), (1 + a)
van Q = (¢,1 —q).
BEq (Hy) =W

BTEq (Hr) = Vy

Ugyanezen (Q-val a lepéseket ismételve van fedezeti stratégia és meghatdrozhaté
az opci6 aktudlis egyetlen méltanyos, raciondlis ara.
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7.7.1. Az opcidk arainak kapcsolata
Egyetlen feltevésiink, hogy nincs arbitrédzs.(NA)
7.1. Lemma. Ha NA akkor

Co (A) > Cy (E) > 0.
7.4. Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy Co(A) < Co(E). Vegyiink egy
amerikai opcidt, és irjunk ki eqy europait. Legyen a kotési drfolyamuk azonos,
K. Megtartjuk az amerikait végig. Ez fedezi az europait bdrmi is torténik és

zsebrevagjuk Cy (A) — Cy (E) — t.

7.2. Lemma.
Co(A),Ch(E) < Sy

7.5. Bizonyitas. Ha ugyanis > akkor vegyiink egy részvényt So-ért és irjunk
ki eqy Co-t. A fedezetiink meg van T-ig, ekkor barmi torténik a miénk Co— Sy.

7.3. Lemma.
Py(A), Ry (E) < So

A bizonyitds ugyanigy elvégezhetd.

7.4. Lemma.
Co(E) =R (E)=5 — K

Ezt mér belattuk a call-put paritasnal.

7.1. Kovetkezmény.
Co(E) > S — K

mert P> 0,5 > 1.

7.3. Tétel.

minden 0 <t <T.
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7.6. Bizonyitas.
Co(A) = Co(E) = Sy — K

azaz az opcidt nem hivjdk le azonnal, hiszen tobbet (nem kevesebbet) ér, mint
részvény. Ugyanigy barmely t-re lehet gy felfogni, hogy egy periddus van ami
T —t hosszu, erre eqy Eurdpai opciora vonatkozdéan

Cy(E)> 8, — " 'K.

Az opcids kitelezettséget el lehet adni, meg lehet venni t-kor is, azaz Cy (E)
ezt az drat takarja.

Ci(A)>Cy(E) > S, — BT 'K

ezért t-ben sem érdemes lehivni.

7.8. A CRR-tdl a B-S-ig

Legyen S;, fr = (Spr — K)* folytonos idében, azaz t € [0,7]. Kezdiink
So-ban és diszkretizaljuk az drmozgast N 1épésre az idében, azaz az egység
id6

T = {0,h,2h,..Nh} ezentiil fels6 index N utal a diszkretizdldsra pl. C¥

N +
VY (X) = By Fq SéVHRiV—K] _
u=0

N +
(147N Eg SéVHRuN—K]
u=0
RN _ Suh
" S(u—l)h

errd] tessziik fel, hogy binomidlis (1 +b), (1+a), BK> ¢, (1—¢q). Rah
periédusra esé kockdzatmentes kamatldb. Meghatdarozhaté a, b, R

R—a

b—a

Q(RY=1+b)=q=

mint kordbban. Ugyanakkor
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ahol 7 a pillanatnyi kamatlab (v6 e = limy_o (1 + R)" ).

N _ .n
R, =em™

ahol 7 fiiggetlen, azonos eloszlasu valésziniiségi véltozo

| log(1+0b) q
= log(l+a) 1—gq

amibdl
S = Soexp (Z 771')
i=1

ha az SV értékpapir volatilitdsa h idéegység alatt, szérdsa o > 0.

és a diszkontdlt hanyadosok

Ei = exp (05 z)
ahol

52{ ov'h q

—ovh 1-¢q

A centrélis hatéreloszlds tétel szerint, ha Y,V fiiggetlen valésziniiségi val-
tozok szériasorozata olyan, hogy: FE (YZN ) = Uy

Ny — p

tovabba
akkor

vv. amelyre
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Legyen

N
Zy = Y YN

Ennek megfelel6en
N N
1+ R [[RY =expd YN =exp 2y,
u=0
azaz

VN = By [(serN —(1+ RN K>+] .

az idOskdlazast és az drak volatilitdsdra kirétt feltételt figyelembe véve, tovabbé
mert R csak két értéket vehet fel, ezért Y éréke az nem lehet mas, mint

T
ia\/ﬁzia\/ﬁ

2T

ezért ennek mdsodik momentuma o+,

,uN:qa\/ﬁjL(l—q)a\/ﬁ:(Qq—l)a\/g.

A CLT alklamazdsdhoz beldtjuk, hogy a szérés illetve a varhato értéke megfelel6en
konvergél.

mig virhaté értéke

b—R
b—a

(1+R) (e‘”‘/ﬁ — 1)
(1+R) <e*f"/ﬁ — e"\/ﬁ>

—ovVh+ 30*h—o(1)
1—ovh+ 10%h —o(1) — <1 —ovh+ %cﬂh—o(l))
—ovh+1o%h —o(1)

1—ovh+ 102h —o(1) — 1+ ovh— 102h +0(1)

—ovh+ 20%h —o(1) 1 1
= 1-2 2 :1—1——0\/E+o(—>
20v'h — o (02h) 2 N

2—1 = 1-2(1—¢)=1-2

1-2

12

1-2
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azaz
Nuy ~ —=c*T +o0(1),
valamint
2 (vNY N2 2 (VN o T 1 2T2
(V) = E([V]) - B () 20’5 - 105
1,77
No? (YZN) o~ JQT—ZJ2N202T,
vagyis
al 1
o? (Z YZ.N) ~ 502T,
ezért

Az ar ennek alapjan
VN = Vo= E (Soe? — e TK)"
Vegyiik észre , hogy 2¢g — 1 ~ —%a\/ﬁ — 0 miatt ¢ = 1/2.

A B-S formula

e szerint

o + 1 2
Vo = / (Soe_%"zTJrUﬁw—e_rTK> e” zdx

S 2T
*° 1 o2
= S, e_%azT’L”ﬁx — e_TTK) e 2 dx.
/’y ( ’ V2T

A v meghatdrozdsahoz a feltétel hogy x > v

_1,2 _
806 50 T4zoVT > e TTK

S 1
?0 exp (—502T +20VT + 7"T> > 1

S 1
log ?0 > — <—502T +2oVT + TT)

“log () + (30* - )T
ovT

xr >
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azaz

ezzel tovabb szdmolva

2

> 1 <
Vo = <S e~ 20 T+oVTe _ e_TTK> e zdx
0 [y 0 o

> 1 1_2 1,2
= S / e 30 THoVTe—522 10 o—rTrc (1 — &
0 ., \/ﬂ ( (7))

>~ 1 1 2
— S 75(0\/T:vfx) dr — —TTK 1—P
0/7 Vor eoem K- 2)

o 1 1,2
= S/ e 2V dy—e"TK(1—-®(y
0 'yfa\/f\/% ( ( ))

Vo = S(1-@(v=ovT)) - Ke (19 ()
= S (— (7 — O'ﬁ)) — Ke™® (—7).

mert 1 — @ (y) = ®(—7).

b log (%) — (2?4 1)T
v—oVT = K 2
oT
Legyen
—1 So 1,2 T
d+:_<7—0ﬁ)=—7+0\/_: Og(K)J:/(Tf +7)
o
és legyen
d-=—y
azaz

akkor ezzel a jeloléssel
Vo= So®(dy) — e ™"K®(d)

adodik a Black-Shole formula.
Kozbiils6é t-re T helyett T'— t -vel adodik

Vi =S,®(dy) —e " TVKD(d,_)

91
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ahol
log (2t) — (£i0%+7) (T —t)
ov1T —t '
Ez egyben a megval6sité potféliot is definidlja, azaz nem csak az drat, hanem
a fedezeti stratégiat is ismerjiik.

deg =

@t - St@ (dt+>
n, = —e"TOK®(d,_).

Ha o0 — 0 akkor di — oo, kotvénnyé valik.
Hat — T és S; > K akkor dy — o0, V; — Sy — K.,deha S < K,V, — 0.



8. fejezet

Feltételes varhato érték

Ebben a fejezetben tovabb bovitjiik a valdsziniiségszamitdsi alapfogalmaink
gylijteményét.

8.1. Feltételes valdsziniiségek

8.2. A binomialis sorozat

A binomialis sorozat dllandé visszatéré modellje vizsgilatainknak. Most a
szigmaalgebrdk sorozatdanak megértéséhez, a martingalok fogalmanak megalapozasdhoz
hivjuk 6ket segitségiil. Ebben a szakaszban Steven Shere [?] és Erika Schu-
bert [?] munkdjdra tdmaszkodunk.

Legyen Sp € Z ¢és X; € {—1,+1},i = 1,2.... valésziniiségi véltozé
sorozat, azaz sztohasztikus folyamat, tovdbbg

S,=S8 +X;+..+X,.

Az egyszeriiség kedvéért gyakran feltessziik, hogy Sy = 0. Legyen az X;
sorozatot definidlé valészintiségi mez6 a pézfeldobds sorozat, azaz egy pénzfel-
dobés mezeje {{F,I},2t71} P} ahol P (F) = p,0 < p < 1, leggyakrabban
persze feltéve p = 1/2-t is. El6szor a F'— I, fej-irés sorozatokat vegyiik szemii-
gyre. A szébanforgé egy pénzfeldobédshoz tart6z6 eseméytér igen egyszerii

A =200 =19 F T {F I}}.
nem mas mint az

Q={F,1}

halmaz teljes Boole algerbraja. Ha hdarom dobést végziink, akkor az es-
emeénytér

O3 = {FFF,FFI,FIF,FII,IFF,IFI, IIF 11}

93



94 FEJEZET 8. FELTETELES VARHATO ERTEK

lesz és a megfelel6 eseménytér Aj, ennek teljes Boole algebrdja. Jelolje most
Q; az i—edik pénzfeldobds jél megkiilonboztetett kisérletének terét. Egy n
hosszi dobéssorozat akkor a

Q= Ql X QQ X ---anl X Qn

elemeibdl dll. Az Sy, valésziniiségi véltozd az wy, ws...wy, elemi eseményektol
fiige csak. Példdul

Sl (w17w27w3) - Sl (w1> ;
Sy (w1>w2, WS) =5 (wl,wz) .

Ezzel 6sszhangban, S; A;—mérhetd, hiszen X; és S; valdsziniiségi valtozo,
Sy Ap-mérhetd.

8.3. Informacid

8.1. Definicié. (Az elsé k dobds dltal meghatdrozott halmazok) Egy A C Q"
(itt késobb az n = oo azaz végtelen dobdssorozatot is megengedyiik) halmazt
meghatdroz az elsé k dobds, ha az wy,ws,...wi tsmeretében mar eldontheto,
hogy bekdvetkezett-e A, azaz ha (w1, ws, .. W, Wkt1, --wn) € A egy adott w =
(ay.ag, ...a,) sorozatra, akkor minden olyan (by,by....b,) sorozatra ahol az elsé
k elem azonos az (a) — val, vagyis minden (aq, as, ...k, Wki1, ...W,) Sorozat
benne van A-ban. Forditva is persze, ha egy adott (ay, as, ...Qg, Agi1, ...pn) &
A, akkor minden (a1, as, ...k, Wgi1,...wn) & A.

8.2. Definicié. Jelolje F. azon halmazok dsszeségét, amelyeket meghatdroz
az elso k  dobas.

8.1. Lemma. 1. F; szigma-algebra.

2. Sy F—mérheto.

8.1. Megjegyzés. Formdlisan, ha o (U), jeloli az U halmazcsaldd generdlta
szigma-algebrat, akkor

Fr =0 ({{w1} x {wa} ¥ oo {wr} X Qpy1..Qp t w1 € Qq,we € Qo oy, € QU })

azaz Fy elemei azok az informdacid, amik a dobdssorozatot megfigyelonek a
k-adik dobds utdn a rendelkezésére dlinak.
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8.1. Példa. Legyen n = 2. Ekkor F; a kévetkezo halmazokbol dll.
Ap = {FFa F[}>
A = {IFa I]} )
0,
Q.

Abrazolhatjuk ez a kivetkezb modon. Az 7?7-2? dbrakon az Fo, Fi, Fy szigma-
algebrdk generdld részhalmazait mutatjuk be "krumplikkal”, ezek alkotjik a
generdlo particiokat.

9. Figure.

10. Figure.
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11. Figure.
Legyen n = 3. Ekkor példdul F; a kovetkez6 halmazokbdl all.

App = {FFF FFI},
Aip = {IFF,IFI},
Ap; = {FIF,FII}
Aip = {IFF,IFI}
a fenti halmazok komplementer
a fentebb definidlt halmazok 1inio6i
0
Q.
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12. Figure.

13. Figure.

14. Figure.

8.3. Definicié. Egy valdszintiségi vdltozo informdcid tartalma. Legyen X
valdszintiségi valtozo. Azt mondjuk, hogy egy eseményt meghatdroz X, ha az
X értékének ismeretébol eldonthetd, hogy A bekovetkezett-e. Ez pontosan azt
jelenti, hogy ha X (w) =y ismert, akkor az X! (y) C Q 6sképhalmazra vagy
X7t (y) C A vagy X! (y) C Q\A lesz igaz.
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8.4. Definicié. Ha X wvéges sok értéket vehet fel, valamely U halmazbdl,
akkor az

c(X)=c{A:A=X"(u),ueU}

az X dltal generdlt szigma algebrdnak nevezzik. (Az dltaldnos definicid is
igen hasonld.)

Visszatérve példankhoz, az S, dltal generdlt szigma algebra az n = 3
esetben éppen a 8.3 definicié beli. Vildgos, hogy az X;, .... Xj... val6szintiségi
véaltozok altal meghatdrozott Sy, ...S; valésziniiségi valtozok esetében kapott
szigma algebrak névo sorozatot alkotnak, Fy C F; C Fo... C Fy.

8.5. Definicié. Altaldban szigma algebrdk névé sorozatit Fy C Fy C Fy... C
Fg... filtracionak nevezziik és azt mondjuk, hogy az X; folyamat adaptdlt a
filtracichoz, ha X; F; mérheto.

Mi &ltalaban az egyszertibb utat jarjuk, azaz az adott valészintiségi val-
tozé sorozat hatdrozza meg a filtraciot.

8.4. Feltételes varhato érték

Legyen most A C 2, A € F. A kozonséges varhaté érték

E(X)=> X(w)P(w).

weN

Jelolje
14 (w) = 1 ha wed
AW 0 ha wed

Természetesen az 14X = 1,4 x X fiiggvény is valdszintiségi valtozo.

E(14X) =) 14(w)X (W) P(w) =Y X(w)P W)

weN weA

Azaz E (14X) egy részosszeg alapjan képzett részleges dtlag.

Legyenek Sy, S1, S5 a pézfeldobés példa véltozoi. Mivel a feltételes val6sziniiség
is valésziniiségi mérték, ezért ha P (S; = y) > 0, akkor tekinthetjiik a @ (A) =
P (A]Sy = y) 4j valésziniiségi mértéket. Erre is lehet varhaté értéket sza-
molni.

Eq(S1) = E(S1S2 =y) = ) 2P (S =2|S2 = ).
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Ezt szoktuk a regressziés fiiggvény y beli értékének nevezni. Ebbdl konnyf{i
az Sy szerinti feltételes vdarhaté értéket definidlni.

E(S1]8:) =Y E(S118 = y) Ly = Y | aP (S1 = |52 = y) | Lsp=y)-
)

Yy T

Ha tehdt Sy értéke ismert, mondjuk 2. akkor az F (S;|S:) valdsziniiségi
valtoz6. Legyen most P (X;) = p, akkor

> aP(Si=a|S =2)=1P (S =1|S =2)+3P (8 =3|% =2) =2p— 1.

Altalaban is igy definiglunk feltételes varhaté értéket.

8.6. Definici6. Legyenek X,Y waldszintségi valtozok.

BX|Y) =Y S aP(X =a]Y = y) 1y (8.1)

8.7. Definicié. Legyen X wvaldszintiségi valtozo, G szigma algebra, akkor az
X — nek a G-re vonatkozo feltételes varhato értékén azt az'Y = E (X|G)
valoszintségi valtozot értyiik, amelyre igaz, hogy
1. 'Y G-mérheto
2. Minden A € G-re

E(14Y)=FE(14X).

8.1. Allitas. 1. Az E(X|Y) valdszintiségi vdltozé o (Y') —mérhetb.

2. Minden A € o (Y)-re
Y V(wPw =Y X(wPw):. (8.2)
weA weA

8.1. Bizonyitas. Az elso dllitds abbol kovetkezik, hogy a vdltozo értékeinek
osképhalmaza mindig az o (Y) halmazainak valamilyen unidja. Azt kell beldt-
nunk (diszkrét esetben, hogy minden u € R-re {w : E(X|Y) (w) =u} € o (Y)
Ha ez a halmaz tres, akkor természetesen eleme o (Y') -nak. Tegyiik fel, hogy

A, ={w: E(X|Y) (w) =u}

nem tres. Legyen Z (w) = E(X|Y)(w) és U = {v: E(X|Y =v) =u}.
Ekkor
Ay = Uer {w 1 Y = 0, E(X]Y) (w) = u}
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de a zdrdjelben lévd elsé eseménybdl az U definicidja szerint kévetkezik a
mdsodik, ezért

A, = Upep{w:Y =0, E(X|Y)(w) =u}
= Upev{w:Y =0}

és vildgos, hogy {w : Y = v} € o (V). A mdsodik dllitas egyszerti dsszegzéssel

adodik (8.1)-bdl.
8.2. Lemma. Feltéve a megfelelo objektumok létezését
E(E(X|Y)) = E(X), (8.3)
ha h valds fiigguény, akkor
EMhY)X|Y)=h(Y)E(X[|Y), (8.4)
ha pedig Z o (Y') —mérhetd valdszintiségi valtozd, akkor
E(ZX|)Y)=ZE(X]Y). (8.5)
8.2. Bizonyitas.

E(E(X]Y)) = Y EX[Y=0)P(Y =v)
= ) > aP(X=z[Y =v)P(Y =v)
= Y 2y P(X=zlY =v)P(Y =)

= ZxZP(X:x,Y:v)
= ZmP(X:x)
— EW).

A mdsodik dllitds az el6z6hoz hasonléan adddik. A harmadik dllitdas kovetkezik
a definiciokbdl.

8.1. Gyakorlat. Bizonyitsuk be a lemma mdsodik és harmadik dllitasat.
8.2. Megjegyzés. A feltételes varhato érték gy is felfoghatd, mint eqy don-

tési fan eqy adott csomdponti érték, ami nem mds mint az onnan indulé dgak
végein lévd értékek vdarhato értéke. A ?? dbra faja eldgazasi valdszintiségeket
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mutat, a fa dguégein az elérhetd nyereménnyel. FEzen nyeremények az X =
X3 valdszintiségi valtozo lehetséges értékei. Az eqyes értékek valdszintisége
a fa gyokerétol az dguégig vezeto dgak valdszintiségeinek szorzatai. Ez igaz
a belsd pontok elérésére is. Nevezziik a fa gyokerét nulladik generdcionak,
szomszédait elso generdcionak, sorra igy tovabb. Mint a Fermat-Pascal prob-
lémanal.  Kérdezhetjiik, mi az dtlagos vdrhaté nyeremény, ha a mdsodik
generdcio valamely pontjaban vagyunk. Vildgos, hogy a mdsodik generdcids
pontokon a nyereség Xo a beloliik induld dgak segitségével szamolhato varhato
érték
Xy = E(X|F).

Ezen értékek lathatoak a 7?7 dbran. Az elsé generdcio X, = E (X|Fy) értékei
a 7?7 dbrdn, végil Xg = 44 a jatszma nyereségének vdrhato értéke, ha a
gyokérben vagyunk, azaz a mérhetd események Fy szigma algebrdja a trividlis.

8.5. A feltételes varhaté érték tovabbi tulaj-
donsagai

8.2. Allitas. 1. Ha az X wvaldszintiségi viltozé o (Y)-mérhett, akkor

E(X]Y)=X.

E(aX +bY|Z) = aE (X|Z)E(X|Y) 4+ bE(Y|Z).

3. Ha X > 0 majdnem biztosan, akkor
E(X|Y) >0.

4. Jensen egyenldtlenség.  Tegyiik fel, hogy f konvex és E (f (X)) < oo,
ekkor
E(f(X)[Y) > f(E(X|Y)),

5. Ldncszabdly Legyen H rész szigma algebrdja G-nek, akkor
E(E(X|G)[H) = E(X[H).
6. Ha X fiiggetlen Y -tol, akkor

E(X|Y) = E(X).
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8.3. Bizonyitas. 1. kovetkezik (8.5)-b0l X =1,V = X helyettesitéssel. 2,3.
az olvasdra van bizva. 4. kovetkezik a kozonséges Jensen egyendtlenséqgbol

Ef(X)] = f(E(X)) (8.6)
alkalmazva azt eloszor az'Y = v feltétel mellett, majd felosszegezve:

E(f(X)Y =v) = f(E(X]Y =v))

E(f(X)Y) = Y EfX)Y =v)lyoy
> Y FEXY =) ly=y

= fEXY)).

Az 5. dllitds abbdl kévetkezik, hogy G tobb informdciot tartalmaz mint H.
Ezért, ha X -et elészor annak az informdcionak az alapjan becsiiljik E (X |G)—
el amit G biztosit majd annak alapjin amit H akkor azt kapjuk, mintha a bec-
slést a kevesebb informdcio alapjan, azaz H-val végeztik volna. A 6. dllitds
kovetkezik a feltételes varhato érték és a fiiggetlenséq definicidjabal.

8.6. Martingalok

A martingédlok az igazsdgos jaték fogalmabdl fejlodtek ki. Fontos szerepet
jatszanak az opciddrazas elméletében is.

8.8. Definicié. Az X; (F;)-hez adaptalt valdszindiségi valtozdé sorozat mart-
ingdl az (F;) filtracidra nézve, ha minden 0 < k < n—re

X), = E (Xp1|Fr) - (8.7)
Specidlisan, az E (X,|Xy) = E (X,|o (Xg)) jelolést haszndlva
Xi = B (Xni1|Xi), (8.8)

azaz k = n-re
X, = FE(X,11X,) . (8.9)

Szokds és elegendd ez utébbit tekinteni a definiciénak. Tehcnikai egysz-
erfisités céljabol mi a (8.7)-et vélasztottuk, de az aldbbiakban a legtobb es-
etben elég a (8.9)-ra gondolni majd, ha martingélrél beszéliink.
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8.2. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy {X;} akkor és csak akkor martingdl, ha
minden k-ra A € Fj-re

E(1aXp) = E(14X,).
Haszaljuk a 8.7 Definiciot.

8.2. Példa. A kozonséges bolyongds. Legyen S, =1 | X;, ahol

¥ { 1 1/2 wvalészintiséggel

-1 1/2 valdszintiséggel ’
fiiggetlenek. Xo € Z. Ekkor S,, martingdl.
8.3. Példa. Bolyongds véges intervallumon. Legyen S, =" | X;, ahol
X, = { 1 1/2 wvalészintiséggel
-1 1/2 valdszintiséggel
fiiggetlenek. Xy € Z. Legyen N,z € N

T, = min{k>0:S, =z}

7 = min{ry, 7y}

M, =S,, han < 7. Ekkor M, martingdl.

8.4. Példa. A 8.3 Példat folytatva. Legyen
h(z)=P(ro < 7n|Xo=17),

M, =h(S,) han <,

akkor M, martingdl

8.5. Példa. Bolyongds drifttel véges intervallumon. Legyen S, =Y » | X;,
ahol
1 p valdszintséggel
Xi — < oo g )
-1 1 — p valdszintiséggel

fiiggetlenek. Xo € (0, N). Szokdsos mddon ketten jatszanak, A, B. A jdtékot
A nyeri, ha T = Tn. Legyen a nyeremény Q. Mint a valdszintiségszamitds
kezdetét jelent6 kérdésnél, hatdrozzuk meg azt a h (z) fiigguényt, ami megadja,
hogyha barmikor megdllitjuk jaték vége elott a jatszmdt és ekkor S, = x, mi
az A —t illetd méltanyos nyeremény? Masképpen fogalmazva, ha lépésenként
valdban pénzcsere torténik h(x) szerint, azaz pl. ha S, = x és eqy lépésben
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A nyer, tehdt S,+1 = x + 1, akkor a vagyona h (x + 1) — h (x) — el vdltozik,
éppen h (z + 1)-re.

Mi legyen h, hogy a jaték igazsdgos legyen?

Eloszor is tisztazzuk, hogy mit jelent, hogy a jaték igazsdgos, ha tetszoleges
Xo = x pontbdl indul a jaték és A vagyona ekkor h (x)? A kovetkezd elvdrd-
sok tunnek természetesnek.

1. Bdrhonnan is indulunk, barmikor is ellenorizziik, minden lépésben legyen
igazsdgos a jaték, azaz ha az A jatékos ekkor h(y) vagyonnal rendelkezik,
akkor a lépés eredményeképpen dtlagosan tjra ennyi legyen a vagyona.

2. A Pascal-Fermat féle klasszikus gondolat szerint a wvagyont aszerint kell
felosztani, hogy kinek mekkora esélye van teljes jaték megnyerésére. Az egyes
y pozicickon a h (y) vagyon gy legyen meghatdrozva, hogy, az A varhatd ny-
eresége csak a kezdeti Xg =y ponttdl fiiggjon

Az elso elvards formdlisan a kévetkezoképpen irhatd le.

E (h(Sn41)) = E(h(5n)) = h(y),

de
h(y) =E(h(Sp+1)) =ph(y+1)+ (1 —p)h(y—1), (8.10)
amibol dtrendezéssel
p
h(y+1)—h(y) = 1Tp[h(y) —h(y—1)].

Nyilvan

A mdsodik elvdrds formdlisan, ha a vagyont most egy pillanatra v (z)-el
jeloljiik

P (1o >7n|Xo =12) =Cv(x)
valamilyen ismeretlen C' konstanssal. Vegyiik észre, hogy a

Cv(x) =P (19 > Tn|Xo = 2)

fligguény természetesen kielégiti a

v(y)=pry+1)+(1-pv(y—1) (8.11)

egyenletet. Azaz v és h egyardnt megolddsa a linedris egyenletrendszernek.
az ismeretlenek és eqyenletek szama egyarant N — 1. Ugyanakkor tudjuk, hogy
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v(N) = 1,v(0) = 0, ezen peremfeltételek melett v -re megoldhatd a feladat
és csak egy megolddas van (mivel az egyenletek figgetlenek). Ez wviszont azt
is jelenti, hogy h (x) = Cv (x) is hiszen ugyanannak a linedris egyenletrend-
szernek a megolddsai.

8.3. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy

h(x)=Cv(x)=C

alaki és hatdrozzuk meg A, B, C-t.

8.4. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy

E ((g) o X = a:> —E

Sn
azaz ha M, = <§> = h(Sy,), akkor

(8) oo - (2)

E (h(Sni1) [Xo = 2) = E (h(5,) | Xo = ) = h(2)

azaz
E (Mn+1|X0 = LC) =F (Mn|X0 = m) = Mg

illetve, hogy
E(h(S,)) = E(h(S:)).

8.9. Definicié. Az X; folyamat szub- illetve, szupermartingdl, ha
E(XealFy) < X

all.
E(Xen|F) > X,

8.10. Definicié. Az M; wvaldszintiségi vdltozoé sorozat differencidja a
AMyy1 = 0411 = My — M,

sorozat.

8.3. Allitas. Az M, valdszintiségi vdltozd sorozat akkor és csak akkor mar-

tingdl, ha
E (AMt+1|Ft) = O
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8.4. Allitas. Ha M,, N, két martingdl (ugyanarra a valdszintiségi mezore),
akkor
CLMt + bNt +c

s az, tovabbda M, csakkor martingdl. ha
E (Mt+s’Ft) = M,

és csakkor ha

M, — My
is az. Igy My =0 dltalaban feltehett.
A bizonyitas gyakorléfeladat.
8.5. Allitas. Legyen M, = E (X|F,), akkor M, martingdl.
8.4. Bizonyitas.
E(Mya|Fy) = E(E(X[Fipq) [Fe) = M.

8.6. Allitas. Ha F (Mg — My) =0 és My — M, fiiggetlen ¥y -tol, akkor
M, martingdl.

8.5. Bizonyftés. FE (Mt+1 — Mt|ft> =F (Mt+l — Mt) =0.

8.7. Allitas. Legyenek 0,-k fiiggetlen valdszintiségi vdltozok. E(6;) = 0,
X, = ZLO d;, akkor X; martingdl.

8.6. Bizonyitas. Mint elobb My, 1 — M; = 6441, Xo = M.
t
E(X,)=FE(X\)+E (Z 5i> = E(X,).
i=0

8.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy X; folyamat elore jelezhetd (F;)-ra
nézve, ha X; 11 F;-mérheto.

8.8. Allitas. Ha egy M, martingdl elére jelezhetd, akkor dllandd.
8.7. Bizonyitas. Ha elore jelezheto, akkor
E (My1|Fy) = E (Myq)

de mert martingdl is
E (Mt+1’Ft) - Mt.

8.12. Definicié. Legyen M; martingdl, ©, elore jelezhetéd folyamat, (ugya-
narra az (F;) filtraciora nézve) akkor X = © e M jelentse

Xt == @1AM1 + @QAMQ + @tAMt

osszegek sorozatdt, Xo = 0, akkor az X az M © szerinti transzformdltja.
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A stabilitasi tulajdonsag

8.1. Tétel. Ha (M;, F;) martingdl © korldtos, (F;) elore jelezhetd, (létezik
a varhato értéke) és legyen AX, = ©,AM, akkor

E (AXtH’}—t) = Fk (@t+1AMt+1|-7:t)
= O b (AMt+1|~7:t) =0

azaz a martingdl transzformdlt s martingdl.

8.2. Tétel. M; csakkor martingdl, ha minden elore jelezhetd ©-ra
E(©0eM],)=0

megj: [© o M], = >"i_; ©;AM,;.

8.8. Bizonyitas. Oda. A transzformdltra a fent mondott miatt. Vissza.
Legyent > s >0, A€ F,. O41 =14, O, =0,hat # s+ 1. Nyilvin

E([©eM])=0

hat>s+1. Hat= s+ 1, akkor a feltevés. szerint

t
0 = E(0eM],)=E (Z @iAMZ)
i=1
= E(1a(Mp1 — M,y))
fenndll minden A € Fy-re, ezért

E (MtJr]_ - Mt’f;;) =0.
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9.

fejezet

Martingal mértékek

9.1.

Az altalanos diszkrét piaci modell

9.1.1. Az infomacids rendszer

Legyen T=10,1,2,...7], az id6horizont és {2, F, P} valdsziniiségi mez6. Tegyiik
fel, hogy a valdésziniiségi mez6 véges, atomos 2 = {wy,wsq...w } és P (w;) > 0

E helyett elég kevesebbet feltenni, hogy F végesen {A; A;} -el generdl-
hat6, ahol P (A;) > 0.

Minden befektetének van egy P-je az (), F-hez, ezek a piac modelljei.
Csak véges piaci modellekkel foglalkozunk.

Az informdciék F rendszere egy Fy, C F; C ... F; filtrdcié, ami az
adott idépontig rendelkezésre ll6 megfigyelhetd események (esetleg rész) al-
gebrija.

Amit tudnak, hogy a Py = {Q} CP; CP,.. C P, sorozatban a halmazok
koziil melyik tartalmazza a piac valédi dllapotat. P; CF; az F;-t generalo
particidja 2-nak.

Feltevés:

1.

A filtracié F; eleme barmely t-re nem tartalmazza a jovot.

. Minden befektet6 kis befektetd, nem képes befolydsolni a jovot.
. Minden kis befektet6 tudja magardl, hogy kis befekteto.
. A piac surlédds mentes, azaz nincs tranzakcids koltség.

. Korlatlanul kothet6 short eladds (azaz fedezet nélkiili).

Korldtlan a hitel.

109
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7. A részvény tetszbleges tort része vehetd/eladhato.

9.1.2. A piaci armérce

Van egy kockdzatmentes termékiink, S°, SO = 3,SP, és d db kockdzatos,
aminek alakuldsdt a d + 1 dim térben {Q, F, P} irja le, nem ismert P-vel.
Az drvektort
S = (SO,SI,..Sd)
irja le, ez t-ban
S, = (S2, 51, .59).
az egyes papirok (k = 1...d) az SF idében fejlddd sztohasztikus folyamattal
vannak lefrva.
Feltessziik, hogy adaptalt az F' filtrdcidhoz, vagyis minden korabbi es-
emény mérhetd, a kordbbi drak ismertek.
{Q,F,P,T,F,S} az értékpapir piaci modell.
Kell egy numerare, drmérce, egy viszonyitasi alap, amire S > 0 minden
idépontban. Ez legyen S° éltaldban kotvény (de lehet bankszdmla stb).

9.1.3. Erték folyamatok

Az egyszeriiség kedvéeért

specidlisan, ha konstans a kamat: 8, = (1 + T)ft )
Portfélié

O, = {0},0},..0} € R vektor t € T.

Az érték (vagyon) folyamat:

Vo (©) = 005,
az indulé vagyon.
d
Vi (©) = 0,5, = Z@isf :teTt>1.
i=0

Az id6k jelentése: a t — 1 ben ismert drak alapjan alakitjak ki ©,-t a
befektetdk ez marad dllandé [t —1,¢)-ben. t-kor djra igazitanak, ez lesz O, .
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9.1.4. Feltevések

1. © elére jelezhetd (josolhatd) azaz ©;,1 F; mérhetd. Persze O konstans
és hasonldan, ha fix piaci drakat ismeriink, akkor ezek determinisztikus
fiiggvénye a kovetkezo ©.

2. O! tetsz6leges valds lehet.

9.1.5. Onfinanszirozé stratégisk

Megint feltessziik, hogy nincs kiilsé pénzforras, illetve pénzkihelyezés sem (a
tort idékben a © konstans).

O;-15i-1 = 0451
minden t-re.
9.1. Lemma. Mint kordbban legyen: AX; = X; — X;_1.
(A©,) S;-1 = 0.
Ha onfinanszirozo a ©, akkor a vagyon vdtozdsa:

AV, (©) = 65— 6,15,
= 0:5; — 6451
== @tASt.

A gain, vagyis a nyereség folyamat G, (©) :
Go(©) =0

t
Gi(0) =Y O;AS;.
i=1
A portfolic sorozat akkor és csak akkor onfinanszirozd, ha
Vi(©) =Vo+ G (O)
azaz csak a részvényeken realizdlt nyereség valtoztatja a vagyont.

9.1. Bizonyitds. Mint elobb, megint

AV, =V, = V,.1 = 6,5, — 6,151
=0, (S — Si—1) + (0 — 0;-1) S
= @tASt + (A@t) St,1
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azaz
(Z&()A)E%_l ::0.

Tehdat © stratégia akkor és csak akkor énfinanszirozd, ha

(Z&()t)fﬁ_l ::0.

9.1.6. Az armérce

Ha az arfolyamat vektort megszorozzuk egy Z; > 0 skaldr fiiggvénnyel,
akkor ekvivalens modelt kapunk. Ha © onfinanszirozé akkor a Z -szerese
is az. Ennek kovetkeztében a S) = 1 vdlasztds nem jelenti az dltaldnossdg
megszoritasat.

9.1. Definicié. X; diszkontdltja
j?t::/Bt)(#

Elobbi megjeqyzés szerint: 7 = [ ekivivalens modellt ad és csak akkor dnfi-
nanszirozo, ha

@t+1§t = G)tgt

azaz

Vi(0) =V (0) +Gi(9).

A lényeg, amit lépésenként megkoveteliink
(AB;) S;-1 =0

ami a skaldris szorzdsra tnvaridns, azaz
(AG,) S,_, = 0.

9.1. Megjegyzés. A © énfinanszirozé akkor ebbsl ©? elore jelezhets. Ez a
sziikséges pénzeszkoz, és a tobbibol ez egyenlet-dtrendezéssel adodik.

9.1.7. Megengedett stratégiak

Legyen © az 6nfinanszirozé stratégidk osztdlya.

9.2. Definicié. Egy © € © onfinanszirozo startégia portfolic megengedett
(admissible) ha minden t € T-re

V;(0) > 0.

jelolje ezt © € ©, (ahol a a index az admissible szora utal).
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9.3. Definicié. A piacon van erds arbitrdzs, ha eqy megengedett © stratégia
esetén,

Vo (©)
Vi (©)

0,
0 mindent € T
E(Vr(©)) > 0.

=
>

azaz ha dtlaghozam pozitiv, vagy masképpen pozitiv valdsziniséggel pozitiv.

9.4. Definicié. Egy piaci modell életképes, ha minden © € @, V,(0) =
0—ra

Vr(©) =0

P =1 wvaldszintiséggel.

9.5. Definicié. Gyenge arbitrdzs van ha

Vo (©) =0,
E(Vr(©)) >0

9.1. Tétel. Ha van gyenge arbitrizs, akkor van eros is.

Azaz NA akkor és csak akkor, ha a piac a kordbban hasznalt értelemben
életképes. Erre a tételre azért van sziikség mert kordbban a gyenge arbitrazs
fogalommal operdltunk, azt tudjuk a szokott konstrukciéval bizonyitani, vis-
zont szeretnénk az erodset is kizdrni.

9.2. Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy © gyenge arbitrazs. és V, (©) nem mindig
nemnegativ (ha az akkor kész vagyunk, hiszen akkor erbs is), azaz létezik
t<T:Ae€F,aqw) <0,we Qhogy

(—)tSt = Q¢ (CU) <0
0,5, > 0:Vu >t

Ezzel kivdlasztottuk azt az idopontot, hogy onnan a stratégia megengedett T'-
1g9. Uj stratégiat készitiink. Legyen az eredeti stratégia

a = 0°=(0),
B = ei=(0!. .0%

az djpedig\ll:(\lfo,\lld).
Legyen
_J 0 ha weMNA uvueT
\p“(w_{() ha weA u<t
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a; (w)
Sy

Ul (W) =02 (w) haw € A,u>t
ekkor ¥ onfinanszirozé. Ugyanis A°-n V, (V) = 0 mindvégig. Az A-n pedig
elég ha belatjuk, hogy

U0 (W) = ay, (w) — hawe Aju>t

(A‘I/t+1) St =0Vw e A.

De
A\Ifu+15u = A@u+15u Yu > 1+ 1,V(JJ € A.
azaz csak t + 1-ben térnek el a definicid szerint, utobbi pedig 0, mert © onfi-
nanszirozo. Marad az u =1+ 1.
||

-0 4+ U
t+1 S?

Gt
SP
hiszen a; < 0 tovabbd A\II%H = \Ilt%rl = @%ﬂ ebbol
(AU, 1) S; =14 (©4115; — a) de ez dnfinanszirozo. Igy
=14(0,S;—a)=0.
Most beldtjuk, hogy van eros arbitrdzs azaz
Vr (¥) (w) >0

valamilyen P (A) > 0 halmazon.

0 _ 4,0 A0
A\I}H—l - \Ijt—H - @t—i-l -

Belatjuk, hogy ¥ megengedett és
Vi (¥) >0, és
Vr (\I/) >0 A-n

Tudjuk, hogy V,, (¥) (w) = 0 A%n, és A-n ha u <t.
Legyen most u >t és w € A.

Vo (¥) = 0,5, = U)5) + WS,

0 0 52 dod
= @uSu — a—=5 + @aSﬁ

Sp
S
= @uSu — CZS—?
0
=V, (0) - aS—g >0
Si

mert a < 0,5° > 0,5 > 0 (¢ vdlasztdsa szerint). Viszont V7 (©) > 0, de
A—nVr(©)>0isigaz. igy Vr (¥) > 0 is, de akkor

E(Vr(©)) >0

vagyis W-re is van arbitrazs és az erds is, mert ¥ megengedett.
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9.1.8. Az arbitrazs mentességen alapulé ar egyértelmiisége
Legyen H egy derivativ, T lejérattal . Ez az (), F,P)-n Fp mérhetd vv.
9.6. Definicié. H szintetizdlhato, ha létezik © fedezeti portfoli, amelyre

Vr(0) (w) =H (w) Yw.

Nem lehet ©" # O : Vi (©) = Vi (©) ez sértené az egyetlen ar térvényét
(az arbitrazs kizardsét) ott ahol a

Vi (©) # V. (0). (9-1)

Ha ilyen ¢ nincs, akkor a két folyamat, két stratégia nem megkiilonbozteth-
eto.

9.2. Lemma. Legyen a piac életképes. Ha H szintetizdlhato, akkor minden
0,0 -re, 0 <t <T-re

Vi (©) =V;(0). (9.2)
9.3. Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ©,® megengedett startégidk. (V;(.) >0).

Vi (©) =Vr (®) =H. (9.3)

tovabbad, hogy létezik t < T :

Vi (©) # Vi (®) (9.4)

Vu(©) =V, () (9.5)
azaz itt vilnak szét eloszor.  Akkor legyen

A={w:V(0) >V, (D)}

és tegyik fel, hogy P (A) > 0 (ha nem szerepcsere!). Legyen X = V,(0) —
Vi (®) (> 0). Konstrudlunk eqy ¥ stratégidt.
U, (w)=0,w)—?, (w):[u<twe A& [Vu,w € A°]
U0 = B,X :u>t,we A végig pénzben tarjuk az arbitrdzs. nyereséget
Ve=0: u>t,weA

Mivel ©,® dnfinanszirozo, ezért ez igaz V-re is, hau < t, ill. u>t,w € A°.
Ellenoérizni kell t-re A-n.
U5 = Vi () = Vi (@)
\I’t+15t = 1ge (@t+1 - q)t+1) St + 1A5tXS?
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és By =S50 X =V, (©) — V; ()

‘;[Jt+1st = 1AC (@t+1 - q)tJrl) St + 1.4 [‘/:f (@) - V;f (q))]
= Lac (Vi (©) = Vi (®)) + 14 [Vi (O©) — Vi (®)]

azaz
(Vi1 —0y) S, =0
vagyis ¥ onfinanszirozd. Vo (©) = Vo (®) a ¥ kezdd értéke 0.

Ve (0) =14 (8,XS5) >0

1 wvaldszintiséggel az A-n, azaz van gyenge arbitrdzs, de akkor van eros ar-
birdzs is, ami ellentmondds.

9.2. Az arbitrazs arazas martingal mértéke

Mindvégig életképes, azaz arbitrdzs mentes piacokat vizsgalunk. S-t akarjuk
AS-ekkel leirni. Legyen X, t € T. sztohasztikus folyamat. Tegyiik fel, hogy
Fi-t az {Xo, X;...X}} generélja vagyis ebben X; persze mérhetd.

9.2.1. Ekvivalens martingal mértékek

9.3. Lemma. Ha S, a diszkontdlt drvektor martingdl akkor a © egy stratégidra
esetén V (©) is martingdl.

9.4. Bizonyitds. Legyen © € ©, megengedelt stratégia. Az S martingdl-
sdga azt jelenti, hogy valamely Q) mérték melett minden t-re

Eq (AS) =0
ekkor
t
Vi(0) =05 =V + Y ©6,AS,

u=1
de igy a diszkontadlt értékfolyamat egy konstans és eqy martingdl transzformdlt
0sszege, azaz maga is martingdal.

9.7. Definicié. P~ Q) ekvivalens valdszintiségi mértékek, ha null halmazaik
azonosak. Fkvivalens martingal mértékek (EMM), ha az drvektor martingdl
ra(juk) nézve. (Ez koordindtankénti martingdlsdgot jelent).
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9.2. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy a diszkrét atomos €2-n csak olyan
valdszintiségi mértékeket tekintiink, amikre minden atom pozitiv valdsziniiséqil,
akkor ezzel eleve leszukityiik vizsgdlatunkat ekvivalens mértékekre.

9.1. Kovetkezmeény. Ha létezik (ekvivalens) martingal mérték (EM M) akkor
nincs arbitrdazs (N A) , ekkor

Eq (Vr () = Eq (Vo (9))
az eqyetlen lehetséges dar is egqyben.
9.5. Bizonyitds. Ha ugyanis Vy () =0,
Eq(Vr(©)) =0,V (©) >0
Q-majdnem mindeniitt, akkor sziikségképpen
Vr(©)=0

is Q-majdnem mindeniitt (kilonben Eg > 0 lenne). Ha P és () ekvivalens
valoszintségi mértékek akkor arra is ugyanez igaz lesz.

A kovetkezokben be fogjuk latni, hogy az allitds megforditdsa is igaz,
életképes piacon létezik EMM.

9.2.2. Martingdl arazas

Tegyiik fel, hogy H egy olyan opciés termék ami H (w)-t fizet T-ben. Ennek
arét jelolje 7 (H) t = O-ban. Eletképes piacon ezt meg kéne tudni hatédrozni
ligy, hogy minenki méltdnyosnak tartsa és legyen hozzd O, megengedett
stratégia, ami ezt szintetizdlja. Ekkor, mivel a piac életképes

Vo(©)=m(H),
és
Vr (©) = H.
Mivel V (©) martingdl transzformalt, azaz maga is Q-martingal,

Vi(0) = Eq (BrH|F)

ezért
Vi (©) = B, Eq (BrH|F)
specidlisan
T (H) = Vy(©) = Eq (BrH|Fo) = Eq (BrH)

9.8. Definicié. Azon piacokat, ahol minden szarmaztatott termék elodllithato,
azaz szintetizalhato, teljesnek mondjuk.
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9.2.3. Az EMM egyértelmiisége

9.2. Tétel. Teljes piacon az ekvivalens martingdl mérték egyértelmi.

Ez az opci6 drazas elméletének egyik alaptétele.

9.6. Bizonyitas. Tudjuk, hogy minden Q-ra
Vo (@) = EQ (BTH) :

Ha tehdt H szintetizalhatd, akkor csak egy m (H) dr van, ami fiiggetlen Q-tdl.
De akkor teljes piacon két EMM-re Q-ra, R-re

EQ (BTH) = LR (BTH>

de ez H tetszbleges valdszintiségi valtozora igaz, amibol kovetkezik, hogy
Q=R.

Késobb latni fogjuk, hogy ez forditva is igaz, azaz ha az EMM egyértelmi,
akkor a piac teljes.

Az egységes éar torvénye szerint tehdt a szintetizdlhaté H terméket szinte-
tizdl6 onfinanszirozo stratégia kezdeti értéke a H édra, és ennek kiszamitasdhoz
nem sziikséges a generald stratégia ismerete csak a () aminek segitségével a
kiszamolhat6é Eq (BpH)).

Legyen tjra egy egyperiédusi modelliink

1 haw=uW
H (w) { 0 egyébként

egy fix wr € Q-ra. Ekkor ha H szintetizdlhaté, akkor
]' !/
m(H) = Eq (BrH) = ﬁ—TQ({w 1)

Ez még 3 valdszinfiségi valtozora is igaz. iQ ({w'})-t hivjak az w’ alllapot

ardnak. Ez az éllapot-dr siirtiség fiiggvény.
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9.3. A binomialis modell mint martingal

9.3.1. A CRR modell

Legyen d = 1, S° S = S', r > 0 fix, azaz S = (1+7)", =1 < a < b,
Q= {1+a,1+0b}""

S SH1+b) g valészinfiséggel
bl SH(1+4a) 1— q valészinfiséggel

Az Fi-t generdlja 9, ...S;. Legyen

St

R pr—
A

€

Valamely P-re
P({w}) = P (R = ).

9.4. Lemma. E (§t|Ft_1) =S,_1, azaz

S,
E, (2 1F ) =1
Q(S !tl)

t—1

akkor és csak akkor, ha

EQ (Rt|Ft,1) =1+

9.7. Bizonyitds. R, = S, v = (1+7)"", 49y, ha Q EMM S-re

T Si-17 By

St By Bi-
Bo (RiFis) = Eo (o= 221

B, 4 ( 3, )
= E — F,_
5, ez Fn

— (1+7) Eq (ggt |Ft_1> .

t—1

9.5. Lemma. a < r < b ez sziikséges feltétel az EMM létezéséhez.

9.8. Bizonyitas. Az R; csak 1+a vagy 1+0b lehet. Ezért a vdrhato értéke,
1+ r, ezek kézé esik, azaz a < r < b.
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9.6. Lemma. S csakkor Q-martingdl, ha (R,) fiiggetlen valdszintiségi vdl-
tozok és

QR=1+b)=
QR=1+a)=1—q¢q
ahol
r—a
q—b—a'

9.9. Bizonyitas. Ha R; fiiggetlen, akkor

Eq (Ri|Fi 1) = Eq(Ry) =q(1+b)+(1—-¢q)(1+a)
=qb—a)+1+a=1+r.

Forditva ha martingdl., akkor mint elobb lattuk E =1+ r
g1+ +(1-¢)(1+a)=1+r
amit megoldva addédik q. A fiiggetlenség indukcidoval trividlisan ldthatd.

9.1. Gyakorlat. Ldssuk be a filiggetlenséget indukcidval.

9.3.2. A CRR 4drazasi képlet (djra)
Mint kordbban

C=Cr=(Sr—K)*
Vi (C) = B, Eq (BrSr|Fy)

T
Sp =28, H R,.

u=t+1

A binomidlis modellben R, u > t fiiggetlen F;-t6l

T +
Vi(X)=8,"BrEq | |S [ Bu—K| IF| =
u=t+1
T +
1+ Eq| |8 [ Ru—K| IF
u=t+1

=:v(t,S)
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v(t,x)=(1+7)" ( H R, K] t)
u=t+1
(1+7r tTZ( ) 1—qTt_u[x(l—l—b)“(l—Fa)T_t_“—K

_l’_

de akkor spec A = min {k So (140 (14a)"* > K}
7 (Cr) = 1+r‘TZ( ) (L+b)]"[(1—q) (1+a)]" S

K(1+7) TZ() (1—q)"™

vagyis megkaptuk ijra az drazasi formulat.
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10. fejezet
Az opcio arazas alaptétele

Lattuk, hogy ha van EMM akkor nincs arbitrédzs, azaz

JQ°P = NA

. e,

Belatjuk, hogy forditva is igaz. Ehhez elokésziilet egy geometriai allitds

10.1. Elvalaszto hipersik tétel

10.1. Tétel. (Elvdlaszté hipersik tétel) Legyen L C R™ linedris altér, K C
R" kompakt, konvex halmaz, L N K = (. Ekkor létezik a K —t és L —t
elvdalaszto hipersik, azaz ® linedris leképezés, melyre

L C ker®

és minden © € K-ra

O () > 0.

10.1. Lemma. Legyen C' C R" zdrt, konver halmaz, 0 ¢ C' Ekkor létezik a
C —t és0—t elvilaszto hipersik, azaz ® linedris leképezés, melyre

0€ker®

és minden © € C-ra
o (z) > 0.

10.1. Bizonyitds. Legyen r > 0, B (x,r) olyan, hogy B = B (z,7) N C # (.
Ekkor létezik z € D
d(0,z) =d(0,C).

123
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Igaz az is, hogy minden x € C —re is d(0,z) > d(0,2). Itt d(0,z) egyben
|z| = /zx is. Legyen ® (x) = xz skaldrszorzat a fix z—vel. Ha y = Az +
(1 —=X)z (C konvex ) akkor

lyl =[Az+ (1= A) 2| > |2|
és
Mz + (1= Nz = zz 420 (1 =N zz+ (1 — )22

azaz
Moz 420 (1 =N azz4+ (1= N2z > 22

M (zz 4+ 22) + 20 (1 — N2z — 2022 > 0
AMrx+zz)+2(1 =N zz—222>0
minden \-ra igy, ha A — 0 akkor
Tz > 22
azaz ® () =xz > zz C —n. ®(0) =0 trivi.

10.2. Bizonyitas (Az elvidlaszté hipersik tétel bizonyitdsa). Legyen K C
R"™ kompakt, konvez.

C=K-L={r—y:zeK,yeL}.

Ekkor C zart és konvex. Utobbi trividlis. Beldtjuk, hogy zart. x, C C,x, —
x -bol beldtjuk, hogy x € C' is. Legyen

Tpn = Yn _ln7yn € Kaln € L.
Mwvel K kompakt létezik n;
ym - y S K7

legyen
l=y—=x

ez is L beli mert L zart, de akkor x € C 1is kovetkezik.  Alkalmazzuk a
lemmdt, tudva, hogy 0 ¢ C. @ (z) > |z|,xa =y —1

®(y) =@ (1) =z >0.

Ezért minden A > 0

B (y)— (M) > [2] > 0
amibdl @ (1) <0, de A < 0—bdl @ (1) < 0, ellentmondas, azaz ® (1) = 0.
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10.2. A martingal mértékek létezése

Feltessziik, hogy Q = {w,...w,} véges. F végesen generélt szigma algebra.

C:{xGR”:xiZO,Z%>O}

valahol hatdrozottan pozitiv vektorok kiipja.
Egy O kereskedési stratégiara V (0),G (0) € R™.
Jelolje © € R? a kockdzatos részét a portfélié vektornak. © = (@0, @d) .

10.2. Lemma. NA azt jelenti, hogy VO € ©,—ra ha Vo (©) = 0 akkor
Vr(©)=G(0)¢C.

10.3. Bizonyitas. Legyen
t
G, (%) = ) O,AF,
s=1

Ve (©) = B'Vr(0) = G7! (Vo (©) + G, (0%))

t
= B;'G,(0%) = ;' Y OIAS..

s=1
Ha G (©) € C akkor G, (%) >0 és
P (G, (0% >0) >0
de akkor volna gyenge arbitrdzs (akkor erds is) ami ellentmond a feltevésne.

10.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a piac véges.  NA akkor és csak akkor ha
S-hez létezik EMM.

10.4. Bizonyitas. Ha létezik EMM akkor NA, ezt mar lattuk. Most forditva,
tegyiik fel, hogy NA. C azon ® vv-k kipja, amikre ® (w) > 0 és létezik i szig-
ordan pozitiv ® (w;) > 0. A NA miatt G (©%) ¢ C! Legyen

feltevés

Di = P (wz) >

Az L = {Gt (©): @d} linedris altere az QQ—n értelmezett valds fiigguényeknek.
Legyen K = {X € R" : Ep (X) =1} C C. Igy a szepardld hipersik tétel miatt
létezik . ami elvdlasztja L—t és K-t.

f(x)=xq= ZIHJ@, tq € R"
i=1
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Ha ¢, = (O, ..pii, O) akkor

Ep(&) =2 =1

)

azaz &; € K és kifeszitik a valdszintiségi valtozok teljes terét.

4d;
[&)=—=>0
(&) .
vagyis q; > 0. Legyen
1
g=—f
@
ahol
d
a = Z qis
i=1
igy

g (z)

n

n
q *
o -

i=1 =1

=t
i=1
Legyen P* ezen p;—Fk dltal generdlt valoszintiségi mérték P*~ P mert
p; > 0.
Jelolje E* a vdrhato értéket. De g =0 L-en , mert f az, kévetkezésképpen
E*(G(0") =0

minden O — re, de ebbdl kévetkezik a 8.2 Tétel miatt, hogy
t
£ (Z @gA§5.> =
s=1

azaz S martingdl P*-ra nézve.
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10.3. Az arbitazs mentesség lokalis alakja

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy mit jelent az arbitrdzs mentesség egy
adott ¢ id6épontban.

Véges piacokat fogunk vizsgdlni, azaz €2 maga véges. Megint feltessziik,
hogy az w € () atomok pozitiv valdsziniiségiiek, azaz 2 a bekiovetkezhetd
trajektoridkbdl all és az ekvivalens mértékek azok, amelyekre minden atom
val6szintisége pozitiv.

A véges modellben az {F;} filtraci6 valamelyik t eleméhez létezik az
Q—nak olyan P, véges particidja, amely generdlja F;-t, azaz

o(P) =F.

A tovdbbiakban gyakran elég lesz ezekre az A; € P; eseményekre korldtoz-
nunk vizsgdlatainkat.

10.1. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy M, akkor és csak akkor martingdl ha
E(lA (Mt - Mt71)> - O

minden A; € Py_1—re. Kordbban ezt minden A; € F;_1—re ldttuk be. (Ldsd
a 8.2 Gyakorlatot. )

Az egyszeriiség kedvéeért
SY=1.

d=1.(5%95) a vagyon, (6% ©) a portfslié vektor

AS? =0

ezért
A‘/t — ASt

Ezek a AV, — k akkor lesznek az origé egyik oldaldn, ha ugyanez igaz AS;-re.
Ha valamely pozitiv valésziniiségli A € Pi-re

P(AS, > 0]4) = 1,

akkor megvéve t — 1-ben a részvényt, majd eladva t-ben megszerezziik AS;
profitot. Ezért. hogy ez ne alljon fenn (azaz NA) kell,. hogy minden A —ra

P(AS, = 0]A) =1

vagyis S; martingal ebben a lépésben.
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10.3. Tétel. Legyent > 0,véges NA piaci modellt véve minden korldtos © —
re A€ Fi_i —re
P(AV; >0/A)=1= P(AV,=0|A) =1

és
P(AV, <0|A) =1 = P (AV, = 0|4) = 1

A bizonyitdst a fenti gondolatmenet lényegében tartalmazza, az aldbbi tétel
pedig szintén a szokott stratégia - konstrukcioval adodik.

10.4. Tétel. (Q,FPT,F.S) diszkrét piaci modell akkor az alabbi dllitdasok
ekvivalensek.

1. van arbitrdzs

2. van t és © stratégia, hogy

OAS; > 0,P(0AS; >0) >0
3. vant és O stratégia, hogy
O’AS! >0, P (07AS5] > 0) >0

10.1. Kovetkezmény. Ha egy véges piaci modellben NA  akkor minden
t > 0—ra minden v € R vektorra

rASY >0 Pmm. = vAS! =0 P — mm.

10.4. Az arbitrazs geometriai értelmezése

10.1. Definicié. Legyen C' C R™. Affin és konvex burkdt definidljuk:

CLff(C)I {J}'eRm:I‘IZCLiCZ‘,CZ‘EC,Zaizl}7
i=1 i=1
conv (C) = {mERm:x:ZaiCi;Ci GC,Z(M:L% 20}.

i=1 =1

A relativ belseje pedig: a konvex részhalmazainak belseje
ri(C)={z €aff(C):3e:B(z,e)Naff(C)cCC}.

10.3. Lemma. K, Ky # (), konvex akkor és csak akkor vdlaszthaté el ha
relativ belsejiik diszjunkt.
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10.1. Allitas. Legyen egy A eseményre Cy (A) = conv {AS; 1w € A}.
1. Véges piaci modellben
NA&Vt:0eri(Cy(A)).

2. NA ekvivalens azzal, hogy minden A-ra az S;_; értékei az S; szigorian
konvex (a; > 0) itkombindcidi.

10.5. Bizonyitas. Az elso dll. fent lattuk. A 2. a kovetkezd mddon adddik.
S (w) = cmindenw € A mert A € Fy_y. A C; (A) vektorai ezért felirhatdak

a(z—rc)

alakban, ahol o; > 0. De z = S; ezért 0 € C;(A) akkor és csak akkor, ha
letezik o
a(z—c)=0

azaz

10.5. Az EMM megkonstrualasa

Szétszedjitk a valészinfiségi mezot, az A € P;_; generdlé particidbeli es-
eményt a kovetkezO minimédlis particié szerint, majd ezeken minden t-re
megkonstrudljuk az egylépéses martingalt.

Legyenek A = U™ Ay, € F;_1 az F, — t generdl6 particié P; nyoma A-n és
az

Qi = (AStd)Z (wk)

d-dim vektor elemeinek értéke A, — n az

M = (ai,k)

dxn

métrixba rendezve. El6bbi szerint 0 € C, (A) eléall szigorian konvex linedris
kombindacioként. Azaz megoldhaté az

Ma =0 (10.1)

egyenlet a > 0. Ezek az o; — k az egyben az EMM mint valészin{iségi mérték
értékei.

10.4. Lemma. (Farkas Lemma 1902)Ha A m X n mdtriz, b € R™ akkor
a kévetkezo dllitdasok kozil pontosan az eqyik dll fenn.
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dr>0:Az=0b

Jy:yA <0ésyb>0.

10.6. Bizonyitas. Legyen

K = {k:k’:inai,xi 20}

az A oszlopvektorai dltal kifeszitett (nem negativ) kip. Igy, ha b € K akkor
felirhato b = > x;a; médon x; > 0. Ha b ¢ K, akkor létezik elvdlaszto.
funkciondl: f(x): f(b) >0,f(k) <0,k € K. Ha f(z) =2y y € R",
akkor yA < 0,yb > 0. Amit akartunk.

Atfogalmazva:

10.5. Lemma. Ha M m X n mdtriz, akkor a kévetkezo dllitasok kéziil pon-
tosan az eqyik dll fenn.

L
1.
Jr>0: Mx=0
Jy:yM <0 ésyM # 0.

illetve

1.

dr: Mz =150

dz:2M =0 és zb > 0.

Kiolvasva az I 1,2 alternativik az Mo = 0 a > 0 megoldés 1étezése kizérja
az arbitrdzst, hiszen ha ez nem &llna fenn akkor az alternativa teljesiilne, azaz
létezne © : ©M > 0 ami nem azonosan 0 de akkor © valéban arbitrézs.

Tehat a NA ekvivalens az
Ma=0,aa>0

megoldhatdsdgdval. Ebbol késziil az egylépéses EMM  a rogzitett A € Py_1-
ra vonatkozéan. Legyenek, a particié elemei A;...A, € P;.

Pa()=P(l4).
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és legyen
Qg
Qa(Ar) = —
||

ahol |a| => 7, ap. Nyilvin Q4 Ps. Ha egy Y val6sziniiségi valtozé Fyu
mérhet6 kosntans kell, hogy legyen az egyes Ay — n azaz

Y (w) =yp:w € Ay.

Ezért a (Q-varhaté érték:
Yr Ok
Eq, (Y) = ZkaA (Ax) = Z W’
specidlisan, ha Y = AS? akkor y;, = (a; ) kordbbi métrixunk oszlopai, azaz

0=Maoa= Zykozk

ezért

Eq (AS{14) = 0.
De SY konstans (w—on, r = 0! fetettiik) igy
Eq (ASi14) =0
is.
Forditva, ha van ()4 amire

akkor legyen oy = Q4 (Ax), Mint fent ekkor Ma = 0, de akkor 0 el6all
szigorian konvex kombindcioként, alkalmazhatjuk az (10.1)-t.

10.2. Allitas. Véges modellben, az aldbbiak ekvivalensek

1. minden t > 0-re A € F;,_; O felirhaté a AS? (w) : w € A vektorok
szigorian konvex kombindciéjakénr,

2. AS? > 0 P-mm akkor zAS? = 0 P-mm,

3. Létezik QA~PA . EQA (AStlA) = 0.

10.5. Tétel. Az aldbbi dllitésok ekvivalensek

1. az értékpapir piac (konzisztens) életképes (azaz NA).
2. minden t € T,z F;_; mérhetd vektorra tAS¢ > 0 P-mm akkor AS¢ =
0 P-mm.

3. Létezik QP EMM.
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10.7. Bizonyitas. A bizonyitdis a fentiek Osszerakdsa. 1. = 2. volt az
eloz0 fejezetben. 3. = 1. e fejezet elején. Kell még 2. =—> 3. Ezt minden
A-ra dsszerakdssal az most igazoltakbol lépésenként. Legyen 2 = Ay D Ay D

--AT = {UJ}

Q(Cd) = QAIQAQ"QAT—IZ
Q (A1[Ag) Q (A2]Ay) ...Q (w[ A7)

Tetszoleges A € Fy_1 —re
Q (W|A) =14Q (A A) Q (Ats1|Ar) -..Q (w| A1)
és tetsz. w € A —ra ezért
Eq (ASFi1) (w) =0

tulagdonsdg oroklodik, azaz (Q EMM.



11. fejezet

Teljes piacok

E fejezetben is feltessziik, hogy a piac véges. Van kamat, S = (SO, Sd) €
R4*!. Ha
Vr(©) =X

akkor X > 0 szintetizalhato, V; (©) > 0 — n keresztiil.

11.1. Megjegyzés. Konzisztens piacon V; (©) > 0 elhagyhatd azaz elég © €
©. nem kell, hogy megengedett legyen azaz © € O, hiszen X > 0-bdl ilyen
piacokon kovetkezik a Q-EMM-re, hogy

Vi(©) =, Eq (V (©) |F) = B; ' BrEq (X|F,) >0
s fenndll
11.1. Tétel. Egy konzisztens piac csakkor teljes, ha az EMM egyértelm.

11.1. Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy konzisztens és teljes de létezik, Q, Q" két
EMM., amik valahol eltérnek. Legyen X egy feltételes kivetelés és © ami
elodllitja.

T
BrX =Vr7(0)=Vy(0)+ > 6,AS,.

y=1

Eq (57X) = Eg (6:X) = Vo
Eq (X) = Eq (X)

mert mindketton a szumma vdarhato értéke 0. De ez minden X -re specidlisan

X =1y, A€F

133
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ezért

Q(A) = Eq(la) =Eq (1) = Q' (4)
Q = Q.
Most tegytiik fel, hogy () EMM egyértelmii, de nem teljes, azaz 1étezik nem
eldallithaté X > 0. Megint elég a kockdzatos részt vizsgalni, mert ©° — ¢ az

elére jelezhetd ©F meghatdrozott. Legyen L° az 6sszes vv-k tere azonosithaté
R™ valamely maximum n dimenzids linedris terével (véges piaci modell!)

T
L= {c+Z@tA§t,c€R} c I°.

y=1

T
BrX =c+ Z 0,AS,
y=1
lenne, akkor elééllithato, de nem az, igy L valédi altére. Legyen L* az
ortogondlis altér, ami gy nem iires. Minden () — ra, minden Y € L-re van
Z € L°, pontosabban Z € L* hogy

Eq(YZ)=0
de akkor Y = 1-el
Eq(Z)=0
is. Legyen Q' :
QW) = Q) R(w):
A
R(w) = 1+2H§T!) :

1Z|l, = max{|Z(w)|:w e Q}.
Nyilvén Q' (w) > 0, (& @ (w) > 0), igy Q™ Q.
Q' (w) = Eq(R) =1

azaz val6sziniiségi mérték, mert Eg (Z) = 0.

Eq (Y) = Eq (YR) = Eq (Y) Eq(YZ)=c

_|_ ;
2|7l
minden Y =c+ 3/ | ©,AS, € L—re. Hac=0,Eq(Y)=0.
T
Eq (Z @tA§t> = 0.
y=1

Tehdt S Q' martingsl, ami ellentmond a feltevésnek.



11.1. TELJESSEG ES MARTINGAL REPREZENTACIO 135

11.1. Teljesség és martingal reprezentacié

Legyen P* az egyetlen EMM. Ebben a fejezetben beldtjuk, hogy a diszkontélt
arkiilonbozetek transzofmaltjai kifeszitik az (ekvivalesn) martingdlok terét,
azaz minden P* martingal el6dll ezek traszformaltjaként. A kovetkezd tétel
ennek az észrevételnek a pontos megfogalmazdsa.

11.2. Tétel. Egy picai modell, melyre van P* EMM akkor és csak akkor
teljes, ha minden M; martingdlra van olyan elore jelezheto v, folyamat, hogy

t
M, =My + Y 7,A5,

s=1

11.2. Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a modell teljes és az egyszeriiség kedvéért
B, = 1. (Ellenkez6 esetben tekintsiik az % drfolyamatot és mint tudjuk ez

akkor és csak akkor martingdl, ha S az) My = M;"— M, ezért elég nemnegativ
martingdlokkal foglalkozni. Legyen

C= MT7
O dllitsa eld ezt. Azaz
VT (@) — C — MT,

de akkor
‘/t - E* (VT’Ft) — E (MT|Ft) - Mt

t9y a V; martingdl, és a szintetizdlhatdsag miatt
t t
M, =V, =Vo+ Y OIASE = My+ > 7IASY

s=1 s=1
Forditva, ha C' a kifizetési figguény M, egymartingdl, amelyet a

Mt - E* (C|Ft>
definidl, akkor a reprezentdld

t
M, = Mo+ ) vIASY
s=1

Belatjuk, hogy ©¢ =~ S? | = M; — v%S% megfelelé.  Beldtjuk, hogy onfi-
nanszirozd, pontosabban:
(A@t) St,1 - O
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haszndljuk, hogy
AM, = ’Yf AStd

(mert a portfolic vektor az j drig van érvényben) és
A(fg)=(Af)g+ f(Ag)
a diszkrét differencia képzés esetén is. (HF')

(A6)) Sio1 = AM, — A (4S8 + (A9 2,
= YAST+ (M) S - A(yiS]) = 0.

Tehdt. onfinanszirozo. Igaz, hogy Vi (©) = M,, specidlisan Vp (©) = Mr.
lgy a C' kifizetés szintetizdlhato.

11.2. Megjegyzés. Definicio szerint

Afn = fn+1 - fn

A (fg) = fn+1gn+1 - fngn - fn+1gn+1 - fngn-i-l + fngn-H - fngn



12. fejezet

Megallasi idok amerikai
opciokra

Ebben a fejezetben az eurépai opcidknél gazdagabb modellel rendelkez6 amerkiai
opciokat vizsgdljuk. Természetesen most nem szoritkozunk egyszerti call op-
ciora, mert arrdl lattuk, hogy az amerikait nem érdemes elébb lehivni.

Egy (Q,F,P, T,F,S) piaci modellt tekintiink, ahol most nem sziikséges
feltenni, hogy az ) véges, de az id6 tovdbbra is diszkrét. Ha az olvasé
szaméra egyszeriibb atomos 2-t elképzelni, ezt a tovabbiakban is bdtran
megteheti, a bizonyitdsok sordn viszont nem fogunk erre épiteni.

A lehivési idépontok valésziniiségi valtozok, hiszen a dontés minden 0 <
t < T-re bekovetkezhet. Az is vildgos, hogy ha 7 jeloli a véletlen idépontot,
amikor a lehfvds torténik, akkor ez csak az eddig megfigyelt eseményektol
fiigghet, ezért

{r=t} e F.

12.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi dllitisok ekvivalensek.

1. Minden 0 <t <7T-re
{7' = t} € ft.

2. Minden 0 <t <T-re
{r <t} eF.

12.1. Az amerikai tipusi opciok fedezése

Az amerikai opcié dra természetesen nem csak a lehivasi artél mint véletlen
mennyiségtol fiigg, hanem az 6sszes kozbiilsé arfolyamértéktol is, azaz a teljes

137
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<Sid> trajektoridtol amely egy d—dimenziés valdsziniiségi vektor viltozo

sorozat.
Tegyiik fel, hogy az infldcié nem valészintiségi valtozoé, azaz

S?:Bt

kockdzatmentes kotvény. Legyen f = (f; (S)) egy amerikai kivetelés. Azaz
bédrmely idépontban a lehivdskor fenndll kifizetések osszesége. Tehdt f; > 0
valésziniiségi valtozok sorozata. Ha x a kezdeti befektetés akkor a © fedezeti
portfolié, ha

% (@) = @150 =X

Vi(©) = fi(So,51-..Sr)
minden ¢t > 0-ra. A © fedezeti portf6lié minimalis,ha

‘/T (@) = f7— (S(), SlsT)

valamilyen 7 megdllési idore.

Tisztazni kell a kovetkezoket:

1. Létezik-e adott x kezdeti befektetésre énfinanszirozé stratégia?

2. Létezik-e minden x kezdeti befektetésre minimalis 6nfinanszirozé straté-
gia?

3. Hogyan lehet meghatédrozni az opcié arat?

12.2. Megallasi idok és megallitott folyama-
tok

12.1. Definicié. 7 wvaldszintiségi vdltozot megdlldsi idonek nevezzik, ha az
(Q,F,P,F) F filtracioval elldtott valészintiségi mezom minden 0 <t < T'-re

{7' S t} S Ft'
12.1. Megjegyzés. A legegyszertibb megdlldsi 1do a T = k.

12.2. Gyakorlat. Ldssuk be, hogyha T megdlldsi ido, tg € N, akkor T+t is
megallasi 1do.

Ha 7,0 megdllasi id6, akkor v = max {o, T} is megalldsi ido.
Ha 7,0 megdllasi id6, akkor v = min{o, 7} is megalldsi ido.

Ha 7,0 megdlldsi ido, akkor v = o £ 7 is megadlldsi 1do.
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12.1. Lemma. Legyen {X;} egy F adaptdlt folyamat. Ha B € B Borel
halmaz és

TB:Hlin{/{ZIXkGB}
akkor Tp is megdlldsi i1do. Ezt nevezik a B halmaz taldlati vagy elérési

1dejének.

12.1. Bizonyitds. A feltételekbol kovetkezik, hogy X, ' (B) € Fy. Hatp =
t, akkor

{TB:t} = m?;ll{TB >z}ﬁX,:1(B)
NEH{O\X; ! (B)} N X, (B) € Fy.

12.2. Definicié. Legyen {X;} egy F adaptdlt folyamat és T majdnem biz-
tosan véges megdlldsi ido, akkor

Y (w) = X (@)

valdszintiségi valtozé az X megadllitdskor felvett értéke. A jobb oldal gy is
értelmezheto mint

X, = iXil{T =i},

i=1
12.3. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy X, valdban valdszintiségi vdltozo.
12.3. Definicié. Legyen T megdlldsi ido, akkor jeldlje

Fr={AeF:Vk>1,An{r =k} € F}
halmazrendszert, ez a T-t megelozo események szigma algebradja.
12.4. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy F. o—algebra és 7 F.-mérheto.
Lassuk be, hogy Frne C Fr C Fruo-
Lassuk be, hogy {T < s} ,{r = s} € F..
12.1. Tétel. Ha X; szupermartingdl és o < 1 korldtos megadlldsi idok, akkor
E(Xi|Fy) < Xo,

ha pedig X; martingdl, akkor

E (X3 F,) = X,
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12.2. Bizonyitas. Legyen Y, = 1{oc <k <7}, nyilvin ez Fj_1 mérhetd,
ezért elore jelezheto és nem negativ. Legyen Z =Y o X transzformalt. Mivel
T < K korldtos, ezért

1 Zk| < | Xo| + | Xa| + ... [ Xk
minden k —ra, ezért létezik varhato értéke. Nyilvin Zy =0 és Z; = X, — X,.

Igy
0=FE(Z)>FE(Zk)=E(X;—-X,).

Most tetszoleges A € F, —ra megszoritva a teljes teret, bevezetve a megfeleld
megdllasi idoket, kapjuk, hogy az egyenldtlenség ezen is fenndll, igy i1gaz az
allitds.

12.4. Definicié. Ha (Xj) sztochasztikus folyamat a (2, F,P,F) téren, o
megadlldsi 1do, akkor a megdllitott folyamatot definidljuk mint

g
Xi = Xkno,
azaz a meqgdllds utdan valtozatlan.

Konnyen ldathato, hogy X7 = Y e X transzformalt, ahol YV, = 1{oc > k}
és kapjuk a kovetkezo tételt.

12.2. Tétel. Ha X (szuper) martingdl, T korldtos megdlldsi id6, akkor X7
18 az.

A tétel allitdasa nem korlatos megilldsi id6kre gyengébb feltevések melett
is igaz, de erre itt nem tériink ki.

12.3. Doob felbontas

12.3. Tétel. Legyen (X, F,) (szub-) martingdl, akkor létezik, egy m,, mar-
tingdl és eqy a, elore jelezhetd sorozat, hogy

X, =m, — a,.

12.3. Bizonyitas. Legyen mg = Xo, ag = 0 valamint

mn =mo+ Y [X; — E(X;|F;)],

j=1
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n

=) [Xjo1 = E (X1 F)],

J=1

utobbi nyilvan F,,_1 mérheto. Vegyiik észre, hogy

—_

By = 3~ BOGIE )] - Y X — B (Gl )

= X, — FE(X,|F.-1)

<.
Il
o

illetve

—

Aan = Z [Xj—l — E(XJ|E—1)] - [Xj-i-l - E(XJ+1|‘¢.])]
j=1 J

= X, —F (Xn’f.n—l)

I
o

E(Am,|F,1) = E(X, — E(X,|Fn_1) |Fno1) = 0.
Nyilvan, ha a = 0, akkor X maga is martingdl.

12.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X, martingdl egyenletesen integral-
hatd, ha adott € : 0—hoz létezik C' > 0, hogy minden n-re

E (| X, 1{|X.| > K}) <e.

12.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X, martingdl négyzetesen integral-

hato, ha minden n-re
E ((X,)?) < oc.

12.2. Lemma. Ha M, martingdl, akkor M? szubmartingdl.
12.1. Kévetkezmény. Az M? szubmartingdlt felbonthatjuk
Mg =m,+< M >,

alakban, ahol az elso tag martingdl, a mdsodik elore jelezheto és a martingdl
kvadratikus varidcidjanak nevezik.

12.5. Gyakorlat. Legyen X, négyzetesen integralhaté matingdl és E (X,,) =
0, ekkor
E ((Xn-H - Xn) (Xm+1 - Xm)) =0

ha n # m azaz korreldlatlan a névekmény.
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12.4. A Snell burkold

Az egyszeriiség kedvéért jelolje a diszkontaldssal transzformélt kifizetési fiig-
gvény folyamatéat
X, = B'C,.

Most a fedezeti portfélié értékét fogjuk vizsgalni teljes piacokon, azaz mint
az eloz6 fejezetben lattuk, egyetlen P* martingdl mérték van. Mit jelent a
fedezet az amerikai opcié esetében? Azt, hogy nem csak a lejarati idépont
lehet lehivasi idopont, hanem barmely kordbbiis. Nyilvan a fedezeti stratégia
ki kell, hogy elégitse a

Zy > Xy (12.1)

egyenl6tlenséget minden 0 < ¢t < T-re. A Z; tOkének elegenddnek kell lennie
a fedezeti portfolié megvasarlasahoz, ez igaz T-ben is, ezért Zy = X, hiszen
tobb viszont felesleges. A T — 1 idépontbain is teljesiilnie kell (12.1)-nek
ezért Zp_1 = Xp_1. Ugyanakkor, ha T' — 1-ben nem torténik lehivas, akkor
a Zr_1 vagyonnak fedeznie kell az X7 kovetelést. A piac teljes, ezért

E* (Xp|Fr_1) = E* (Zp|Fr-1)
osszefiiggésbol kovetkezik, hogy
ZT_1 = Imax {XT—1> E* (ZT|fT_1)}

fenn kell, hogy élljon. Iterdlva ezt a gondolatmenetet

Zi 1 :=max { Xy 1, E* (Z|Fi1)}
definici6hoz jutunk.

12.7. Definicié. A Z; folyamatot nevezziik Snell burkolonak.
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15. Figure.

12.4. Tétel. Ha X; az ¥ — hez adaptdlt folyamat. Z; az X Snell burkoldja,
akkor

1. Z; szupermartingdl,
2. Zy manimalis az Xy —t domidlo szupermartingdlok kozott.

12.4. Bizonyitas. A Z, definicidjabdl azonnal kovetkezik, hogy
Zi1 =2 E*(Z|Fia),

azaz szupermartingdl. Teqyiik fel, hogy Wy > X, egqy mdsik domindlé szuper-
martingdl. Ekkor Wp > Xp = Zr . Indukcidt végziink, feltessziik, hogy

Wy > 7,

1gaz. Ezért
W1 > E* (Wt|f.tfl) > E* (Zt|-7:t—1> )

viszont Wy_1 > Xy 1is, 19y
Wi—1 > max { X1, E* (Zy|Fio1)} = Zia.
12.2. Megjegyzés. Vizsgiljuk meg a Z; Doob felbontdsdt.
Zy = My — ay,

ahol My martingal és mivel Z; szupermartingdl, ezért a, nem csoékkend, elore
jelezheto. Ahol a; elttinik, ott Z; martingdlként viselkedik, ahol a; > 0 ott
szupermartingdlként.  Mivel a martingdlok terét kifeszitik az elore jelezhetd
(s6t énfinanszirozd ) stratégidk, ezért van olyan © = ©¢, hogy

t

=1

Ebbol latszik, hogy
My > Zy > X;.

A ©° numéraire tagot hozzdvéve (@0, @d) stratégiahoz jutunk, ami a kezdeti
Zoy vagyon melett fedezetet biztosit az X-re. FEzzel egyben a raciondlis drat
18 megkaptuk, az maga Zy.



144 FEJEZET 12. MEGALLASI IDOK AMERIKAI OPCIOKRA

12.5. Optimalis megallas a vevo szamara

Ebben a fejezetben a teljes piacon kindlt amerikai opcié vevdjének optimaélis
stratégidgjat vizsgdljuk. Az el6z6ekben lattuk, hogy a kifrénak a Z; fedezettel
kell rendelkeznie és van © szintetizal6 portfolio, ami a Z;-hez még sziikséges
készpénzzel kiegészitve fedezeti stratégia is. Most tehdt a vevd dontését vizs-
galjuk, azt, hogy mikor hivja le az opciét. Mivel a vevo nem ismeri a jovot,
dontése egy T megallasi id6 lesz. A legegyszeriib példa a megalldsi idére a

T:1k

fix ideji megéllitas illetve egy Y; folyamatot figyelve az Y; = ¢ nivé elso
elérésének ideje, azaz
T=min{k: Y, > c}.

Nyilvan mindkét példa valéban megéllasi ido.

16. Figure.

12.8. Definicié. Legyen X; a diszkontdlt kévetelés, Z; pedig ennek Snell

burkoldja
™ =min{k: Z, = X},

legyen tovdbbd Z = ZT az e szerint megdllitott fedezeti folyamat.
12.3. Lemma. A 7* valdszintiségi vdltozo megdlldsi 1do.
12.6. Gyakorlat. Bizonyitsuk be a 12.3 Lemma dllitdsat.

12.4. Lemma. A Z} folyamat martingdl.
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12.5. Bizonyitds. Tekintsik a O = l{;+>py elore jelezhetto folyamatot és
készitsiik el ezzel a megdllitott Z* — t. A Z; konstrukciobdl vildgos, hogy a
k < 7* idopontokban Z; > X;, ezért

Z; = E* (Zia| )

ami éppen azt jelenti, hogy a megadllitasig martingdl, utina pedig trividlisan
az, hiszen dllando.

Mint kordbban is kockdzat semleges befektetoket vizsgdlunk, ezért in-
dokolt a kovekezo definicid.

/////

12.9. Definicié. Legyen Y a 7 < T megdlldsi idok halmaza. T megdlldsi
1do optimdalis, ha
E(X,;)=max F (X,).

12.1. Allitas. A 7 megalldsi id optimdlis és

Zy = E* (X+) = max E (X,) (12.2)

12.6. Bizonyitas. Tudjuk, hogy Z* martingdl, ezért
Zy= 7§ =E*(Z} ) = E* (Z) = E* (X;+).
Ugyanakkor eqy tetszoleges o megdlldsi idore Z° szupermartingdl, ezért
To= B (Z) > E* (Z,) = E* (X,).

A kovetkezOkben az optimalis megéllasi idoket fogjuk karakterizalni.

12.2. Allitas. Legyen o € Y, o akkor és csak akkor optimdlis, ha igaz a
kovetkezo két feltétel:

1.
P (Zy=X,) =1

2.7° martingdl.
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17. Figure.
12.7. Bizonyitas. Ha Z° martingdl, akkor
Zo = E*(Z7) = E* (47) = E" (Z,) = E" (X,).
Tetszoleges T € Y esetén Z7 szupermartingdl és domindlja X -et, ezért
o= B (Z3) = B (Z3) = E* (%) = " (X)),

amibdl kovetkezik, hogy o optimdlis. A forditott iranyban a kévetkez6 képpen
okoskodunk. Felhaszndlva (12.2)-t és o optimalitasdt illetve a dominancidt

Zy = IPEaT}{E* (X,)

Zy = E* (X0'> < FE" (Zcr)'

Ugyanakkor Z° szupermartingdl, ezért

Zoy > E*(Z,),
ezért
Zy=FE"(X,) =FE*"(Z,),
viszont megint a domindlds miatt X, = Z, is kell, hogy teljesiiljon. Annak

bizonyitasdt, hogy Z° martingdl elhagyjuk. Lényegében abbdl kévetkezik, hogy
nem lenne optimdlis a o ha a Z-nek szupermartingdl szakaszdt is tartalmaznd,
mint az az 17 Abrdn lathato.

Tekintsiik megint a Z; = m; — a; Doob felbontést.
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12.10. Definicié. Legyen

(w) = T ha ar(w)=0
v\ = min{k > 0:axy1 >0} ha ap(w)>0.

12.7. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy v € 1.
12.8. Allitas. A v megalldsi id6 a legnagyobb optimdlis megdlldsi idb.
12.8. Bizonyitas. Ha s < v (w), akkor

Zs (W) = My (w) — a5 (w) = M, (w),

tehdt Z¥ martingdl. A 12.1 Allitds alapjan kévetkezik, hogy v optimdlis, ha
beldtjuk, hogy

Z,=X,.
Ehhez tekintsiik a
T-1
Z, = Z 1{I/=8}Z5 + 1{1/:T}ZT
s=0
T-1

= 1{1/:5} max {XS, E* (ZS+1|f5)} + 1{V:T}ZT

s

Il
=)

osszefliggést. Viszont tudjuk azt, hogy

E* (Zs+1‘fs) = FE* (Ms+1 - as+1’fs)
- Ms — Qg41,

ugyanakkor {v = s} —n esemény melett igaz, hogy as = 0,as.1 > 0, ezért
Zs = M,

tovabbad
E* (Zs1|Fs) < Zs.

A Z definicidja szerint, akkor Zs = X,. Az hogy v a legnagyobb optimdlis
megalldsi idokiolvashato az 17 Abrabol.
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13. fejezet

Ujabb modellek felé

13.1. A Black-Scholes modell korlatai

Mint azt lattuk, Black-Schole modell rendkiviil egyszerii és tomor eredményre
vezet
Vo=5S0®(dy) —e ™K& (d ).

ahol ® a standard normélis eloszlds eloszlas fiiggvénye. A diszkrét mod-
ell fiiggetlen bindris eseményekre épitett ezek biomidlis eloszldshoz vezettek,
aminek a hatdreloszldsa a normadlis. Torténetileg eloszor a matematikailag
lényegesen bonyolultabb Black-Schole elmélet jott 1étre, ahol eleve feltevés,
hogy az &rak logaritmusa minden idépontban normalis eloszlast kovet, mi
tobb feltevés, hogy szérds dllandé. E feltevés kovetkezménye az is, hogy
a logartimus fiiggetlen novekményii folyamat. A tézsdei arfolyamok sta-
tisztikai elemzése mindhdarom feltevéssel ellentétes eredményeket produkilt.
A kovetkezd jelenségek figyelhetdek meg.

1. A szérds nem &llandé.

2. A folyamat jobban oszcilldl mint a normalis, nincs is szérds, nem nor-
malisak a peremeloszldsok.

3. Nem fiiggetlenek a logaritmikus novekmények.
Ennek fényében kell a modellt boviteni, méds modellt keresni.

A tézsdei dringadozéds vizsgalatdval 1903-ban irott doktori értekezésében
Bachelier foglalkozott elészor. Tévesen arra a megdllapitdsra jutott, hogy
az eloszlds normélis. Ugyanakkor megfigyelése alapjén azt az allitdst sziirte
le, hogy t id6 elteltével az dra nagy val6sziniiséggel a

(P —ct'? P+ ct'?)

149
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intervallumba fog esni. Megfigyelte, hogy P és c részvényenként véltozik,
de a t kitevije, 1/2 univerzalis. Ma mar tudjuk, hogy ez a Wiener folyamat
sajatossdga (illetve a centralis hatdreloszlas tétel kovetkezménye), amely sz-
erint a t idépillanatban a széras v/t-vel ardnyos. Ha helyesen a log-normélis
eloszlast haszaljuk, akkor a

(log P —ct'/?1og P + ct1/2)

intervallumot kapjuk.

Nyilvan ¢ jéatsza a szérds szerepét, amit késobb mi skdlaparaméternek is
fogunk nevezni. A pénziigyi vildg c—t volatility-nek nevezi. A NewYork-i
tozsde 11 napi indexébdl

¢ =0.0110875

a napi "historical volatility". A hagyomédnyt kévetve térjiink at az éves szdza-
lékban kifejezett miiltbéli volatilitdasra. Egy évben koriilbebiil 256 kereskedési
nap van, azaz 162. Ezért az éves volatilitds

Cann = 17.74%.

A kellemetlenség ott kezdddik, hogyha a tapasztalati szérdst a szokott
moédon kezdjuk szdmolni az

nilz:@i_E>2

i=1

képlet segitségével, akkor azt tapasztaljuk, hogy az n novekedtével s no,
ahelyett, hogy egyre pontosabban kozelitene egy fix o, illetve ¢ értéket.
Keressiink ezért egy masik mérési, becslési médot.

13.2. Hossziisag és térfogat mérés, fraktalok

Kezdjiik az alapoknédl. Ha egy orszagtton tédvolsdgot kivainunk mérni megte-
hetjiik ezt azzal, hogy megszdmoljuk, hdany lépést kell a kijelolt pontok kozott
megtenni. Ha lépésiink egységnyi, akkor ezzel azt kapjuk, hogy N 1épést
szamolva, a tdvolsag L = N. Ha egy (az egyszeriiség kedvéért négyzet alaki)
mez6 teriiletét akarjuk meghatdrozni, lépjiik le az oldaldt. Ha az ered-
mény 100 képzeljiik el a 1épések alkotta felosztdst minkét irdnyban, majd az
Osszes parhuzamost berajzolva az igy kapott kis négyzeteket. természetesen
az egység oldalu kis négyzetek szdma D = N? lesz. Azaz az L hosszisdghoz

D= L?
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teriilet tartozik. A 2 kitevd erdsen emlékeztet sikunk kétdimenzids voltéra.
Kicsit atfogalmazva ha a hossszisdg A—szorosdra né, akkor a teriilet

D = A%L?

A?-szeresére. Ha igazdn nem is a teriiletre vagyunk kivdncsiak, hanem a
vizsgalt tér arra a tulajdonsdgdra, hogy a hossz és a teriilet milyen dimenziot
rejt, akkor tekintsiik a

di log Dar,
im =
log AL
alakot.  Mandelbrot [B1] javasolta a mérésnek ezt a modjat példdul a

Britt szigetek keriiletének mérésére, pontosabban annak kiderftésére, hogy
a partvonal milyen dimenziés. Meglepetéssel tapasztalta, hogy a ceruzédval
kovetds médon kapott 1 dimenzié helyett més eredményre jut. Tekintsiink
egy nagyléptékii térképet, amin 1 cm megfelel 1 km-nek. Vonalzénkkal
elvégezve kapunk egy hosszat. Hi, végezziik el most a mérést turistaként
korbesétalva, megszamolva a lépéseket (tegyiik fel, hogy lépéseink hossza
azonos és 1 méter). A kapott hossz H, jéval nagyobb mint H;. Furcsa,
de érthet6, hiszen gyalog befordulhattunk azokba a kis kanyarokba is, amik
joval rovidebbek mint 1 Km , azaz a vonalzé nem tudta azt kévetni. Ezutéan
sziszifuszi munkdval mérjuk le 10 cm-es kisarasszal, 1 cm-es egységekkel, sorra
igy tovabb. Kapjuk a H;, Hs, Hs...sorozatot. Szdmoljuk ki a

_ log Hyp-ig

1-D= 4
log 10— F

hényadost. Esetiinkben az adddik, hogy a tengerpart hosszénak dimenziéja
1 < D—-1< 2. Az igy mért dimenziét szokds Haussdorf dimenziénak
nevezni.

A teriilet illetve a térfogat mérésre két tovabbi példat is vesziink.

13.1. Példa. Tekintsiik a rekurzioval épithetd kovetkezo fat, amit Vicsek fa-
nak is neveznek.
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18. Figure.

rekurzid a I'y otpontid grdafbol indul. Ennek mdsolataibol alakitjuk ki a T's —t.
Majd ugyanezt folytatjuk I's-vel hogy a I's — t kapjuk. Mérjik a tdvolsdgot
a szokdsos griftavolsdggal, azaz a két csicspont kézotti legrovidebb éleken dt
halado dttal. Vildgos, hogy a I'; dtméroje

L; = 23"

Meérjiik meg a térfogatot az L  fligguényében. Konnyen ldthatd, hogy a T';
blokk V; =V (L;) = 5 csticsot tartalmaz. Az érték mds 3 atmérdgt gombikre
kozelitoleg ugyanez. Ezzel azt kapjuk, hogy

_logV;  logb

T logL;  log3

A Vicsek fa térfogati dimenzidja tehdt ig%g = 1.4650.

Erdekes Osszevetni ezutdn még egy jellemzé mennyiség viselkedését a
kozonséges Z? récs és a Vicsek fa esetén. Ez pedig az ellendllds illetve annak
dimenzidja. Ezen azt értjiik, hogy az egyes éleket egyégnyi vezetOképességii
drétoknak tekintjiik és mérjiik az ellendlldst mondjuk az kozos kozépponti r
és 2r sugaru gomb felszine kozott. Jelolje ezt R (r)

13.1. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy Z¢ esetében

R(r) ~ r2=,
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Ha viszont a Vicsek fara réapillantunk, azonnal lathaté, hogy az ellendllds
linedrisan no6 r-el, mert nagy r-ek esetén egyetlen it koti 6ssze a két gombot.
Ebbdl az kovetkezik,, hogy a Vicsek fa ellenéllas dimenzidja dgr = 1 nem pedig
2 vagy dy = %ggg Ennek az észrevételnek fontos kévetkezménye van a Vicsek
fan zajlé véletlen bolyongdsra vonatkozéan. Jél tudjuk, hogy a kozonséges
bolyongds a Z-n n 1lépést téve dtlagosan \/n-nyire tdavolodik el a kezd6helytol.
Ezt masképp gy is meg lehet ragadni, hogy azt vizsgaljuk mennyi ido6 telik
el addig amig a bolyongds r tdvolsdgra nem ér a kezdohelytol. Jelolje ennek
véletlen idejét T, = min {k : d (Xo, Xy) = r}. Jelolje ennek vérhaté értékét
E (r) Megmutathaté, hogy az egészek Z? racsén d > 1 dimenziéban mindfg

E(r) = cqr*.

Azaz a bolyongési exponens d,, = 2 minden d-re. Ugyanakkor a Vicsek fa
kiterjedéséhez képest nagy ellendlldsa miatt

E(r)~ 8

lesz ahol 3 > 2 azaz tovabb tart kiérni, mint a Z%n. Meg lehet mutatni,

hogy
E(r) ~rV (r)

azaz a Vicsek fan a bolyongdsi exponens
log5 log15
log3  log3’

dy =1+

A jelenség olyan érdekes, hogy megéri még két példat megemliteni.

13.2. Példa. A Sierpinski hdromszog. A konstrukcié nagyon hasonld az
elozohoz.  Tekintsiik a hdrom ponti teljes grifot majd annak két mdsolatdt
illesziik dssze az dbra szaerint. A kapott grdaf két tovdabbi példanyadt elkészitve
ismételyiik meg az dsszeillesztést.

19. Figure.
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13.2. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy a Sierpinski grafon
log 3

"= log 2

log b5 — log 3
4y o logd—log3
log 2

13.3. Sztochasztikus 6nhasonlésag

Az el6z6 részben onhasonlé struktirakat mutattunk be, amik a klasszikus
bolyongastél, diffizitél eltérd médon viselkednek, nem a v/t id6-tér skdzaséra
"hallgatnak". Most egy olyan konstrukciét mutatunk be, amiben nem tér-
beli hanem idobeli rekurziéval hozunk létre sztohasztikusan énhasonlé elos-
zlasokat.

13.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy X waldszintiségi vdltozo (illetve elos-
zldsa) sztochasztikusan onhasonld, ha létezik (C,,) sorozat, hogy ha X;”X
fiiggetlen valdszintiségi vdltozok, akkor

1 n
— 3 XX
0%

Mint azt tudjuk, a normélis eloszlas ilyen értelemben 6nhasonlé mégbepig
C, = +/n valasztds mellett. Szdmos mds onhasonlé eloszlds is ismert, a
kovetkezokben roviden bevezetjiik ezt az eloszlds csalddot. Kérdés az, hogy
milyen més C,, sorozatokra létezik ilyen eloszlds, példaul C,, = n lehetséges-e,
C, = ne milyen o melett lehetséges. Kicsit pongyoldn C), — t nevezziik az
eloszlas skdla paraméterének.

Abban az esetben, ha létezik ilyen «, akkor azt mondjuk, hogy az eloszlas
(Haussdorf) dimenziéja «.

13.2. Definicié. Az X wvaldszintiségi vdltozo stabilis eloszldasu, ha létezik
(Ch) , (D) sorozat, hogy ha X;” X fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, akkor

> X C.X + D,
i=1
és szigoruan stabil, ha D, = 0. Azt mondjuk, hogy az eloszlds a—stabil, ha

i aniX + Dn

=1
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13.3. Gyakorlat. Ldssuk be, hogy a Cauchy eloszlds 1-stabil.

13.1. Megjegyzés. Stabil eloszldisok, csak 0 < o < 2 léteznek, ha o = 2
akkor az eloszlds a normdlis eloszlds. Ha o < 2 akkor az eloszldsnak nincs
szordsa, ha o = 1 akkor vdrhato értéke sincs. Ezeknek az eloszldsoknak a
wvizsgdlata a karakterisztikus fligguényiik segitségével lehetséges, amely a kon-
volicidt a jol kezelhetd hatvanyba transzformdlja. A tézsdei dringadozdsok
megfigyelései arra engednek kovetkeztetni, hogy eqy adott pillanatban az dr
logaritmusa nem normdalis hanem stabilis eloszldst kévet. Az alapvetd kérdés
ekkor a D illetve C' paraméterek mérése. Természetesen, ha nincs szords,
akkor a tapasztalati szords "felrobban", nem alkalmas a C,, becslésére.

Felmeriil a kérdés, hogyan lehet akkor a C,, skdlaparamétert mérni. Miel6tt
erre ratérnénk, bevezetjiik a stabilis eloszlasok képére definidlhaté sztohasztikus
folyamatokat, hoszen minket nem csak egy pillanatfelvétel, hanem az drfolya-
mat egésze érdekel.

13.3. Definicié. Az X; folytonos idejii sztochasztikus folyamatot Lévy folya-
matnak nevezzik, ha

2. X fiiggetlen névekményt, azaz minden nre minden t; < to < ...t, idokre
Xt2 - Xt17Xt4 - Xt37 ce th - th—l
fiiggetlenek

3. X; homogén, azaz
Xt+s - XtNXs - XO

valamint teljesit két folytonossagi feltevést amit itt nem ismertetiink.

13.4. Definicié. Az X, sztochasztikus folyamatot stabilnak nevezziik, ha min-
den k-ra a véges k-dimenzids eloszldsai, azaz a (Xy,,....Xy,) valdszintiségi
vektor vdltozd (koordindtdnkét) stabilis eloszldsi.

13.5. Definicié. Az X; folyamat Wiener folyamat, ha

1.
E(X;X,) = min {t, s}
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2. hat > s> 0,akkor

X — XN (0,Vt —s)

3. X, folytonos.

13.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X; folyamat a—stabil, ha létezik
a, D, hogy minden a > 0-ra

1
Xa a® Xy + Dt
minden t > 0 — ra.

13.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy sztochasztikus folyamat énhasonld,
ha létezik o, D, hogy minden a > 0-ra létezik C (a), hogy

XatNC (CL) Xt.

13.1. Tétel. Ha X; stabil folyamat és Lévy folyamat, akkor pontosan akkor
a-stabil folyamat, ha
1
Xa{aa Xt + Dt.

13.1. Allitas. Ha X, folyamat o-stabil, akkor
C(a) = a=
és a H= é—t nevezziik a folyamat Hurst exponensének.

13.2. Megjegyzés. A standard Wiener folyamat szigorian 2—stabil Lévy
folyamat.

13.4. A Nilus vizszintje és a Hurst exponens

Most visszatériink a skdlaparaméter mérésének probléméjihoz.
Keressiink olyan C,, D,, sorozatot, hogy az Xi...X,, X1k, - Xonitkim
mintdkat véve azt tapasztaljuk, hogy az

Yn _ =1
Cn
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n+k+m

i=n+k+1
Y, =

Cin

mintdk kozel azonos eloszldsuiak.

Hurst angol hidrolégus 1906-ban publikidt egy tanulmanyt a Nlus 847
éven keresztiilt mért drvizeinek szintjérél A kovetkezé médon vizsgédlta az
egymast koveto évek maximum értékeinek X; alakuldsat.

Tekintette az .
Yi=> X,
j=1

Osszeget, majd ezt centrélta:

k
Dy =Y, —-Y,.
n
Ez a k-adik 6sszeg eltérése az n év atlaggos dsszegétol.

13.3. Megjegyzés. Erdemes észrevenni, hogy D > 0 esetén a jobb évek
vannak tulsilyban, ellenkezo esetben a rossszak. EzértY alkalmaz a hosszi
trendek megfigyelésére.

Legyen
m, = min D;,
1<i<n
M, = max D;,
1<i<n
és
R,=M,—m,

az Osszegek, terjedelme (range). Legyen

1 1 2
Sp=1l—) X?}— |- X
[iswe (byx)
a szokdsos tapasztalati szérds. Hurst a
R,

S
hényados viselkedését vizsgilta és meglepetésre azt tapasztlatla, hogy
R,

_— cno’
Sn

azzal ellentétben mint azt egy miivelt statisztikus vdarna, hogy a hdnyados
1
lényegében /n azaz n2 lesz.

7
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13.8. Definicié. A

kifejezésben a H -t nevezziik Hurst exponensek. Ami sajnos keveredést jelent
a kordbbi definicidval, azonban mindkét elnevezés haszndlt.

13.2. Tétel. (Feller) Legyenek Z; azonos eloszldsi valdszintiségi vdltozok,
E(Z)) =0,0(Zy) = o0-el. Ha Z; — k fiiggetlenek, akkor

pontosabban

13.4. Megjegyzés. Feller tételébol latszik, hogy Hurst varakozdsa megalapo-
zott volt. Mi okozhatja mégis, hogy H > 0.57 A tétel szerint erre két ok lehet.

a. Az X; — k ugyan fiiggetlenek, azonos eloszldsuak, de nem létezik szdrds,
esetleqg varhatd érték sem, azaz a—stabilak o = % = 1.48-val, tehdt

Xi4+Xo+ ...+ X, nfTX.

b. Létezik varhato érték és szords is, sot az egydimenzids eloszldsok nor-
malisak 1s, de nem fiiggetlenek.

13.5. Megjegyzés. A b esetet szemiigyre véve latjuk, hogy H = %, akkor
az eqymdst koveto dradasok fiiggetlenek. Ha

1

- <H<1

2
akkor azt mondjuk, hogy a folyamat perszitens, nagy drvizre nagy kévetkezik,
kicsire kicsi. Azaz az autokorreldcio pozitiv. Ugyanakkor, ha

1
0<H<-=
- 2
akkor kis vizet nagy kévet, nagyot kicsi, azaz az autokorreldcio negativ. FEzért
a Hurst exponens tekintheto a perszintencia, autokorreldcio mértékének 1is.
Fontos emlékezni arra, hogy ez nem a Lévy csaldd skdlaparaméterének di-
menzidja.
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13.3. Példa. A Wiener folyamat esetén
E(X;) =0,

E (X;X,) = min {¢, s}

ezért
FE (XuXas) = min{at,as} = amin{t, s} = aF (X; Xj) .

Ebbol azt kapjuk, hogy
E(XuXa) = E (a%Xta%XS) .

Innen beldthato, hogy a kétdimenzios eloszlasokra

(Xars Xas) (a3 X003 X,)
tehdt H = 1.
13.4. Példa. Ha X; a—stabil Lévy folyamat akkor

Xar = Xas"a (X = X,),
tehdat H = é és a fenti és ebben az esetben is fiiggetlenek a novekmények.

Bevezetjiik a frakciondlis Brown mozgést.

13.9. Definicié. Legyen A (s,t) = |s|* + [t — |t —s|* , 0 < H < 1 ¢s
s,t € R. Létezik eqy nemnegativ-definit Gauss folyamat X;, a kévetkezo tula-
jdonsdgokkal.
1. X; normadlis eloszldsu, F (X;) =0

2.
Cov (X, X,) = %A (5.1)

13.6. Megjegyzés. Nyilvin

(X0, X,) = 5 (JsP 4+ P = e = 5P |

N | —
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ezért

1
E(Xu, Xus) = 3 <|as|2H + ]at!QH — |at — as\w)

= "B (X, X5),
amibol megint kovetkezik, hogy:
X a" X,
E(X}) =¢",
X, — X,°N (0, = s|2H> .

13.7. Megjegyzés. Az igy konstrudlt folyamatra is kiterjeszthetd a Black-
Schole elmélet, azaz ha azt tessziik fel, hogy az drak logaritmusa frakciondlis
Brown mozgdst kovet, nem pedig Wiener folyamatot, akkor a K lehivdsi
drfolyami eurdpai opcié Cy drdra a kévetezo képlet adhato:

Co = S (0)® (dy) — e " TK® (dH - x/ﬁaTH)

ahol 5
224 (r+ Ho®T?H)

dr =
H V2HoTH
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