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a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
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1. Az alabbi linearis programozasi feladatot egy
LP szolver programmal megoldva azt kaptuk,
hogy a célfiiggvény maximumértéke 4,4, amit
az (példaul) az 1 = 0,3, zo = 0,1, 23 = 1
megoldéason vesz fel.

a) Irjuk fel a feladat dudlisat. (A felirds ha-
sonld alakt legyen, mint a primal feladat felira-
sa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

b) Igaz-e, hogy a dudlis feladat rendszere
megoldhato? Ha igen, igaz-e, hogy a dudlis fel-
adat célfiiggvénye korlatos a relevans iranybdl a
megoldashalmazan?

max{4x; + 2x5 + 33}
ha

8x1 4+ 619 — 23 < 2
3[L’1+1’2+4$3 S 5
S5x1 + 4wy + 73 < 3
T1— 3T +x32>1

2. Egy minimalis koltségii folyamfeladatot line-
aris programként modellezve az alabbi felada-
tot kaptuk. Adjuk meg a széban forgd mini-
malis koltségli folyamfeladatot: rajzoljuk fel a
hozza tartozo iranyitott grafot és ezt egészitsiik
ki minden olyan (numerikus és nem numerikus)
adattal, ami a folyamfeladat kitlizéséhez sziik-
séges. (A megoldédsbol dertiljon ki, hogy ezeknek
az adatoknak mi a pontos szerepe a feladatban.)

min{4z, + xo + 4xs + 224 + 275}
ha
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3. Egy kilenc csucsu G élstlyozott teljes graf csiicsai legyenek a, b, c,d, e, f, g, h,i. Az ab,ac,ad, ae
élek sulya legyen 1, a be, bd, be, cd, ce, de élek (vagyis a {b, ¢, d, e} csticsok dltal feszitett részgraf élei)
legyenek 2 stulytak, végiil minden mas €l silya legyen 3.

a) Mutassuk meg, hogy a megadott élstlyozas metrikus.

b) Futtassuk le és dokumentaljuk a G’ bemenetre az utazdiigynok problémara adott Christofides-

algoritmust.

4. Igaz-e, hogy a halmazfedés problémara tanult approximacios algoritmus csak egyféle kimenetet
adhat, ha az Osszes részhalmaz mérete azonos, de az Osszes részhalmaz koltsége kiillonb6z6?

5. Egy probléma bemenete az (a,b) pozitiv egészekbdl 4ll6 szdmpér. Dontsiik el, hogy az alabbi
lépésszamu algoritmusok koziil melyek polinomialisak.

a) va—+b

b) (log a)log log Vb

Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimélis pontszam 24. Elégséges megajanlott
jegyhez legaldbb 33, kozepeshez 42, jéhoz 51 pontot kell elérni.
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Altaldnos alapelvek.

A pontozasi itmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megold6é melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa.
a) A megadott linedris program max{cz : Az < b} alaki, ahol

8 6 —1 2
3 1 4 5
A= b= :
5 4 1 3 (2 pont)
-1 3 -1 —1
c= (4 2 3)

A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{2y; + 5y2 + 3ys — Yy}
ha
8y1 +3y2 +0ys —ys =4
6y1 +y2 +4ys +3ys =2
—y1+dy+ys —ya =3
120,92 >0,y3 >20,y4 >0

(4 pont)

A dudlis felirdsaért jaré 4 pontbél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenletek helyett egyen-
16tlenségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hidnya vagy mini-
malizélas helyett maximalizdlas el6irdsa) 3 pont levonast jelentsen.

b) A primdl feladatrél tudjuk, hogy az egyenlétlenségrendszere megoldhaté és a célfiiggvénye

feliilrél korlatos a megoldashalmazan (ez a feladat szovegébdl kideriil). (1 pont)
fgy a dualitdstételbdl vagy a ,3-kalitkds” tételb8l kovetkezik, hogy a dudlis feladat rendszere is
megoldhatd (2 pont)
és a dualitastételbdl az is, hogy a célfiiggvénye alulrél korlatos a megoldashalmazan. (3 pont)

A dualis megoldhatésaga mellett természetesen érvelhetiink ugy is, hogy megadjuk egy megoldasat
(példéul y; = 0,2, y» = 0,8, y3 = 0) és megmutatjuk réla, hogy az valéban megoldas — de egy ilyen
megoldds megtalaldasa nem magatdol értetodo. A ,3-kalitkas” tételbol kozvetleniil nem kovetkezik,

hogy a dudlis célfiiggvénye alulrdl korlatos, de az annak bizonyitasaban szereplé gondolatmenetet kis



modositassal erre is hasznalhatjuk: mivel cx < yb teljesiil minden z,y primal-dudl megoldasparra
(amit ebben a bizonyitdsban belattunk), ezért a primal feladat tetszéleges x megoldasara (példaul
arra, ami a feladat szovegében szerepel) cz alsé korlat a dudlis célfiiggvényére.

A 2. feladat megoldasa. Mivel a minimalis koltségi folyam feladatban minden élhez egy valtozo

tartozik (az élhez tartozé folyamérték), ezért a grafnak ot éle lesz: eq, e, ..., e5, amikhez sorra az
X1, T, ..., Ts valtozok tartoznak. (1 pont)
A 0 < z; < konstans egyenlétlenségek nyilvan a kapacitas feltételek, igy az élek kapacitdasa sorra:
cler) =5, cleg) =1, cles) =4, c(eq) = 3, cles) = 2. (2 pont)
A célfiiggvény Y k(e) - z(e), ahol k(e) az e-hez tartozé (egységenkénti) koltség. Igy a k(e) értékek
kiolvashatok a célfiiggvénybdl: k(e) =4, k(ez) = 1, k(e3) = 4, k(eq) = 2, k(es) = 2. (2 pont)
Az x3 + x5 > 3 egyenlOtlenség csak az eléirt folyamértékre vonatkozhat, (1 pont)

amib6l megtudjuk, hogy a legaldbb 3 értéki folyamok kozil kell minimalis koltségiit keresni,(1 pont)
és még azt is, hogy s-bol az es és e5 élek 1épnek ki (és s-be nem 1ép be él, igy x3 + x5 helyesen adja
meg a folyamértéket). (2 pont)
A két egyenlet folyammegmaradast kell kifejezzen, igy s-en és t-n kiviil két csiicsa van a grafnak;
jelolje ezeket (az egyenletek sorrendjében) a és b. Ekkor az els6 egyenletbél megtudjuk, hogy az a-bdl
kilépo, illetve az oda belépo élek e; és eq, illetve es. Hasonldan, a b-bdl kilépo, illetve oda belépd élek
ey, illetve eq és e3. Ezekbél az informaciokbdl (beleértve az s-bol kilépo élek ismeretét is) felrajzolhatd
a graf:

a
s <

s t (3 pont)
S e

Megjegyezziik, hogy mindkét folyammegmaradast kifejezé egyenlet az eléadason tanultaknak meg-
feleléen ugy van felirva, hogy a csticsbdl kilépo, illetve belép6 éleknek megfelel6 valtozdok kapnak
pozitiv, illetve negativ el6jelet. De természetesen ezek az egyenletek (—1)-gyel végigszorozva is he-
lyesek maradnak, igy mindkét cstics esetében elképzelheté volna, hogy a ki- és belépd élek szerepe
forditott. Tovabba az el6irt folyamértékre vonatkozo egyenlotlenség esetében is elképzelheté volna,
hogy 3+ x5 nem az s-bdl kilép6, hanem a t-be belépo élek mentén méri le a folyam értékét. Ezeknek
megfelelden, gy is helyes megoldasat kapnank a feladatnak, ha a fenti Abran minden él iranyitasat
megforditanank és s és t szerepét felcserélnénk.

A 3. feladat megoldasa. a) Azt kell ellendrizniink, hogy teljesiil a haromszog-egyenlotlenség,
vagyis hogy barmely z,y, z cstcsokra teljesiil, hogy az xy él silya legfeljebb az xz és a zy élek
stlyainak Osszege. (1 pont)
Ha az xy él stlya 1 vagy 2, akkor a feltétel teljestl, hiszen zz és zy is legalabb 1 stly. (1 pont)
Ha az zy él sulya 3, akkor = vagy y az f,g,h,i pontok valamelyike. Mivel ezekbe a csticsokba
csak 3 stlyt élek mennek, az xz vagy a zy él silya legalabb 3, igy a feltétel ilyenkor is teljestl.(1 pont)

b) Az algoritmus el6szor egy minimalis 6sszstlyn feszit6fat keres Kruskal-algoritmussal. (1 pont)
Az algoritmus az 1 silyu éleket mind kivalasztja, hiszen ezek kérmentes grafot alkotnak. A 2 silyu
¢élek mind kort alkotnak a mar bevettekkel, igy egyikiik sem kertil be a faba, (1 pont)
az Osszes maradék él tehat 3 sulyu lesz, bekertl (pl.) bg, gh, hi,if. (1 pont)
A kapott faban ¢, d, e, f paratlan fokuak, az altaluk feszitett részgrafban kell minimélis Gsszsulyt
teljes parositast taldlnunk. (1 pont)

Az 6sszes széba jovo él sulya 3, j6 lesz pl. a cf, de élekbdl allé parositas. ( )
A kapott grafnak megkeressiik egy Euler-korsétajat , ( )
pl. e,a,b,g,h,i, f,c,a,d, e jo lesz. (1 pont)
( )
( )

az e,a, b, g, h,i, f,c, d, e Hamilton-kort kapjuk, ez a kimenet.



A 4. feladat megoldasa. Az éllitas nem igaz. (0 pont)
Legyenek az alaphalmaz elemei a, b, ¢, d, a részhalmazok {a,b} (silya legyen 1), {b,c} (silya legyen
2) és {c,d} (silya legyen 4). Ez valoban lehet a probléma bemenete, hiszen a részhalmazok fedik az
alaphalmazt és a kivant feltételeknek is megfelelnek(méret, sily). Az algoritmus elészor azt a halmazt
valasztja ki, amelyikre a legkisebb az egy (14j) elemre es6 koltség, vagyis {a, b}-t. A kovetkez6 1épésben
az egy 1j elemre es6 koltség a {b, c} és a {c,d} halmaz esetében is 2, igy mindkett&t valaszthatja az
algoritmus. A {b, ¢} halmaz vélasztasa esetén a kovetkezé 1épésben még kivalasztjuk a {c, d} halmazt
is, a {¢, d} halmaz valasztasa esetén azonban két 1épés utan elkésziilt a fedés, igy az algoritmus véget
ér. A kimenet tehat valoban tobbféle is lehet. (12 pont)
Ha valaki csak azt latja be, hogy az algoritmus tobbféleképp is lefuthat, de a példajabol kovetkezik
a ténylegesen bizonyitand¢ allitas is, az 10 pontot kapjon. Akinek a példajabol ez nem koévetkezik,
az 7 pontot kapjon.

Természetesen rengeteg més ellenpélda is van. J6 ellenpélda, megfelel6 indoklassal 12 pont. J6 el-
lenpélda hidnyos indokldssal 2-11 pont (mindségtél figgden), jé ellenpélda indoklas nélkiil 0 pont.
Ha valaki megprobalja bebizonyitani az allitast és demonstralja, hogy érti az algoritmust, akkor
(meggyéz6 er6tél fiiggéen) 0-2 pontot kapjon.

Az 5. feladat megoldasa. A bemenet mérete (az egészrészeket és plusz 1l-eket elhanyagolva)

n = loga + logb. (3 pont)
Bebizonyitjuk, hogy a két 1épésszam egyike sem polinomidlis. (0 pont)
Ehhez elég azt megmutatni, hogy a = b = 2% esetén nem lesznek polinomidlisak a lépéssza-
mok. (2 pont)
A bemenet mérete ekkor n = 2k. (1 pont)

a) A 1épésszam v2k+1 = V2srtl = 2%+i, ami exponencialis n-ben, igy tényleg nem polinomia-
lis. (2 pont)

b) A lépésszam

b log & log 2 log 2
k,loglogv2k _ klog10g27 _ klogg _ ﬁ &1 — n—e — An°® — 4n10g T-1
2 2log n ’

ami nem polinomiélis, mivel (konstansszor) n-nek egy konstansnal gyorsabban névé hatvénya (itt
elvileg picit precizebbnek kéne lenni, de fogadjuk el ezt az érvelést). (4 pont)



