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1. Oldjuk meg az alabbi linedris programozasi feladatot (LP szolver program hasznélata nélkil).

max{3z; + 2z}
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2. a) [rjuk fel a fenti linedris programozasi feladat dudlisat. (A felirds hasonlé alaki legyen,
mint a primdl feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

b) Déntsiik el, hogy a dudlis feladatnak van-e olyan megoldésa, illetve van-e olyan optimalis
megoldasa, amiben minden valtozo értéke 0 vagy 1.

3. A G = (A, B;E) teljes paros graf két pontosztilya legyen A = {ai,aq,as, a4} és
B = {b1,b2,b3,b4,b5}. Az a;-t a bj-vel Osszekotd él silya legyen az alabb, balra lathaté matrix
i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztezddésében &ll6 elem (minden 1 <i<4,1<j<5
esetén).
a) Igaz-e, hogy az alabbi, jobb oldali tdbldzatban megadott ¢ hozzérendelés cimkézés G-ben?
b) Igaz-e, hogy az {ai, b1}, {as, b2}, {as,bs} és {ay, by} élek maximédlis Osszsilyt parositast
alkotnak G-ben?
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4. Egy szabalyos nyolcszog cstcsai sorban az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamok. Legyenek egy graf cstcsai
a nyolcszog csucsai, a graf élei pedig legyenek a nyoleszog oldalai és legrovidebb atléi (a grafnak
tehat 8 csicsa és 16 éle lesz).

a) Futtassuk le és dokumentéljuk erre a grafra a maximaélis paros részgraf keresésére tanult
algoritmusok koziil a masodikat, mégpedig a csicsok névekvd sorrendjében.

b) Az a) feladat kimeneteként kapott kettéosztasra futtassuk le a maximaélis paros részgraf
keresésére tanult elso algoritmust is.

5. Egy probléma bemenete az (a,b) (pozitiv egészekbél all6) szampar. Dontsiik el, hogy az
alabbi lépésszamu algoritmusok koziil melyek polinomialisak.

a) 7log2 ab

b) 19logz (log, ab)

Minden feladat 12 pontot ér. Az aldirashoz sziikséges minimélis pontszam 24. Elégséges meg-
ajanlott jegyhez legaldbb 33, kozepeshez 42, j6hoz 51 pontot kell elérni.
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Altaldnos alapelvek.

A pontozési utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak fébb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a
megoldasban valoban szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megol-
do egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyes-
sé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibéat tartalmazé is, tovabbéd a dolgo-
zatbol nem dertl ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éro
megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az Utmuta-
toban leirttol eltéro j6 megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. A feladat megoldashalmazat koordinatarendszerben abrazoljuk. A
2x1 + 1o < 14, illetve 5 < 8 egyenl6tlenségek megoldashalmaza a kék, illetve barna egyenes
alatti félsikok, az x; < 5 egyenl6tlenségé pedig a zold egyenestdl balra eso félsik. Ezeknek,
illetve a nemnegativitasi feltételekbdl fakado elso siknegyednek a metszete a megoldashalmaz,
amit az abran a sziirkével jelolt sikidom abréazol.
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Azok a pontok, amelyeken a célfiggvény a (tetszOlegesen rogzitett) p értéket veszi fel, a
3x1 + 2w9 = p egyenest alkotjdk. Atrendezve: xo = § — %xl. Igy az egyenes meredeksége (p-tél
figgetleniil) —%. Példaul a p = 18 értékre az egyenest az abran pirossal abrazoltuk. (2 pont)
p novelésére a piros egyenes ,Oonmagéaval parhuzamosan” felfelé cstszik (mert a meredeksége
valtozatlan). A kérdés az, hogy p-nek mi az a legnagyobb értéke, amelyre még metszi a megol-

déshalmazt. (2 pont)



Mivel a piros egyenes meredeksége mindig —% és igy 0 és —2, vagyis a barna és a kék egyenes
meredeksége kozott van, ezért ez arra a p-re kovetkezik be, amelyre a piros egyenes athalad a

barna és a kék egyenes metszéspontjan, vagyis a (3;8) ponton. (2 pont)
A célfiiggvény tehdt az x1 = 3, x9 = 8 értékekre veszi fel a maximumat, a maximumérték pedig
p=3-3+2-8=25. (1 pont)

(Azt a tényt, hogy az optimumbhely valoban az (3;8) pont indokolhatjuk azt a szemlélet alapjan
nyilvanval6 tényt felhasznalva is, hogy a célfiiggvény optimuma biztosan felvétetik a megoldas-
halmaz valamelyik cstcsan. Ezeket meghatarozva: (0;8), (3;8), (5;4), (5;0), (0;0). Ezeken ki-
szamitva a célfiggvény értékét sorra a 16, 25, 23, 15, 0 értékeket kapjuk, amelyek kozil valoban
a 25 a legnagyobb.)

A 2. feladat megoldasa.
a) A megadott linedris programban a valtozék nemnegativitdsa is szerepel a feltételek kozott,
ezért érdemes azt max{cz : Ar < b,z > 0} alakinak tekinteni, ahol

21 14
A=|10],0=] 5],

c= ( 3 2 ) :
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{14y; + 5y, + 8ys}
ha
201 +y2 > 3 (4 pont)
Y1 +ys =2
120,922 0,y3 >0

A duélis felirdsaért jar6 4 pontbdél minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenlétlenségek
helyett egyenletek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfliggvény hianya
vagy minimalizalds helyett maximalizalds el6irdsa) 3 pont levonést jelentsen.

b) A duélis rendszernek megoldésat kapjuk az y; = 1, yo = 1, y3 = 1 valasztéssal, ezt a
dudlis rendszer egyenlétlenségeibe valé behelyettesitéssel ellenérizhetjik. Igy az elsé kérdésre a
valasz igen: a dudlisnak van ilyen megoldasa. (2 pont)
Azt is konnyt végiggondolni, hogy ez egyben az egyetlen olyan megoldasa a dudlis rendszeré-
nek, amiben minden valtozé értéke 0 vagy 1. Valoban, egy ilyen megoldasban a 2y; + yo > 3
egyenlotlenség teljesiiléséhez y; = yo = 1 sziikséges, az y; + y3 > 2 egyenlotlenséghez pedig
y1=ys = L. (1 pont)
Az y1 =1, yo = 1, y3 = 1 megoldashoz tartozo dudlis célfiiggvényérték 14 + 5 + 8 = 27. Igy a
dualitastétel miatt a dudlisnak ez a megolddsa nem optimélis: mivel a primal maximuma (az
1. feladatbol kovetkezéen) 25, ezért a dudlis minimumadnak is ennyinek kell lennie. Més széval:
egy optimédlis dudlis megoldason felvett célfiiggvényérték 25 volna. (3 pont)
Igy a mésodik kérdésre a vélasz nemleges: ilyen optimélis megoldésa nincs a dudlisnak.(1 pont)
Megjegyzések:

1. A megoldasban a dualitastételt alkalmaztuk, aminek feltétele, hogy a primal feladat
rendszere megoldhato, a célfiiggvénye a megoldashalmazon feliilrdl korlatos legyen. Az 1. feladat
megoldasabol tudjuk, hogy ezek a feltételek teljesiilnek, igy a dualitastétel alkalmazasa jogos
volt. Az erre valé hivatkozas hidnya nem jar pontlevonéssal.

2. A primdl feladatot felfoghatjuk max{cx : Ar < b} alakinak is és erre hasznalhatjuk
a dudlis eredeti definicié szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a
valtozok nemnegativitasat eloird két egyenlétlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis A-nak
és b-nek 5 sora van. Ennek megfeleléen a dudlis egy 5 valtozos linearis program — amely azonban
az eléadason tanultak szerint ekvivalens a fent kapottal.



A 3. feladat megoldasa.
a) A tanult definici6 szerint ¢ pontosan akkor cimkézés, ha c(a;) + ¢(b;) > w(e) teljesiil
minden e = {a;,b;} élre. Ez minden 1 < i < 4,1 < j < 5 esetben gyorsan ellenérizhetd és

valoban teljesiil, igy a megadott hozzarendelés cimkézés. (4 pont)

b) Az {a1,b1}, {az, b2}, {as, b3}, {a4, by} élek 24+3+4+5 = 14 6sszsilyt parositast alkotnak
G-ben. (1 pont)
gy a maximdlis 6sszsily parositds sszsilya legaldbb 14. (1 pont)
Az a) feladatban latott cimkézésben a cimkék Gsszege szintén 14, (1 pont)
raadasul mivel a cimkék mind nemnegativak, ezért ez a cimkézés mutatja, hogy a nemnegativ
értékll cimkézések kozott a cimkék osszsilydnak minimuma legfoljebb 14. (1 pont)

A tanult Egervary-tételbdl tudjuk, hogy a maximélis sulyt parositas Osszsulya megegyezik a
cimkék Osszegével egy minimalis 0sszegii, nemnegativ értékli cimkézésben. A fentiek szerint te-
hét a tételben szerepld kozos optimum a G grafban pontosan 14 (hiszen belattuk, hogy legalabb
és legfoljebb 14). (3 pont)
Ezért a megadott parositds maximalis 6sszsilyd G-ben. (1 pont)

A 4. feladat megoldasa. Az 1 cstcsot tetszolegesen elhelyezhetjiik, keriiljon mondjuk az A
halmazba, a 2 cstcs ekkor a B-be keriil, mivel igy kapunk tobb keresztbe mend élet. (1 pont)
A 3 csticsnak ugyanannyi szomszédja lesz A-ban és B-ben, igy mindegy, hogy melyikbe rakjuk,

rakjuk mondjuk az A-ba. (1 pont)
A 4 cstcsnak is ugyanannyi szomszédja van A-ban és B-ben, igy a helye szabadon valaszthato,
legyen B. (1 pont)
Hasonl6 a helyzet az 5 csticesal, ezt tegyiik A-ba, (1 pont)
és a 6 cstcesal is, ezt tegytk B-be. (1 pont)
A kovetkezo 1épésben a 7 csticsnak két szomszédja van A-ban és egy B-ben, igy a B-be kell
tegytk, (2 pont)
végiil a 8-nak harom szomszédja van B-ben és egy A-ban, igy A-ba keriil. (2 pont)
A kapott kettéosztasban egyetlen csiicsbol sem megy t6bb él a sajat osztalyaba, mint keresztbe,
az els6 algoritmus tehdt tovabbi 1épések megtétele nélkiil ledll. (3 pont)

Ha valaki csak az elsé algoritmust futtatja (hibatlanul) egy &altala vélasztott kettéosztdassal
kezdve, akkor 2 pontot kapjon.

Az 5. feladat megoldasa. A bemenet mérete (az egészrészeket és plusz 1-eket elhanyagolva)
n = log, a + log, b. (3 pont)

a) A lépésszdm a bemenet méretének segitségével felirva 719820 = 7logaatlosab — 7n (9 pont)

amirdl tudjuk, hogy nem polinomiélis n-ben. (1 pont)
b) A 1épésszam a bemenet méretének segitségével felirva 19'082(108200) — ]glogz(logy atlogy b) —
19l2m, (2 pont

)
19le2n < 3olosan — 95losan — (9loeam)5 — S {gy ez a 1épésszdm polinomidlis. (4 pont)



