Rendszeroptimalizalas
Zarthelyi feladatok
2018. majus 8.

1. Egy cég kétféle tizemanyagot allit elo az A, B és C jeli nyersanyagokbdl. Az els6
fajta lizemanyag egy tonndjanak eléallitasdhoz 4 tonna A, 2 tonna B és 1 tonna C
tipusd nyersanyagra van sziikség. A masodik fajta tizemanyaghoz tonnanként 5 tonna
A, 1 tonna B és 1 tonna C nyersanyagra van szikség. Az eldallitott iizemanyagot mind
el tudjak adni, az els6 tipusut tonnanként 500 ezer, a masodikat tonnanként 400 ezer
Ft-os eladédsi aron. A kovetkezo gyartasi periédusra az A jelti nyersanyagh6l 45 tonna,
a B jelib6l 12 tonna, a C jeltibol 10 tonna all rendelkezésre. A cég vezetdsége szeretné
meghatarozni, hogy ebben a periddusban mennyit gyartsanak a kétféle tizemanyagbol
ugy, hogy ezzel a bevételiiket maximalizaljak. Fogalmazzuk meg ezt a problémat linearis
programozasi feladatként, majd oldjuk meg azt és valaszoljunk a vezetOség kérdésére.

2. a) Irjuk fel a jobbra lathat6 linedris programozasi feladat max{9z1 + 4z + 313}
dudlisat. (A felirds hasonlé alakiu legyen, mint a primal ha
feladat felirasa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.) by + rg + 4y <7

b) Dontsiik el, hogy a (primél) feladat célfiiggvénye fe- Ty + T2+ 513 < 2
lillrol korlatos-e a megoldashalmazan. Ty <1
3. A G(A,B;E) teljes paros graf két szinosztélya legyen A = {ai,as,as, as} és
B = {b1,by,b3,bs,b5}. Az a;-t a bj-vel Gsszekotd él silya legyen az alabb, balra lat-
haté matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztezOdésében allé elem (minden
1<i<4,1<j<5esetén).

a) A p paraméter mely értékeire igaz, hogy az alabbi, jobb oldali tabldzatban megadott
¢ hozzarendelés cimkézés?

b) Létezik-e p-nek olyan értéke, amely esetén a tablazatban megadott ¢ hozzarendelés
miniméalis 6sszegii cimkézés a G 6sszes, nemnegativ értékli cimkézései kozott?

c) Létezik-e p-nek olyan értéke, amely esetén a tabldzatban megadott ¢ hozzérendelés
minimalis 6sszegli cimkézés a G 0sszes, valos értékli cimkézései kozott?
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4. Hajtsuk végre és dokumentaljuk a Steiner-fa problémara tanult
approximaciés algoritmust a jobbra lathaté grafra T = {a,c, e} 1 5 11 2
mellett.

a e
5. Dontsiik el, hogy az alabbi lépésszamu approximacios sémak koziil melyek polinomi-

alisak, illetve teljesen polinomidlisak. (n a bemenet méretét jeldli.)
2 1
a) /n+e¢ b) 8=

A feladatok megoldasdhoz segédeszkoz nem hasznalhaté. A rendelkezésre all6 munkaid6 90 perc. Minden
feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez leg-
alabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon.
A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve a név, a Neptun-kdd és a feladat sorszama.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. Jelolje 1, illetve x4 az elsd, illetve a masodik tipust iizemanyagbdl gyartando
mennyiségeket (tonnaban mérve). (1 pont)
x1 tonna elsé tipusu, illetve xo tonna masodik tipust lizemanyaghoz 4z, illetve 5xs tonna A jeld nyers-
anyagra van szlikség. Mivel ebbol 6sszesen 45 tonna all rendelkezésre, ezért teljesiilnie kell a 421 +5zo < 45
egyenlétlenségnek. A B és C jelii nyersanyagokra vonatkozo korlatokbdl kapjuk a 2x; + x5 < 12 illetve az

1 + w2 < 10 egyenlGtlenségeket. (1 pont)
Mivel z; tonna elso tipusi és xo tonna méasodik tipusu lizemanyagbdl szarmazd Osszes bevétel szazezer
Ft-ban mérve 5x1 + 4xq, ezért ezt a célfiggvényt kell maximalizalni. (1 pont)

A fentiekhez hozzdvéve az értelemszertien adédd xy > 0, o > 0 nemnegativitasi feltételeket végil is az
alabbi linedris programozasi feladatot kapjuk:
max{5x, + 4z}
ha
A 4$1+5$2 §45
B :2x+xy <12
C:x+29<10
I Z 0, T2 Z 0

(2 pont)

A feladat megoldashalmazat koordinatarendszerben abrazoljuk. Az A, B, illetve C nyersanyagokbodl
szarmazoé egyenlotlenségek megoldashalmaza sorra a kék, zold, illetve barna egyensek alatti félsikok. Ezek-
nek, illetve a nemnegativitasi feltételekbol fakado elsé siknegyednek a metszete a megoldashalmaz, amit

az abran a sziirkével jelolt sikidom abrazol.
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(2 pont)

1 o 10 11 %4
(Amint 14thatd, a barna egyenes nem hatarolja a megoldashalmazt. Ez tehat azt jelenti, hogy a C nyers-
anyagbdl szarmazo egyenlétlenség redundéns, az elhagydsa a megolddshalmazt nem valtoztatna.)

Azok a pontok, amelyeken a celfuggveny a (tetszolegesen rogzitett) p értéket veszi fel, az 5x1 —|— 4oy =p
egyenest alkotjak. Atrendezve: zo = B — fxl gy az egyenes meredeksége (p-t6l fuggetlenul) . Példaul
a p = 32 értékre az egyenest az abran puobbal abréazoltuk. (1 pont)
p névelésére a piros egyenes ,,onmagaval parhuzamosan” felfelé csuszik (hiszen a meredeksége véltozatlan).
Szemmel is jol lathato, hogy a p-nek az lesz a legnagyobb olyan értéke, amelyre a piros egyenes még metszi
a megoldashalmazt, amelyre az athalad a kék és a zold egyenesek metszéspontjan. A célfiiggvény tehat
ebben a metszéspontban veszi fel a maximumaét. (2 pont)
A keresett metszéspontot a 4dxy + brey = 45, 2x1 + x9 = 12 egyenletrendszer megoldasaval kapjuk. Az
eredmény: z1 = 2, 1o = T. (1 pont)
(Azt a tényt, hogy az optlmumhely valéban az ( ; 7) pont mdokolhatjuk ugy, hogy a piros egyenes meredek-
sége (vagyis _Z) a kék és a zold egyenesek meredeksegel (vagyis —= es —2) kozé esik. Vagy felhasznédlhatjuk
azt a szemlélet alapjan nyilvanval6 tényt is, hogy a célfiiggvény optimuma biztosan felvétetik a megoldas-



halmaz valamelyik cstcsan is, am a (0,9), (6,0) és (0,0) csticsokon a célfiggvény értéke kisebb, mint a
(3;7) ponton adédé 40,5.)

A cégnek tehat a bevétel maximalizdlasahoz 2,5 tonna els6 tipusu és 7 tonna masodik tipust tizemanyagot
kell gyartania. (Az igy elérheté maximalis bevétel pedig 4 050 000 Ft.) (1 pont)

A 2. feladat megoldasa.
a) A megadott linearis program max{cz : Ax < b} alakd, ahol

5 1 4 7
A= 11 5 |, b=| 2],

0 1 0 1 (2 pont)
c= (9 4 3).

A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{7y; + 2y + y3}
ha

51+ Y2 =9

y1+y2 tys =4

4y, + 5y, = 3

y1 20,52 > 0,y3 > 0

(4 pont)

b) A primdl feladat rendszere nyilvin megoldhaté, példdul megoldéast ad az 3 = x9 = 23 = 0. fgy a
tanult  harom kalitkas” tétel szerint a primal célfiiggvény felilrdl korlatossaga ekvivalens yA = ¢, y > 0,

vagyis a dudlis feladat rendszerének megoldhatdsagéaval. (1 pont)
A duélis feladat els6 és harmadik egyenletébdl y; = 2, yo = —1 adddik. (1 pont)
Mivel yo = —1 ellentmond az y, > 0 feltételnek, ezért a dudlis rendszere nem megoldhato. (2 pont)
Igy a primal feladat célfiiggvénye nem feliilrél korlatos. (2 pont)

Az a) részben a dudlis felirdsdért jaré 4 pontbdl minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenletek he-
lyett egyenlotlenségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hidanya vagy
minimalizalas helyett maximalizdlds el6irdsa) 3 pont levonast jelentsen.

A 3. feladat megoldasa.
a) A tanult definici6 szerint ¢ pontosan akkor cimkézés, ha c(a;) + c(b;) > w(e) teljesil minden
e ={a;,b;} élre. Ez minden 1 <4 < 3,1 < j < 5 esetben (vagyis a matrix elsé harom sordnak meg-

felel élekre) valoban teljestil, ez egyesével gyorsan ellendrizhetd. (2 pont)
Az ay-re illeszkedd (vagyis az utolsé sornak megfelel$) élek mindegyike egy-egy egyenl6tlenséget ad p-re:
p=3,p>3,p>3,p>4,p>3. (1 pont)

Ezek pontosan akkor teljesiilnek egyszerre, ha p > 4. Igy ¢ pontosan akkor cimkézés, ha p > 4. (2 pont)

b) A p > 4 értékek kozil egyedill a p = 4 eset jon széba (hiszen minden p > 4 esetén kisebb Osszegii
cimkézést kapnank a p = 4 vélasztéssal). A kérdés tehdt csak az, hogy a p = 4 esetén adddd 22 Gsszegii
cimkézés minimalis 6sszegii-e a nemnegativ értékit cimkézések kozott. (1 pont)
Az {a1,b1}, {a2, b2}, {as, b3}, {a4, by} élek 4+ 546+ 7 = 22 6sszsilyt parositast alkotnak G-ben.(1 pont)
A tanult Egervary-tételbol tudjuk, hogy a maximalis silyt parositas Osszstulya megegyezik a cimkék Ossze-
gével egy minimélis 6sszegii, nemnegativ értékii cimkézésben. Az a) feladatban adott cimkézés (a p = 4
esetben) mutatja, hogy a minimélis 6sszegii, nemnegativ értékii cimkézés Osszege legfoljebb 22. Az imént
mutatott parositis viszont azt mutatja, hogy a maximélis 6sszstlyd parositds 6sszsilya legaldbb 22. Igy
az Egervary-tételben szerepl6 kozos optimum a G grafban pontosan 22 (hiszen belattuk, hogy legalabb és
legfoljebb 22). Ezért a p = 4 esetben az a) feladatban megadott cimkézés valéban minimalis Osszsilyu a

nemnegativ értékii cimkézések kozott. (2 pont)
¢) A b) feladatban irtakhoz hasonléan ismét csak a p = 4 esettel kell foglalkozni, p > 4 esetén a cim-
kézés biztosan nem minimalis 6sszegii. (1 pont)

Ha a p = 4 esetén adddo cimkézésben c(a;) értékét 1-gyel néveljitk minden 1 < i < 4 esetén és c(b;) értékét
1-gyel csokkentjitk minden 1 < j < 5 esetén, akkor ismét cimkézést kapunk, hiszen a c(a;) + ¢(b;) Osszeg
nem valtozott egyetlen e = {a;,b;} élre sem. (1 pont)
Azonban a cimkék 6sszege 1-gyel csokkent (hiszen 5 cstics cimkéjét csokkentettiik, de csak 4-ét noveltiik).
gy a feladatban megadott cimkézés a p = 4 esetben sem minimélis ésszegli a valds értékii cimkézések



kozott (vagyis p-nek nincs is olyan értéke, amire az volna). (1 pont)
Megjegyezziik, hogy a c¢) feladat megolddsédban irtakbol kovetkezik, hogy G-nek nincs is minimalis 6ssze-
gl cimkézése a valds értékli cimkézések kozott: barmely cimkézésnél kisebb 6sszegiit kaphatunk, ha a
megoldasban irt modositasokat végrehajtjuk.

A 4. feladat megoldasa. El6szor azt kell megvizsgalnunk, hogy metrikus-e az élstulyozéas, mert ha nem,

akkor metrizdldssal kell kezdentink a megoldést. (1 pont)
Mivel a graf nem teljes, a silyozas nem metrikus (de ez abbdl is latszik, hogy pl. az abc haromszog stlyozasa
nem felel meg a metrikussag kovetelményeinek). (1 pont)
A metrizalashoz meg kell allapitanunk az egyes csticsparok kozti legrovidebb utak hosszait, ezek lesznek
az 1j sulyok. (1 pont)
Az ab, be, cd, ce, de élek stilya nem valtozik, az ac él sulya 4-re csékken, az 0j ad, ae, bd, be élek stlyai rendre
6,5,5,4. (2 pont)

(Nem kell pontot levonni, ha valaki csak a T' altal feszitett részgrafban szamitja ki az 0j stlyokat, hiszen
Ugyis csak ezekre lesz sziikség. )

A metrizalt grafban minimaélis Osszsulyt feszit6fat keresiink a 7' altal feszitett részgrafban, (1 pont)
ez az ac, ce élekbol all. (2 pont)
Kovetkezo 1épésként az ac és ce parokhoz tartozo legrovidebb utakat vessziik az eredeti grafban, ezek az
ab, be élekbdl allo tt, illetve a ce él. (2 pont)
Végiil az igy kapott részgraf egy minimalis feszitofajat kell venniink, ami jelen esetben sajat maga, vagyis
a kimenet az ab, be, ce élekbdl allo Steiner-fa lesz. (2 pont)

Az 5. feladat megoldasa.

a) nte=(n+e:,
ez az n-ben polinomialis,
hiszen e-t konstansnak tekintve

n egy polinomjaval felilr6l becsiilheto.

(n+ 5)% ugyanakkor n-t konstansnak tekintve %—ban exponencialis,

( )

( )

( )

( )

( )

igy a kérdéses séma polinomidlis, (1 pont)
de nem teljesen polinomialis. ( )
b) S = (1) n log L (1 pont)

( )

( )

( )

En
ami e-t konstansnak tekintve n-ben exponencialis lesz,
igy a kérdéses séma nem polinomialis,

és igy persze nem is teljesen polinomidlis.



