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1. a) Irjuk fel a jobbra lathaté linearis programozasi feladat max{z; + z3}

dudlisat. (A feliras hasonlo alakt legyen, mint a primél fel- ha

adat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.) Txy + 5y + 323 = 3
b) Déntsiik el, hogy a (priméal) feladat célfliggvénye fe- 2y + dzy + a5 < 1

lilrsl korlatos-e a megoldashalmazéan és ha igen, hatarozzuk 21> 0,29 >0

meg a feladat maximumeértékét.
2. A p valos paraméter mely értékeire totalisan unimodularis az alabbi matrix?

11 0 0 0
0O 0 1 1 1
1 0 1 0 0
0O 1 0 1 p

3. A p val6s paraméter minden értékére allapitsuk meg, hogy az alabbi méatrix oszlopai
milyen matroidot koordinataznak a valos test felett. Ahol a matroid grafikus, ott adjunk
meg egy grafreprezentéciot is.

1 0 0 1
0 1 2 3
D 1 0 0

2p—1 1 -2 —4
4. Az alabbi két graf altal meghatarozott grafikus matroidoknak allapitsuk meg az Gssze-
gét. Ha az Osszeg grafikus, akkor adjunk meg egy grafreprezentaciot is.
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5. Hajtsuk végre és dokumentaljuk a maximélis belsé csicsszamu feszitGfa probléma
kozelitésére szolgalod, mélységi keresésen alapuld algoritmust az alabbi grafra oly modon,

hogy a mélységi keresést a B csticsbol inditjuk és a mélységi fanak levele a C' csics.
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6. Mutassuk meg, hogy egy tetszdleges G graf barmely nem bévithets parositasa legalabb

%I/(G) élet tartalmaz. (v(G) a G-beli fiiggetlen élek maximalis szamat jeloli. Egy parositas

nem bovithetd, ha a graf barmely, a péarositdsba nem tartozo élét hozzavéve a kapott
¢lhalmaz sosem parosités.)

A feladatok megoldaséhoz segédeszkdz nem hasznalhato. A rendelkezésre all6 munkaidd 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-os feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa.
a) A megadott linearis program max{cx : Az < b} alaku, ahol

7 5 3 3

-7 -5 =3 -3
A= 2 4 1|, b= 1|,

-1 0 0 0

0 -1 0 0
c= (1 0 1)

Amint lathato, a feltételek kozott szerepls egyenletet helyettesitettiik az 7xy + bxy + 3z3 < 3 és
a —7r1 — dxy — 3x3 < —3 egyenlStlenségekkel, illetve az xi-re és zo-re vonatkozd nemnegativitasi
feltételeket —zq < 0, illetve —zo < 0 alakra hoztuk. Most a duélist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0}
alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{3y: — 3y + ys}

ha

Tyr — Tyo +2ys —ya = 1

5y1 — Y2 +4ys —ys =0

3y1 —3y2 +yz =1

y1 20,92 >0,y3 > 0,94 > 0,y5 > 0

b) A primal feladat rendszere nyilvian megoldhato, példaul megoldast ad (sok mas mellett) az
T, =9 =0, x5 = 1. Igy a tanult jharom kalitkas” tétel szerint a primal célfiiggvény feliilrsl korla-
tossaga ekvivalens yA = ¢, y > 0, vagyis a dualis feladat rendszerének megoldhatosagéval.

A duélis megoldhatosaganak eldontéséhez egyéltalan nem sziikséges, de hasznos, ha észrevessziik,
hogy az y, és ys dualis valtozok szerepe nagyon speciélis: mivel y4 a ra vonatkozo nemnegativitasi felté-
telt nem szamitva csak az els6 egyenletben jelenik meg, ezért ez az egyenlet atirhato 7y, — 7y +2y3 > 1
alakba és ezutan az y, valtozo elhagyhato a rendszerbdl. Ezzel analog moédon a masodik egyenlet ekvi-
valens az by; — Hys + 4ys > 0 egyenlStlenséggel. (Az yy-re és ys-re vonatkozo fenti megfigyelés azonos
azzal, ami az el6adason elhangzott a minden valtoz6 nemnegativitaséat el6iré primél feladatokra vonat-
kozodan a duélis ekvivalens alakjarol.) Hasonléan hasznos, de nem feltétlen sziikséges megfigyelni, hogy
mindharom egyenletben (és a célfiiggvényben is) kiemelés utan megjelenik az y; — yo kiilonbség, igy ezt
helyettesithetjiik egyetlen véltozoval — jeldlje ezt y1o —, ami mar barmely valos értéket felvehet (hiszen
két nemnegativ szam kiilonbségeként barmilyen valos érték felirhato). Mindezeket figyelembe véve a
duélis rendszere a kovetkezére egyszertisodik:

Ty12 +2ys > 1
5Y12 +4y3 > 0
3y tys=1
y3 >0

Innen mér nagyon konnyt a dualis egy megoldasat megadni: példaul (sok més mellett) 15 = 0,
ys = 1 megfelel. Ugyanez a megoldéas a dudlis atalakitasok elstti alakjaban megadhato (példaul) igy:
h=y=0ys=1Ly=1y=4

Tehat a dualis rendszere megoldhato, igy a primal célfiiggvény feliilrél korlatos a megoldashalmazan.
Tovabba mivel a dualis célfiiggvénye 3y; —3ys+1ys és a dudlis feltételei kozott szerepel a 3y; —3ys+y3 = 1
egyenlet, ezért a dudlis minden megoldaséara az azon felvett célfiiggvényérték 1, igy ezek minimuma is
1. A dualitastételbdl kovetkezGen tehat a primal feladat maximumeértéke is 1.

Megjegyezzik, hogy mivel itt a primal feladat nem mindegyik valtozé nemnegativitasat irta eld,
ezért a dualis felirasakor nem hasznalhato a tanult ekvivalens alak (legalabbis kozvetlentil semmiképp),
a duédlis eredeti definicidjat kell alkalmaznunk — ahogyan azt a megoldasban tettiik is.



A 2. feladat megoldasa. Mivel egy matrix elemei 1 x 1-es részmatrixoknak tekinthetsk, ezért egy
totalisan unimoduléris matrixnak minden elemei is +1 vagy 0 kell legyen. Vagyis p lehetséges értékeinek
vizsgalatat elegendd erre a harom értékre korlatozni.

A p = —1 esetben a matrix nem totalisan unimodularis: valéban, a p = —1 mellett 4ll6 1-es, valamint
az ezek felett két sorral allo két tovabbi 1-es (vagyis a 2. és 4. sorok, illetve a 4. és 5. oszlopok) altal
1 1
1 1 ‘:1-(—1)—1-1:—2.

A fennmarado6 p = 0 és p = 1 esetekben viszont a matrix totalisan unimoduléris lesz. Ennek meg-
mutatasahoz mindkét esetben elég lesz belatni, hogy az utols6 (p-t is tartalmazo) oszlop elhagyéaséaval
kapott 4 x 4-es matrix totalisan unimodularis. Jel6ljiik ugyanis ezt a méatrixot M-mel; ekkor az eredeti
méatrix M-bsl a p = 0 esetben egy ,egységvektor” (vagyis egy egyetlen 1-est és egyébként csupa nul-
lat tartalmazo oszlop) hozzavételével, a p = 1 esetben pedig az M utols6 oszlopanak ,lemasolasaval”
kaphato. Elgadason lattuk, hogy ez a két modositas megtartja a matrixok totalis unimodularitasat.

Az M métrix totalis unimodularitasanak megmutatasa pedig legegyszertibben arra valé hivatkozas-
sal lehetséges, hogy M egy péaros graf illeszkedési matrixa (és mint ilyen, a tanultak szerint totalisan
unimodularis). Valéban, ha a G graf egy 4 hosszu kor, amelynek az éleit sorban ey, s, €3, e4 jelolik és a
csucsokat gy szamozzuk, hogy az ey a vy és v3 csticsokat koti 6ssze, valamint vy-gyel szemkozt vy, v3-mal
szemkozt pedig vy van, akkor G illeszkedési matrixa definicié szerint éppen M (az pedig nyilvanvalo,
hogy a 4 hosszu kor paros graf).

Osszefoglalva tehét: a matrix akkor és csak akkor totalisan unimodularis, ha p = 0 vagy p = 1.

meghatarozott négyzetes részmatrix determinansa

A 3. feladat megoldasa. Jelolje a matrix oszlopait sorban oy,0,,05,04. Mivel a matroid fligget-
len halmazai defnicié szerint a linearisan fiiggetlen oszlophalmazok, ezért azt kell felderiteniink, hogy
{01, 04, 05,0, } mely részhalmazai linearisan fiiggetlenek. Az ranézésre latszik, hogy barmely (legfoljebb)
két elemi részhalmaz linearisan fliggetlen, hiszen egyik oszlop sem skalarszorosa egy masiknak.

Vizsgaljuk most meg a teljes o,, 05, 04,0, rendszer fliggetlenségét. Definicié szerint tehat a kérdés
az a0, + o, + y05 + do, = 0 egyenlet nemtrividlis (vagyis nem csupa 0 egyiitthatokat tartalmazo)
megoldhatosaga.

Elvégezve a beszorzésokat és az Osszeadast az a +90 = 0, +27v+30 = 0, p-a+ [ = 0,
(2p — 1)a+ f — 2y — 40 = 0 egyenletrendszer adodik. Rogton latszik, hogy a = 0 esetén az elsd, il-
letve a harmadik egyenletbdl 6 = 0, illetve 8 = 0 adddik, amib&l barmelyik tovabbi egyenletbsl v = 0
is kovetkezik. Igy egy 0-t ado, nemtrivialis linearis kombinacioban o # 0, ezért az végigoszthatd a-val.
Ekkor az eredményben o, egyiitthatdoja mar 1 lesz; mas szoval feltehetjiik, hogy o = 1. Ebbdl az elsg,
illetve a harmadik egyenlet szerint 6 = —1, illetve § = —p, végiil a masodik egyenlet szerint v = 3%3.
Ezeket a negyedik egyenletbe helyettesitve azonossagot kapunk, vagyis «, 3,7, d kapott értékei ezt is
kielégitik. Osszefoglalva tehét: az o0,,0,, 03,0, rendszer a p minden értékére linearisan osszefiiggs és az
Osszes nemtrivialis, 0-t ad6 linearis kombinaciéi az o, — p - 05 + ]%3 - 03 — 0y = 0 egyenlet nemnulla
skalarral valo szorzasaval kaphatok.

Ebbdl pedig az {0, 05, 05,0,} harom elemii részhalmazainak linearis fiiggetlensége is megvalaszol-
hato. Valoban: ha egy harom elemi részhalmaz linearisan Osszefiiggs, akkor a bel6le készitett, 0-t ado
nemtrivialis linearis kombinaciohoz a negyediket 0 egytitthatoval hozzavéve az {0, 0, 05,04} egy 0-t ado,
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tehét az, hogy az 0, —p -0, + ’%3 - 053 — 04 = 0 linedaris kombinaciéban a p paraméter mely értékeire lesz
0 egyiitthatoju tag. Azonnal latszik, hogy a p = 0 esetben o0,, a p = —3 esetben o4 egyiitthatoja valik
nullava. Igy tehdt a p = 0 esetben az {0,, 05, 0,} rendszer, a p = —3 esetben pedig az {0,, 0,, 0,} rendszer
linedrisan Osszefiiggs, de ezektsl az esetektdl eltekintve minden oszlopharmas linearisan fiiggetlen.
Ezzel tehat megkaptuk a keresett matroidot is a p minden értékére. A p # 0, p # —3 esetben
az U, 3 uniform matroidot kaptuk (hiszen minden oszlopharmas fiiggetlen). Ez grafikus, reprezentélja
egy 4 éli kor. A p = 0 esetben az egyetlen Gsszfliggd oszlopharmas az {o;,05,0,}; €z a matroid is
grafikus, reprezentalja (példaul) egy olyan 4 csucsu graf, amelyet egy haromszogbdl nyeriink, ha annak

valamelyik csicsarodl ,lelogatunk” egy tovabbi, o,-nek megfelel§ élt. Ezzel analog a p = —3 eset: itt



csak az {0y, 0,,0,} harmas osszefiiggd, igy ezt is egy haromszoghdl egy él | lelogatasaval” kapott graffal
reprezentalhatjuk, csak itt a lelogatott él o5-nak felel meg.

Erdemes hangstlyozni, hogy a fenti szamolasok csak egy lehetséges modszert mutatnak arra, hogy
hogyan allapithaté meg az egyes oszlophalmazok lineéris fiiggetlensége (és ezaltal a matroid fliggetlenjei
hogyan kereshet6k meg). De példaul az {o,, 0,,05,0,} linearis Osszefiigg@ségét megmutathattuk volna
azzal is, ha kiszamitjuk a feladatbeli matrix determinansat (példaul Gauss-eliminacioval vagy kifejtéssel)
és konstataljuk, hogy az p minden értékére 0. Ebben az esetben azonban a négy lehetséges oszlophérmas
fliggetlenségének vizsgalata tovabbi munkat igényelt volna.

A 4. feladat megoldasa. Jelolje a bal oldali, illetve a jobb oldali graf altal reprezentalt matroidot
A, illetve B. Az A matroid rangja (vagyis legnagyobb fiiggetlenjeinek elemszéama) 2 és bézisai {d, e},
valamint még azok a 2 elemi részhalmazok, amelyek az {a,b,c} halmazbol és a {d,e} halmazbol is
egy-egy elemet tartalmaznak (és A Osszes fliggetlenjei nyilvan a bazisok, valamint azok részhalmazai).
A B matroid ennél is sokkal egyszeriibb: a rangja 1 és a fiiggetlen részhalmazai csak {d}, {e} és 0.

A V B fiiggetlenjei tehat definicié szerint azok a halmazok, amelyek vagy A-ban is fiiggetlenek,
vagy egy A-beli fiiggetlenbdl d vagy e hozzavételével megkaphatok. Igy A V B rangja 3 és a bazisai
{a,d,e}, {b,d, e} és {c,d, e}. Ebbdl az is kovetkezik, hogy {a, b, c}-nek mar barmely 2 elemii részhalmaza
is Osszefiiggs — vagyis a, b és ¢ koziil barmely ketté parhuzamos. Mindezekbdl latszik, hogy A V B
grafikus: reprezentélja egy olyan 4 cstcsu graf, amelyet egy 3 éld utbol nyeriink gy, hogy az egyik élét
3 parhuzamos éllel helyettesitjik (amelyeknek a, b és ¢ felelnek meg).

Az 5. feladat megoldasa. A mélységi bejaras soran meglatogathatjuk a  csicso-
kat példaul a B, H,G,I,E,D,C, J,F;A sorrendben, ekkor a mélységi feszitéfa a
BH,HG,GI,IE,ED,DC,DJ GF,GA élekbsl all, itt C valéban levél. Mivel a gyokér (azaz B)
foka is 1, az algoritmus megkeresi a B és C kozti fabeli uton (BHGIEDC') a C-hez legkozelebbi
elagazast, vagyis D-t és a DC' élet kicseréli a BC' élre a faban, majd az igy kapott fat adja kimenetként.

A 6. feladat megoldasa. Jeloljiikk a parositast P-vel. Mivel P nem bd&vithets, a P altal nem fedett
csucsok fiiggetlen halmazt kell, hogy alkossanak. Mas szoval a P altal fedett cstucsok lefog6 ponthal-
mazt alkotnak, ahonnan 7(G) < 2|P| kovetkezik. Innen a jol ismert v(G) < 7(G) allitast felhasznélva
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